FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 3
Pisni izpit
4. junij 1999

Ime in priimek: Vpisna §t=‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge je 6 in vsaka je vredna 20 tock, torej skupaj 120
tock. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. Skupaj

S| B R

Skupaj
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1. (20) Funkcija f: R x (0,00) — R naj bo dana z

za neko konstanto c.

a. (10) Pokazite, da na neki okolici U tocke xo, = 0 obstaja funkcija g: U — R,
taka da je g(0) = c+ V1 + % in f(z,g(z)) =0 za x € U. Izracunajte Se ¢'(0).

Resitev: Uporabili bomo izrek o implicitni funkciji. Najprej preverimo, da je

f(0,c+V1+¢?) = )(c+\/1+02)—20

1
1—
< 22 + 2cV/1+ 2+ 1
2¢(c+ V14 c?)

= — 2c
c+ V142
=0
Izracunajmo se
2 2
Yy —x
=14+ -=———.
fy(@,y) + (22 + 12)?

Vstavimo x =0 in y = ¢+ /1 4+ ¢% in dobimo

0+ VI+) =1+ 770

1
(c+V1+¢c?
Po izreku o implicitni funkciji obstaja na neki okolici tocke vy = 0 funkcija z
Zelenimi lastnostmi.

Za x € U velja

fo(,y)

_fy(fli, y)
2y

y2—x2

Razberemo, da je ¢'(0) = 0.
Ocenjevanje:

— Preverjanje, da je f(0,c + 14 ¢2) = 0: 2 tocki.

— Preverjanje, da je fy(0,c + 14 ¢2) #0: 2 tocki.
— Citiranje izreka o implicitni funkciji: 2 tocki.
— Formula za ¢’ (0) = 0: 2 tocki.

— Izraéun g'(0) = 0: 2 toéki.
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b. (10) Pokazite, da ima funkcija g(x) v tocki zo = 0 lokalni maksimum.

Regitev: 'V tocki zo = 0 bo lokalni maksimum funkcije g(x), ée bo ¢'(0) = 0 in
g"(0) < 0. Vemo, da je ¢'(0) = 0. Odvajajmo zdaj identiteto f(x,g(x)) = 0
dvakrat po x. Dobimo najprej

fz + fygl =0
m
foz + facygl + (fxy + fyygl)gl + fyg” =0.
Vstavimo xo = 0 in y = ¢+ V1 + ¢% in izra¢unamo

"0) = _fm(O,c+ V1+¢?)
7= £,00, ¢+ 1+ c2)

alt
2

g'(0) = e+ VI+ AP0+ (c+VI+ )

2 <0.

Ocenjevanje:

— Preverjanje, da je 0 stacionarna tocéka: 2 tocki.

— Prvo odvajanje identitete f(z,g(z)) = 0: 2 tock:.
— Drugo odvajanje identitete f(z,g(z)) = 0: 2 tocks.
— Izradun drugega odvoda: 2 tocki.

— Sklep na podlagi drugega odvoda: 2 tocki.
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2. (20) Na sliki 1 je del krogle s polmerom R in debeline h, kjer je h < R.

SI. 1 Del krogle med visinama v =0 in v = h.

a. (10) Izracunajte povrsino ukrivljenega dela povrsine opisanega telesa.

Resitev: Najprej moramo dano ploskev parametrizirati. Morda najlaZja pot je

ta, da smatramo ploskev kot graf funkcije f(x,y) = VR?> — 22 — y? na obmodju
G ={(z,y): R? — h? < 22 +y? < R*}. Po formuli za povrsino grafa funkcije je

P = /G\/l—i-f:?—l-f;dxdy
1-2 yQ

- /G\/1+R2—x2—y2+R2—x2—y2 dv dy
R
== e

27‘!’ R r
R/ d / 4
0 ¢ VRZ-RZ \/R? — 12 '
= 2nR(—VR?—1r?
= 2mRh

R
)‘\/w

Ocenjevanje:

— Parametrizacija: 2 tocki.

— Formula za povrsino: 2 tocki.
— Polarne koordinate: 2 tocki.
— Fubini: 2 tocka.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte masni vztrajnostni moment dela krogle okrog osi z, torej integral

I, :/ (2% + y*) dz dydz .
K

4
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Resitev: Nagbolj ugodno je vpeljati cilindricne koordinate. Racunamo
I, = / (z® 4+ y?) dovdydz
K

h 27 VR?—22
= / dz d¢/ r? .- rdr
0 0 0
R? — 22)?

h( —

0 4
T 2R?Z% 25 h
= BT a5,

T 2R?h*  h°
= —(R*h-—_ 4+
2( 3 +5)

Ocenjevanje:

— Cilindriéne koordinate: 2 tocki.
— Prave meje: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocka.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Vektorsko polje na R® naj bo dano z F = —yi + xj. Ploskev S naj bo graf
funkcije f(x,y) = 1 — 2 — y na obmocéju A = {(z,y): z > 0,y > 0,z +y < 1}, za
normalo pa vedno izberemo n = (1,1,1)//3.

/FdS.
S

Regitev: Nalogo lahko resimo z Gaussovim izrekom. Najprej takoj izracunamo,
da je div(F) = 0. Ploskev S si lahko predstavljamo kot lice piramide P =
{(z,y,2): 2> 0,y > 0,2 > 0,z +y + 2z < 0} nasprotno izhodiséu. Opazimo,
da je polje vzporedno z osnovnico te piramide v xy-ravnini, torej je pretok skozi
ta del povrsine P enak 0. Ce si za normalo izberemo vedno vektor, ki kaze iz
piramide, je za lice v xz-ravnini je pretok enak

—/ rdxdz
A

/ ydydz.
A

Pretok skozi ostala lica piramide v koordinatnih ravninah je 0, ravno tako pa tudi
celotni pretok. Pretok polja skozi S je torej 0.

a. (10) Izracunajte

in skozi lice v yz-ravnini

Ocenjevanje:

— Izradun divergence: 2 tocka.

— Ideja s piramido: 2 toéki.

— Pretok skozi osnovno ploskev: 2 tocki.
— Pretoka skozi stranski ploskvi: 2 toécki.

— Rezultata: 2 tocki.

b. (10) Izra¢unajte
Fdr.
a8

Regitev: Uporabimo Stokesov izrek. Najprej izracunamo
rot(F) = (0,0,2).

Ker je rotor konstanten, bo odgovor enak 2 - P/\/3, kjer je P povrsina ploskve
S. Ploskev S je enakostranicni trikotnih s stranico /2.

V3

Y21,
2V/3

Fdr = / rot(F)dS = 2-
a8 S

Ocenjevanje:

— Izraéun rotorja: 2 tock:.

— Clitiranje Stokesovega izreka: 2 tocki.

— Nastavek za ploskovni integral: 2 tocki.

— Ugotovitev, kaksna je vrednost integrala: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Dan naj bo sistem linearnih diferencialnih ena¢b

[ 11
Y={-13)%

a. (10) Poiscéite fundamentalno matriko resitev sistema.

Resitev: Nagprej izrac¢unamo P(\) = (A — 2)2. Lastna vrednost je dvojna in
ena sama. Pripada ji en sam lastni vektor x = (1,1). Prvo resitev dobimo
kot yi(t) = e*x. Drugo, linearno neodvisno resitev, iséemo z nastavkom y; =
te?'x + e*'u, kjer u ustreza enacbi (A —2I)u = x. Na $iroko napisano, resujemo

sistem enach
-1 1 w \ (1
-1 1 uy |\ 1 )7

Oc¢itna resitev je u = (0,1). Stolpca fundamentalne matrike resitev bosta oblike
c1y1 + coya. Za prui stolpec dobimo enacbi

cl = 1 m cL+cy = 0
z resitvama ¢ = 1 in co = —1. Podobno dobimo za drugi stolpec enacbhi
Ccl = 0 m cL+cr = 1

z resitvama ¢; = 0 in co = 1. Dobimo

o —t+1 ot
Y(t)=e (—t L b+ 1

Ocenjevanje:

— Lastne vrednosti in lastni vektorji: 2 tocki.
— Proa resitev: 2 toéki.

— Druga resitev: 2 tocki.

— FEnacbe za fundamentalno matriko: 2 tocki.

— Fundamentalna matrika: 2 toéki.

b. (10) Resite Se nehomogeno enacho

o 11 N et
y = -1 3 y €2t
pri zacetnem pogoju y(0) = (0,0).

Resitev: Partikularno resitev'y, iséemo po formuli

volt) = [ Y(t=s)bls)ds
:l[<ji)ds
- ()
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Splosna reSitev je oblike y = y, + c1y1 + 2y2. Ker Ze 'y, ustreza zacetnim
pogojem, je Ze resitev.

Ocenjevanje:

— Nastavek: 2 tocki.

— Vstavljanje v nastavek: 2 tocki.

— Krajsanje: 2 tock:.

— FEnacbe za zaéetne pogoje: 2 tocku.

— Konéna resitev: 2 tocki.
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5. (20) Funkcija f(z) naj bo periodiéna s periodo 27 in na intervalu [—7, 7] dana z

a. (10) Pokazite, da je Fourierova vrsta za f(z) enaka

i (—1)"cos nx
n=1 n’ -

Utemeljite, da ta vrsta za vsak x konvergira proti f(z).

Resitev: Funkcija je soda, zato je b, = 0 za vse n > 1. Zlahka se prepri¢amo,
da je ag = 0. Za n > 1 najprej izracunajmo

™ 2 7 .
- — zsinnx dz

- n.J-r

T Vs
— / T COSNT d:}:)
. .

r2cosnxrdr =
- n

2 (:1: coSNT

/7T 22 sin nx

n n

4(—-1)"

A
n

Iz tega razberemo, da velja zgornji razvoj. Funkcija f(x) je zvezna in odsekoma
zvezno odvedljiva, zato Fourierova vrsta vedno konvergira proti f(x).

Ocenjevanje:

— Sodost: 2 tocki.

— ag = 0: 2 toéki.

— Integracija per partes: 2 tocki.
— Koeficienti: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.

b. (10) Z integriranjem Fourierove vrste po ¢lenih dokazite, da je za vsak x

1,5 2, (=1)"sinnz
ﬁ(x - x):nng

Utemeljite vase korake. Izpeljite Se, da je

(_l)k—l—l 7T3

Resitev: Vrsta je majorizirana z vrsto Y., n~2, ki konvergira, zato lahko ¢lenoma
integriramo od 0 do x. Dobimo toéno Zeleno formulo.
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Vstavimo Se v = 7/2. Leva stran je enaka —m*/32, na desni pa dobimo

(—1)2+1 sin(2EELT)
(2k + 1)

_ >, sin(§ + km)

- Z:: (2k +1)3

) (_1)k

= (2k+1)3

0o (_1)k+1

2k +1)3

i(—l)"sin(”—;) _ i

3
n=1 n k=0

k=0

Iz tega izracunamo Zeleno vsoto vrste.

Ocenjevanje:

— Utemeljitev integriranja po élenih: 2 tocki.
— Integriranje po élenih: 2 tocki.

— Vstavljanje w/2: 2 tocki.

— Pretvorba vsrte: 2 tock:.

— Vsota vrste: 2 tocki.

10
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6. (20) Vektorsko polje u naj opisuje stacionarni tok idealnega fluida, za katerega
veljajo Eulerjeve enacbe
pVu-u=—Vp+ pf.

Predpostavljajte, da je tok izentropen, kar pomeni, da obstaja taka funkcija w (en-
tropija), da je

1
Vw = -Vp.
P

a. (10) Izpeljite najprej, da vedno velja

1
§V(u-u):Vu-u+uxrot(u).

Pojasnilo: u-u = u? + u3 + u3.

Regitev: Zapisimo u = (uq,ug, uz). S temi oznakami je
u-u:u%+u§+u§.

Izracunajmo komponente gradienta in dobimo

8u1u + 8uzu 4 8u3u
1 _ o"ul oy a%,
§V(u-u) = ULt FRus + G

8811:21,“ + 8uzu2+ 8u3

Izracunajmo Se

Our  Oui  Oui Juz 8uz

é%‘ aﬂy aﬁz 241 Uy aé;! (9
. — | Qu2 dux dux | duz | dur
Vu-ut+uxrot(u)=| 32 55 % uy |+ | us | X - 2
Oug  Oduz Jus Us Us Ouy _ Ouy

or oy 0z oz oy

Zdag preverimo enakost obeh izrazowv.

Ocenjevanje:

— Interpretacija leve strani: 2 tocki.
— Izradun gradianta: 2 tocki.

— Gradient na desni strani: 2 tocki.
— Vektorsko mnozenje: 2 tocki.

— Preverjanje enakosti: 2 toéki.

b. (10) Predpostavite, da ni zunanjih sil, torej f = 0. Naj bo x(¢) pot dana
parametri¢no za t; <t < t, in naj velja X = u(x). Pokazite, da je

o(1) = %H(X(t)) ~u(x() + w(x(t))

konstantna funkcija na [t, t5].

Namig: Odvajajte ¢ in uporabite a.

11
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Resitev: Po pravilih za odvajanje posrednih funkcij je
#'(t) = (Vu-u+uxrot(u))x+ Vw-x
= (Vu-u+uxrot(u)u+Vw-u
1
= (Vu-u)-u+(;Vp)-u

1
= (Vu-u+;Vp)-u
=0

Odvod funkcije ¢ je 0, torej je funkcija konstantna.

Ocenjevanje:

— Pravilno postedno odvajanje prvega ¢élena: 2 tocki.

— Pravilno posredno odvajanje drugega élena: 2 tocki.

— Opazanje, da je u ortogonalen na u X rot(u): 2 tocki.
— Uporaba Eulerjevih enacb: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.
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