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Zaporedna stevilka izpita:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale bodo samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge je 6 in vsaka je vredna 20 tock, torej skupaj 120
tock. Na razpolago imate 2 uri.

Naloga | a. b. Skupaj

S| B

Skupaj
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1. (20) Naj bo dana funkcija f: R® — R s predpisom
flz,y,2) =2y +e* + 2.

a. (10) Dokazite, da na primerni okolici U tocke (1, —1) obstaja funkcija g: U — R,
taka da je g(1,—1) =0 in

fl9(y,2),y,2,) =0  za(y,2) €U.

Izracunajte Se parcialna odvoda g¢,(1,—1) in g,(1, —1).

Regitev: Po izreku o implicitni funkciji je potrebno preveriti, da je f,(0,1,—1) #
0. Izracunamo

folw,y,2) = 20y +€,  tore]  fo(0,1,—1) =1 #0.
Parcialna odvoda izracunamo po formuli

fy(oa 1? _1)

gy(la _1) = _fx(o, 1, _1)

=0 g.(l-1)=-
Ocenjevanje:

— Preverjanje predpostavk izreka o implicitni funkciji: 2 tocki.
— Citiranje izreka o implicitni funkciji v pravilni obliki: 2 tocki.
— Formula za odvoda g: 2 tocki.

— Vstavljanje v formulo za odvoda: 2 tocki.

— Rezultata: 2 tocki.
b. (10) Izracunajte e drugi parcialni odvod g, (1, —1).
Regitev: Identiteto f(g(y,z),y,z) = 0 odvajamo najprej po z.
fx *g: + fz =0.

Odvajamo to zadnjo relacijo Se po y. Dobimo

V wseh dvognih parcialnih odvodih f moramo vstaviti tocéko (0,1, —1), v parcialnih
odvodih g pa tocko (1,—1). Dobimo

fm(o,l,—l)—?) fzy(oﬂ ) 1) 0 fzx(o,l,—l):()
f(0,1,-1) =1 f,(0,1,—1) =0.

Upostevamo Se g,(1,—1) = 0 in g,(1,—1) = —1 v zgornji identiteti in dobimo
enacho

(3-040)-(=1)+1-g.(=1,1)+0-04+0=0.
Sledi g,,(1,—1) = 0.

Ocenjevanje:

— Ideja, da odvajamo identiteto: 2 tocki.

— Prvo parcialno odvajanje: 2 tocki.

— Drugo parcialno odvajanje: 2 tocki.

— Racunanje vseh parcialnih odvodov: 2 tocki.

— Rezultata: 2 tocki.
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2. (20) Na sliki 1 je na levi torus, na desni pa presek torusa z xz-ravnino. Polmera a
in b (a < b) sta na prikazana na sliki.

N (-
N

Sl. 1 Torus in presek torusa z xz-ravnino.
a. (10) Povrsina torusa je dana parametri¢no s
®(u,v) = ((a + beosv) cosu, (a + bcosv) sinu, bsinv)
za 0 <wu <27min 0 <wv < 27. Izracunajte povrsino torusa.
Resitev: Povrsino ploskve dane parametricno izracunamo po formuli

P:/ 1B, x B,|du dv,
G

kjer je G mnoZica parametrov. V nasem primeru je

—(a+bcosv)sinu —bsinvcosu
b, = (a+ bcosv) cosu n ®,=| —bsinvsinu
0 bcosv

Sleds
b(a + bcosv) cosu cos v

®, x &, = | bla+ bcosv)sinucosv
b(a + bcosv) sinv

Sledi |®,, x ®,| = b(a + bcosv). Ploicina je torej

2 27
P = / / b(a + bcosv) dudv
o Jo

2
= 27rb/ (a+bcosv) dv
0

= 4rab

Ocenjevanje:

— Izracun ®, in ®,: 3 tocke.

— ITzracun |®y X Py|: 2 tock:.
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— Pravilno nastavljen integral: 2 toéki.

— Fubini in rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte masni vztrajnostni moment torusa s polmeroma a in b okrog
osi z. Privzemite, da je masna gostota p = 1.

Regitev: Oznacimo torus s T. Izrac¢unati moramo integral
I.,= / (z* +y*)dV.
T

Vpeljemo polarne koordinate in racunamo po Fubiniju.

7 2m q a+b ) q b2—(r—a)? q
L, = re-r-dr z
/0 ¢ /a,—b — /b2—(1"—a)2

a+b
= 47r/ r3 /b2 — (r —a)?-dr
a—b
1
= 47rb2/ (a4 bu)*V1 —udu, r—a=bu

-1

1
= 4rmb? / (a® + 3a’bu + 3ab*u® + b*u®)V1 — u? du
—1

1
= 47rb2/ (a® + 3ab*u?)V1 —u2du (lihost!)

-1

3 1
= amb (T + 3ab2/ w2VT — 2 du)
-1

3

= 47rb2(% + 3ab2g) (per partes)
2 3b2

- 47r2ab2(% +5)

Ocenjevanje:

— Pravilno nastavljen integral: 2 toéki.
— Ideja s polarnimi koordinatami: 2 toéki.
— Pretvorba obmocij in Fubini: 4 tocke.

— Integriranje in rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Naj bo F = 2%i + 2%yj + 2%2k.

a. (10) Izracunajte pretok tega vektorskega polja skozi povrsino valja, danega z
V={(z,y,2): 2> +y* < a? 0 <z <b}.

Resitev: Najprej izracunamo divergenco vektorskega polja.
div(F) =2”- (3+1+1) =52°.

Uporabimo Gaussov izrek in v trojni integral uvedemo cilindricne koordinate.

Dobimo
5ratb

b 27 a
FdS:5/ dz/ cos2¢d¢/ ridr = .
ov 0 0 0 4

Ocenjevanje:

— Divergenca: 2 tocki.

— Clitiranje Gaussovega izreka: 2 tocki.
— Cilindriéne koordinate: 2 tocki.

— Fubini: 2 tocka.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izrac¢unajte Se pretok F skozi zgornjo polovico povrsine krogle s polmerom
R in izhodiscem v srediscu. Zgornja polovica je tista, za katero je z > 0.

Resitev: Moznosti je veé. Ena je ta, da opazimo, da je pretok skozi poljuben del
ravnine xy enak nic, ker je polje na tej ravnini vzporedno z njo. Pretok skozi
zgorngi del krogle torej lahko spet izracunamo po Gaussovem izreku, ker je enak
integralu divergence po zgorngi polovici krogle. Uvedemo se krogelne koordinate
in dobimo

27 /2 R 27 RS
F dS = 5/ cos® ¢ do / sin @ sin® @ d0/ ridr = 7T3 .
0 0 0

oV

Upostevali smo, da je [T/*sin0 df = J3(1 = u?) du = 2/3, kar sledi iz vpeljave
nove spremenljivke cos = u.

Ocenjevanje:

— Ideja z Gaussovim izrekom: 2 toéki.

— Opazange, da je pretpk skozi xy ravnino enak 0: 2 tocku.
— Krogelne koordinate: 2 tocki.

— Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.
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4. (20) Dan naj bo sistem enach

. 1 4
y—Ay—<_1 _3> y-

a. (10) Poiscite fundamentalno matriko resitev sistema.

Regitev: Karakteristicni polinom matrike A je P(\) = M 4+ 2\ + 1, ki ima eno
samo nic¢lo X = —1. Pripadajoci lastni vektor je x = (6,—3). FEna resitev
sistema bo y;(t) = e 'x. Linearno neodvisno resitev i§cemo z nastavkom y(t) =
ty1(t) + e~tu, kjer mora u ustrezati enacbi

(A +Tu=x.

Sledi u = (1,1), torej y2(t) = te™'x + e~tu. Stolpca fundamentalne matrike
resitev bosta linearni kombinaciji linearno neodvisnih resitev. Za konstante do-
bimo enkrat enacbi

601+02:1 m —361+02:0
z reditvijo ¢y = 1/9 in co = 1/3, drugic¢ pa
661+02:0 mn —361+62:1.
z reditvijo ¢y = —1/9 in ¢y = 2/3. Fundamentalna matrika resitev je
o 1+2t 4t
_ ot
Y(t)=e ( —t —2t+1> '

Ocenjevanje:

— Lastna vrednost in lastni vektor: 2 tock:.

— Prova resitev: 2 tocki.

— Nastavek za linearno neodvisno reditev: 2 tocki.
—  Vektor u: 2 tocki.

— Konstante in resitev: 2 tocki.

b. (10) Poiscite e partikularno resitev nehomogenega sistema

SN et
y=Ay+ ot
pri za¢etnem pogoju y(0) = (0, 0).

Resitev: Najprej potrebujemo partikularno resitev

y(t) = /Ot Yt — )b(s) ds.

Vstavimo in dobimo
[t 6s+1 _ 32+t
_ t _ t
ylt) = e /0 (—3s+1>d‘9_6 (—3t2/2+t>'

Ocenjevanje:
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Nastavek: 2 tocki.

Pravilno vstavljanje: 2 tocki.
Integriranje: 2 tocki.

Upostevalje zacetnega pogoja: 2 tocki.

Resitev: 2 tocki.



Matematika 3, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj

5. (20) Za vsak n > 0 definiramo funkcijo J,: R — R z

) -1 kak—l—n
In(x) = Z (k S_ ni! k! 92k+n

k=0

a. (10) Pokazite, da je radij konvergence zgornje potencne vrste za vsak n enak
p = oo in pokazite, da je zan > 1

() o] = 3)

Utemeljite vase korake.

Resitev: Za radiy konvergence moramo izracunati limito

(k + n)! kl122k+n

A e | T M G D)k £ )
_ 1
T ke Ak A+ Dk +1)
= 0

Radij konvergence je torej p = oo. Za dokaz enakosti zapisemo

(_1)kx2k+2n

@)n (@) = i (k + n)! k! 22k+2n°

k=0

Ker ta vrsta povsod konvergira, jo lahko ¢lenoma odvajamo in dobimo

T\ "™ i 00 (k—i—n) 2k+2n—1
G) o] = = Sy
00 ( 1)k 2k+2n—1

— I;] k—i—n—l)'k' 22k+2n 1

r\n X (_1)k 2k+n—1
- (5) 2 (k+n— 1)l g 22401

k=0

xn
= (5) Tna(@

Ocenjevanje:

— Formula za radij konvrgence: 2 toéki.

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Razvoj produkta v potenéno vrsto: 2 tocku.
— Utemeljitev odvajanja po élenth: 2 tocki.

— Izradéun in primerjava koeficientov: 2 tocki.
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b. (10) Pokazite, da je za n > 1

/Ox o1 (u) du = /Ox Jn_1(u) du — 2J, ().

Utemeljite vse vase korake.

Namig: Levo in desno stran razvijte v potencno vrsto.

Resitev: Razvijmo najprej v potencéno vrsto levo stran enacbe. Ker potencna
vrsta povsod konvergira, lahko zamenjamo vrstni red seStevanja in integriranja
in dobimo

)k 2k+n+1

/0 Jpi1(u)du = /0 Z k—i—n—i- )] k! 22k 0+ du
—1)*
_ Z — (—1) — / 22 Qg
=2 (k+n+ 1)1k Jo
0o (_1)k p2(k+1)+n
- kz:% 22k4ntl 2k +n +2)(k+n+ 1)K

Podobno razvijemo élen na desni strani in dobimo

" )k 2k+n—1
/0 Jp—1(u)du = /0 Z k+n—1)'k' 92k+n— 1du

—1)*
_ Z — (=1) — / W21
= 2 (k+n—11k! Jo

[ (—1)k$2k+n
];) 22%k+n=1(2k +n)(k+n— 1) k!

Za dokaz enakosti primerjamo koeficiente pri potencah x na levi in desni strani
enakosti. Najmanjsa potenca na levi je ™12, nadaljne potence pa so oblike z™+4,
"t ..., torej oblike %% za k > 1. Koeficient pri "% na levi je

(=)
2kn=1(2% + n)(k + n)!(k — 1)!

na desni pa
(-1)* B (-1)*
22k+n=1(2k +n)(k +n— 1)! k! 22k+n(k + n)!k!
2(—1)k

= S 1 e () — @k n)

(=1)*
22k+n=1(} 4 n)lk! (=F)
(=D
22k+n=1(} 4 n)l(k — 1)!
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Preveriti moramo le Se, da na desni ni potence x™, Koeficient pri tej potenci na

desni je
1 1

on—1pl — “onp| -

Ocenjevanje:

— Utemeljitev integriranja po ¢élenih: 2 toéki.
— Provo integriranje: 2 tocki.

— Drugo integriranje: 2 tocki.

— Primerjanje koeficientov: 2 tocki.

— Primerjanje koeficientov pri x™: 2 tocki.

10
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6. (20) Utez z maso m visi na vzmeti s koeficientom k. V ravnovesni legi je vzmet
dolga [. Funkcija y(¢) naj opisuje razdaljo tezis¢a utezi od tocke, kjer je pritrjena
vzmet, kot je prikazano na sliki.

mg

B S

Slika 1 Utez na vzmeti.

Funkcija y ustreza diferencialni enacbi
mij = mg + k(I —y).

a. (10) Poiscite resitev zgornje diferencialne enacbe pri zacetnih pogojih y(0) = [
in (0) = 0.

Resitev: Enacbo prepisimo v obicajno obliko
miyj + ky = mg + kl,

kar je nehomogena linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti. Lin-
earno neodvisni resitvi homogenega dela enacbe sta

y1(t) = cos(wt) in  yot) = sin(wt),

kjer je w = y/k/m. Potrebujemo $e partikularno resitev. Ker je desna stran

konstanta, bo tudi partikularna resitev konstanta in dobimo y,(t) = g/w? + I.
Splosna resitev bo oblike

y(t) = % + 1 + ¢ cos(wt) + ¢y sin(wt) .
w

Dolociti moramo Se konstante ¢, in co. Iz zacetnih pogojev dobimo

0:%4-61 m 0=cow.
w

11
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Sleds
g

y(t) =1+ E(l — cos(wt)) .

Ocenjevanje:

— Nicli karakteristiénega polinoma: 2 tocki.
— Linearno neodvisni reditvi: 2 tocki.

— Partikularna resitev: 2 tocki.

— Enacbi za konstante: 2 tocka.

— Konéna resitev: 2 tocki.

(10) Resite enacbo Se pri zacetnih pogojih y(0) = mg/k + [ in y(0) = 0.

Resitev: Iz a. vemo, da je splosna resitev enacbe enaka

9

y(t) = = + 1+ ¢q cos(wt) + co sin(wt) .

w2
Zacetni pogoji pripeljejo do enacb

g9 g
AR
Sledi ¢ = ¢ = 0. Opomba: Resitev je
teznosti in vzmeti uravnovesens.

Ocenjevanje:

— Splosna resitev: 2 tocki.
— FEnacbi za konstanti: 2 tocki.

— Regitev: 6 tock.

12

mn 0=cow.

ocitna, ker sta pri danem odmiku sili



