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1. (20) Naj bo g(u) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija za —oo < u < co. Definirajte
funkcijo F(x,y) za —o00 < z < oo in y > 0 s predpisom

F(z,y) = %g (;;)

1
5P = F,y

a. (10) Izrazite

z odvodi funkcije g(u).

Resitev: Racunamo

x x?
b= Y (2y)
1 x2 x? x?
Fa:a: - —q" | — .
Y (2y) " e <y)

P 1 x? x? x?
= ot \y) T3 \ gy

Pisimo u = 2% /y. Sestavimo in sledi

m

Racunamo

3o = Fy = 5o )+ 9(0) + 55600+ a).

Ocenjevange:

— Pravilo za odvajanjge produkta: 2 tocki.
— Fg: 2 tocki.

— Fggz: 2 tocki.

— Fy: 2 tocki.

—  Vstavljanje: 2 tocki.
b. (10) Izberite funkcijo g(u) tako, da bo

1
b = F, = 0.

Resitev: Iz prvega dela naloge sledi, da bi moralo biti g'(u) + g(u) = 0 in g"(u) +
g (u) = 0. Funkcija, ki temu ustreza, je g(u) = e~". Z vstavljanjem ugotovimo,
da trditev drzi.

Ocenjevange:

— Izbira g(u): 2 tocki.

— Preverjanje prvega izraza: 2 tocki,
— Preverjanje drugega izraza: 2 tocks.
—  Vstavljange: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Funkcija f: R? — R naj bo dana z

flz,y) = e Y g2 8y? .

a. (10) Poiscite stacionarne tocke funkcije f(z,y) in ugotovite, ali so lokalni mak-
simumi ali lokalni minimumi.

Resitev: Parcialno odvajamo in dobimo
folz,y) = =22V — 4 in fy(x,y) = —2ye~" Y — 16y.

Parcialna odvoda izenac¢imo z 0. Edina resitev zgornjega sistema je (0,0). lzra-
cunamo Se Hessejevo matriko v tocki (0,0).

42% — 2)e V" — 4 4=V 1y )

f (
H 2 2 2 2
(. y) ( de ™ "V xy (4y? — 2)e ¥ — 16

torej je

H£(0,0) = <_06 —018)

Hessejeva matrika je v tocki (0,0) negativno definitna, zato je tocka (0,0) lokalni
maksimum.

Ocenjevange:

— Parcialna odvoda: 2 tocki.

— Stacionarna tocka: 2 tocki.

— Drugi parcialni odvodi: 2 tocki.
— Hessejava matrika: 2 tocki.

— Negativna definitnost: 2 tocki.
b. (10) Poiscite mozne ekstreme funkcije f pri pogoju g(x,y) = 2* + y* = 1.

Resitev: Clen etV lahko izpustimo, ker je na mnozici {(x,y): 22 + y*> = 1}
konstanten. Sestavimo Lagrangovo funkcijo F(z,y) = —2x? — 8y* — X(a? + y?)
in njene parcialne odvode izenacimo z 0. Dobimo enacbi

—4dxr —2zA = 0
—16y — 2y = 0 °

0Od (0,0) razlicne resitve lahko pricakujemo, kadar velja A = —2 ali A = —8.
V' prvem primeru prva enacba drzi za vsak x, 1z druge pa sledi y = 0. Z
upostevanjem z* 4+ y? dobimo tocki (1,0) in (—1,0). Za A = —8 je druga enacba
izpolnjena za vsak y, iz prve pa sledi x = 0. Dobimo tocki (0,1) in (0, —1).

Ocenjevange:

— Lagrangova funkcija: 2 tocki.
— Parcialna odvoda: 2 tocki.

— Mozni \: 2 tocki.

— Prvi par tock: 2 tock:.

— Drugi par tock: 2 tock:.
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3. (20) Naj bo telo G v prostoru presek krogle s polmerom R in sredis¢em v tocki
(0,0, R) in stozca z vrhom v izhodis¢u in osjo enako osi z, s katero plasc¢ stozca oklepa
kot /4. V matemati¢nih oznakah je

G={(z,y,2): 2 +9y°+ (2 — R’ =R* 2 +y* < 2*, 2 > 0}.

Prerez telesa z xy-osjo je na sliki 1.

Sl. 1 Prerez telesa G z xz-ravnino.

a. (10) Izracunajte protornino telesa G.

Resitev: Vpeljemo krogelne koordinate. Telo v krogelnih koordinatah opisemo z

G={(r0,¢0):0<¢p<2m,0<60<7/4,0<r <2Rcosb}.

Racunamo
2r /4 2R cos @
/ derdydz = / do / sin 6 df / r?dr
G 0 0 0
1 3 7'('/4
= Or 7t / cos® 0sin 6 do
3 0
B 16T R3 cos*d ﬂ4
3 4 )1,
B 16mR? (1 1
N 3 4 16
= wR3.
Ocenjevange:

— Opis v krogelnih koordinatah: 2 tocki.
— Jacobian: 2 tocki.

— Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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b. (10) Koordinato z tezisca telesa G izracunamo kot

1
T, = v /G zdrdydz.

[zracunajte T,.

Resitev: Uvedemo krogelne koordinate in racunamo.

2 w/4 2R cos 6
/ zdrdydz = / do / cos @ sin 6 df / r3dr
a 0 0 0

w/4
= 8tR* / cos* @sin 6 do
0

5 ™
_ gop (_COS 0) A
5 0

= StR? _ Y2
™5 T 20
24— V2)rR
n 5
Sledt
2(4—V2)R
T, =
5)
Ocenjevange:

— Opis v krogelnih koordinatah: 2 tocki.
— Jacobian: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana parametri¢no z
1 7 1 oy o1 -
O(u,v) = <§(e” +e7) cosu, 5(6” + e Y) sinw, 5(6” —e ”))
za 0 <u<2rin —a <v <a.
a. (10) Izracunajte normalen vektor na ploskev S v tocki T'(5v/2/8,5v/2/8,3/4).
Namig: v =log(2).
Resitev: Racunamo
1 1
o, = (_§<€U + e Y) sinw, 5(6” +e7) cosu, O)

m

1 1 1
P, x &, = (" +e ") cosu, (e’ +e ) sinu, — (e’ —e ") | .
4 4 4
Iz namiga dobimo v =log 2, iz cesar sledi uw = w/4. Normalen vektor na ploskev

bo
(25\/5 925+/2 15)

327 327 16

inOcenjevangje:

D40 2 tocki.

P, 2 tocki.

Vektorski produkt: 2 tocki.
Tocka: 2 tocki.

n: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (z,y,0). Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev
S, pri ¢emer naj bo normala v smeri &, x ®,,.

Resitev: Racunamo po formuli.

/FdS = / F- (P, x P,)dudv
S [0,27] X [—a,a]

1
= / —(e" +e ") dudv
0

[0,27] X [—a,a] 8

/e+e” dov

4
(12 e —e ) 5(63“ - 6_3“))

e ey S
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Ocenjevange:

— F -dS: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj bo telo G v prostoru dano z
G={(z,y,2): —1<z<1,22 +¢y* <22+ 1}.

Prerez telesa z xy-ravnino je na sliki 2.

Sl. 2 Prerez telesa G z zz-ravnino.

a. (10) Naj bo F' = (x,y, ). Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi tisti del
povrsine 0G, ki ne sovpada z ravnino z = 1 ali z = —1, torej skozi “ukrivljen”
del povrsine telesa. Za normalo vedno izberite vektor, ki kaze iz telesa.

Resitev: Opazimo, da je div(F) = 3, torej je po Gaussovem izreku pretok enak
3V, kjer je V prostornina telesa. S pomocjo cilindri¢nih koordinat racunamo

V = /dxdydy
el

1 2w
= / dz/ d<;5/ rdr
-1 0 r<v/1422

_ 7r/_1(1—|—z2)dz

1
8

3

Pretok skozi celotno povrsino telesa je 8w. Na vrhnjem krogu je normala enaka
n = (0,0,1) in z = 1, zato je F - dS = dS. Pretok skozi vrhnjo ploskev je
zato enak ploscini kroga s polmerom R = /2, torej 2r. Enako velja za spodnjo
ploskev, za katero je z = —1. Ta pretoka moramo odsteti in dobimo, da je iskani
pretok 4.

Ocenjevange:

— Daivergenca in Gauss: 2 tocki.

— Cilindri¢ne koordinate: 2 tocki.

— Prostornina: 2 tocki.

— Pretok skozi dodani ploskvi: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.



Matematika 3, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

b. (10) Naj bo F = (—yz,zz2,2%). Izracunajte pretok tega polja skozi tisti del
povrsine 0G, ki ne sovpada z ravnino z = —1 ali z = 1, torej skozi ukrivljen del
povrsine telesa G.

Regsitev: Izracunamo div(F) = 2z. Pretok skozi celotno povrsino telesa je po
Gaussovem izreku enak

/dexdydz =0
a

zaradi simetrije. Prispevek zgornje ploskve je 27, prispevek spodnje pa —2m. Ker
se prispevka dodanih ploskev unicita, je celoten pretok enak 0.

Ocenjevange:

— Daivergenca in Gauss: 2 tocki.

— Cilindricne koordinate: 2 tocki.

— Integral: 2 tocki.

— Pretok skozi dodani ploskvi: 2 tocku.

— Rezultat: 2 tocki.



