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1. (20) Naj bo f(u) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija na R. Definirajte
F(z,y) =sinz + f(siny —sinz).

a. (10) Izracunajte

oF n oF
CoSY - — +cosSx - — .
Y be dy
Regsitev: Racunamo
oF i )
— =cosz — f'(siny —sinx) - cos x
o f'(siny )
m OF
— = f/(siny —sinz) - cosy .
o f(siny ) Y
Sledi
oF oF
COSY+ —— + COST + — = COSTCOSY .
ox y
Ocenjevange:
—  Pravila: 2 tocki.
- 2. 200k,
- %—5-‘ 2 tocki.
—  Vstavljanje: 2 tocki.
— Rezultat: 2 tocki.
b. (10) Izracunajte
O*F ) oF n 0*F
COSY+—— —SInx - — -+ Ccosx - .
V" ez y 0x Jy
Regsitev: Potrebujemo meSane odvode. Oznacimo u(x,y) = siny — sinz. S
pomocjo prvega dela naloge dobimo
O*F . " 2 / .
—— = —sinx + u)cos” x + u)-sma.
- ) cost x4 ')
m PR
= —f"(u) - cosy cos x .
920y f"(u) - cosy
Vstavimo in sledi
O’F . oF n O*F )
COSY+—— —SInx - — -+ Ccosx - = —sinx cosy.
Y ox2 dy Ox Oy Y

Ocenjevange:

— Pravila: 2 tocki.

8%F . o 1ocki
- oz 2 tocki.

52

O°F . e

Do oy’ 2 tocki.

—  Vstavljange: 2 tocki.
— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bodo a, b in ¢ dana Stevila, za katera velja a > 0 in ab — ¢® > 0. Funkcija
f: R x (0,00) = R naj bo dana z

b— 2cx + ax?

f(z,y) = —alogy — 27

a. (10) Poiscite stacionarne tocke funkcije f na njenem definicijskem obmocju.

Resitev: Izracunamo parcialne odvode in jih izenacimo z 0. Dobimo enacb:

9f _  _ Z2ct2az = 0
oxr 212 ) -
of _  _a b—2cz+azx _
Ay y - y3 0

Iz prve enacbe sledi, da je v = c/a. Drugo enaébo pomnozimo z y*, kar lahko,
ker je vedno y > 0. Vstavimo x = ¢/a in dobimo

—ay* +b—2%/a+c*/a=0.

Sledr
~ Vab—c?
Y= a .
Ocenjevange:

— Prvi parcialni odvod: 2 tocks.
— Drugi parcialni odvod: 2 tocks.
— Resitev prve enacbe: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.

— Resitev druge enacbe: 2 tocki.

b. (10) Za stacionarne tocke ugotovite ali so lokalni minimumi ali lokalni maksi-
mumi.

Regsitev: Izracunamo

2f _ _a
Oz2 - y?
0°f  _ 22z
oxdy y3
02 f _a 3(b—2cz+ax?)
dy? y? y? )

Vstavimo stacionarno tocko iz a. in dobimo

a2

Hf(e/o,Vab—cjay= (@2,
T ab—c2

Matrika je diagonalna, obe vrednosti na diagonali pa sta negativni. Stacionarna
tocka je lokalni maksimum.

Ocenjevange:

— Prvi dvojyni odvod: 2 tocks.

— Drugi dvogni odvod: 2 tocki.

—  Tretji dvogni odvod: 2 tocki.

— Hessova matrika v stacionarni tocki:32 tocke.

— Sklep: 3 tocki.
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3. (20) Obmocje G naj bo krog dan s predpisom

G={(z.y): (@ -1 +y* < 1}.

a. (10) Z uporabo polarnih koordinat izrac¢unajte

Upostevajte, da je

/ rdz dy
a

3 1 1
/ cos*zdr = g + —sin(2z) + 32 sin(4z) .

4

Resitev: Uvedemo polarne koordinate. V obmocje G se preslika obmocje

H = {(r,¢):
Racunamo
/ rdrdy =
G
Ocenjevange:
— Koti: 2 tocki.
— 1r(¢): 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

—7m/2<¢<m/2,0 <1 <2cosp}.

/ r? cos ¢ dr do
H

w/2 2 cos ¢
/ cos ¢ do / r2dr
—m/2 0

8 w/2
- / cos? ¢ do

3 —7/2

w/2
8 (3 1 1
3 <§:p + 1 sin(2z) + 3 sin(4x)) o
.

b. (10) Izracunajte plos¢ino preseka obmocja G z obmoécjem med premicama y = ax
in y = bx, kjer je 0 < a < b. Kot znano upostevajte, da je

/

9 x  sin2x
de == .
cos” x dx 2+ 1



Matematika 3, 2012/2013, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

Resitev: Razmaslek je podoben kot v prvi tocki, le kota teceta od o = arctga do
[ = arctgb. Racunamo

B8 2cos ¢ B
/ do / rdr = 2 / cos® ¢ do
a 0 a

sin 2¢ B
= ¢+T

«
a

1402 1+a2’

— 6—a+

Ocenjevange:

— Koti: 2 tocki.

— r(¢): 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.
—  Fubini: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Ploskev S naj bo dana parametri¢no s

®(u,v) = (—cosu+ V3sinu+ v2v, — cosu — vV3sinu+ v2v,2cosu + V2v)
za0<u<2rin 0 <v <a.

a. (10) Poiscite enotski vektor, normalen na ploskev v tocki (v/3 + a, —v/3 + a, a).

Resitev: Najprej preverimo, da je tocka na ploskvi. Ugotovimo, da je
T a
=, — )= \/§+a,—\/§+a,a ,
(5:7) ¢ )

torej je tocka na ploskvi. Po formuli je normalen vektor na ploskev v dani tocki

enak

d, x &,
n=4———.
|D, X D,

Racunamo

sinu+\/§cosu \/§
®, = | sinu — V3cosu m V2
—2sinu V2

Z vektorskim mnoZenjem dobimo

3v2sinu — V6 cosu
—3v2sinu — V6 cosu

(I)u q)v =
% 2\/6 COS U

Sledt

|, x B[ = 18sin®u — 6v/2V6sinucosu + 6 cos® u +
+18sin2u+2\/5\/ésinucosu+60052u+
+24 cos® u

= 36(sin®u + cos® u)
Dobimo

Ocenjevange:

—  Vrednosti parametrov: 2 tocki.
— Py 2 tocki.

— &y 2 tocki.

— Vektorskt produkt: 2 tocki.
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— Norma in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo F = (x,y, 2). Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi ploskev
S. Za normalo si izberite vektor (¢, x ®,)/|P, x D,|.

Namig: Ko boste racunali notranji integral v

a 2m
/ dv/ F.- (o, x®,)du,
0 0

upostevajte, da se cleni oblike cosu, sinw ali cosusinu integrirajo v 0.

Resitev: Po formuli za pretok je
/ F- (9, x ®,)dudw.
[0,27] % [0,a]

Integral najprej pretvorimo v dvakratni integral

a 2
/ dv/ F-(d, x®,)du.
0 0

Racunamo

F (0, x ®,) =
= (—cosu+ V3sinu + v2v)(3v2sinu — V6 cosu) +
+  (—cosu —V3sinu+ v2v0)(—3v2sinu — V6 cosu) +
+  (2cosu+ vV2v)(2v6 cosu) .

Ko vstavimo ta produkt v integral opazimo, da se vsi produkti cosu sinu ali sin u
oziroma cos u integrirajo v 0. Notranji integral bo tako enak

2
/ (67/6sin? u + 6v/6 cos? u) du = 12v6 7 .
0

Ker je ta integral neodvisen od v, je celotni pretok enak 12v/6a .
Ocenjevange:

—  Formula: 2 tocki.

—  Vstavljanje komponent F: 2 tocki.

— Skalarni produkt: 2 tocka.

— Integrali produktov in konéni notranji integral: 2 tock:.

— Rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Naj bo telo G v prostoru dano z
G={(z,y,2): —1<2<1, 22 +y* <22+ 1}.

Prerez telesa z xy-ravnino je na sliki 1.

Sl. 1 Prerez telesa G z zz-ravnino.

a. (10) Naj bo F' = (z,y, 1+ 23). Izracunajte pretok vektorskega polja F skozi tisti
del povrsine G, ki ne sovpada z ravnino z = 1 ali z = —1, torej skozi “ukrivljen”
del povrsine telesa. Za normalo vedno izberite vektor, ki kaze iz telesa.

Resitev: Izracunamo div(F) = 32%. Po Gausovem izreku je pretok skozi celotno
poursino telesa enak integralu divergence. Racunamo s pomocjo cilindri¢nih ko-

ordinat.
V1422
/ div(F)dedydz = / do / 322dz / rdr
€] 0
= 37 / (1 +z
2
— 37(2
(5+5)
= 27 <1 )
16w
= =
Odsteti moramo Se pretoka skozi kroga v ravninah z = 1 in z = —1. Na spodnjem

krogu je 1423 = 0, zato je pretok tam enak nié. Na zgornjem krogu je 1+ 23 = 2,
zato je pretok tam 4mw. Sledi, da je iskani pretok enak

Ocenjevange:

— Divergenca in Gauss: 2 tocki.

— Cilindri¢ne koordinate: 2 tocki.
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— Prostornina: 2 tocki.
— Pretok skozi dodani ploskvi: 2 tocku.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Najbo F = (y + z,—x — z,x — y). Izracunajte pretok tega polja skozi tisti
del povrsine 0G, ki ne sovpada z ravnino z = —1 ali z = 1, torej skozi ukrivljen
del povrsine telesa G.

Resitev: Opazimo div(F) = 0. Zaradi simetrije sta pretoka skozi dodana kroga
enaka 0, zato je tudi iskani pretok enak 0.

Ocenjevange:

— Divergenca in Gauss: 2 tocki.

— Cilindriéne koordinate: 2 tocki.

— Integral: 2 tock:.

— Pretok skozi dodani ploskvi: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.



