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Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite re�sevanja. Veljale bodo samo re�sitve

na papirju, kjer so naloge. Nalog je 8, vsaka ima dva dela, ki sta vredna po 10 to�
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torej skupaj 20 to�
k. Na razpolago imate 2 uri in pol (150 min).
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1. (20) Lemniskata je dana z ena�
bo

f(x; y) = (x

2

+ y

2

)

2

� 2a

2

(x

2

� y

2

) = 0

za a > 0. Krivulja je na spodnji sliki.

y

x

a. (10) Utemeljite, da obstaja na neki okoli
i U to�
ke y

0

= 0 funk
ija g : U ! R,

taka da je f(g(y); y) = 0 in je g(0) =

p

2a. Izra�
unajte �se g

0

(0).

Re�sitev: Ozna�
imo x

0

=

p

2a. Preverimo, da je f(x

0

; y

0

) = 0. Izra�
unamo

f

x

(x; y) = 4x

3

+ 4xy

2

� 4a

2

x = 4x(x

2

+ y

2

� a

2

) :

Vstavimo x

0

in y

0

in dobimo

f

x

(x

0

; y

0

) = 4

p

2a(a

2

+ a

2

) 6= 0 :

Po izreku o impli
itni funk
iji obstaja na neki okoli
i U to�
ke y

0

funk
ija g(y) z

�zelenimi lastnostmi. Odvod je oblike

g

0

(0) = �

f

y

(x

0

; y

0

)

f

x

(x

0

; y

0

)

:

Izra�
unamo, da je f

y

(x

0

; y

0

) = 0, torej g

0

(0) = 0.

O
enjevanje:

{ Preverjanje f(x

0

; y

0

) = 0: 2 to�
ki.

{ Preverjanje f

x

(x

0

; y

0

) 6= 0: 4 to�
ke.

{ Citiranje izreka o impli
itni funk
iji: 2 to�
ki.

{ Izra�
un g

0

(0): 2 to�
ki.
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b. (10) Poi�s�
ite to�
ko na lemniskati v prvem kvadrantu, v kateri je tangenta na

krivuljo vzporedna z x-osjo.

Re�sitev: Po izreku o impli
itni funk
iji vemo, da bo imela tangenta na lemniskato

v to�
ki (x; y) naklon 0, �
e bo f

x

(x; y) = 0 in f

y

(x; y) 6= 0. Odvajamo in dobimo

f

x

(x; y) = 4x

3

+ 4xy

2

� 4a

2

x = 0

ali x

2

+ y

2

= a

2

. To�
ka (x; y) mora le�zati tudi na lemniskati, torej mora veljati

f(x; y) = a

4

+ 2a

2

(x

2

� y

2

) = 0. Iz obeh ena�
b sledi x =

p

3a=2 in y = a=2.

Zlahka preverimo, da je f

y

(x; y) 6= 0.

O
enjevanje:

{ Ugotovitev, da mora biti f

x

(x; y) = 0: 2 to�
ki.

{ Citiranje izreka o impli
itni funk
iji: 2 to�
ki.

{ Nastavitev ena�
b: 4 to�
ke.

{ Preverjanje, da je f

y

(x; y) 6= 0 in sklep: 2 to�
ki.
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2. (20) Podro�
jeG v prostoru je de�nirano kot presek krogle in obrnjenega pokon�
nega

sto�z
a z vrhom v izhodi�s�
u, torej

G = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

+ z

2

� R

2

; x

2

+ y

2

� a

2

z

2

; z � 0g ;

za 0 < a.

a. (10) Izra�
unajte

Z

G

z dx dy dz :

Re�sitev: Uvedemo krogelne koordinate. V krogelnih koordinatah je dano podro�
je

enako

H = f(r; �; �) : 0 � r � R; 0 � � � 2�; 0 � � � �

1

g ;

kjer je �

1

= ar
tg(a). Dobimo

Z

2�

0

d�

Z

R

0

r

3

dr

Z

�

1

0


os � sin �d�

= 2� �

R

4

4

� �


os

2

�

2

j

ar
tg(a)

0

=

�R

4

4

a

2

1 + a

2

:

O
enjevanje:

{ Transforma
ija podro�
ja: 2 to�
ki.

{ Ja
obian: 2 to�
ki.

{ Uporaba Fubinijevega izreka: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 4 to�
ke.

b. (10) Izra�
unajte

Z

G

1

z

dx dy dz :

in utemeljite, da je izlimitirani integral dobro de�niran.
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Re�sitev: Izlimitirani integral je dobro de�niran, �
e je kon�
en, ker integriramo

nenegativno funk
ijo. Spet uvedemo krogelne koordinate in dobimo

Z

G

1

z

dx dy dz =

Z

2�

0

d�

Z

R

0

rdr

Z

�

1

0

tg(�)d�

= 2� �

R

2

2

� � log(
os �)j

ar
tg(a)

0

= �R

2

log(
os(ar
tg(a))

= R

2

log(

p

1 + a

2

)

O
enjevanje:

{ Utemeljitev, zakaj izlimitirani integral dobro de�niran: 2 to�
ki.

{ Transforma
ija podro�
ja: 2 to�
ki.

{ Ja
obian: 2 to�
ki.

{ Uporaba Fubinijevega izreka: 2 to�
ki.

{ Rezultat: 2 to�
ki.
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3. (20) Naj bo F = x

2

i+ xyj+ xzk.

a. (10) Izra�
unajte pretok tega vektorskega polja skozi povr�sino piramide � =

f(x; y; z) : x � 0; y � 0; z � 0; x+ y + z � 1g.

Re�sitev: Najprej izra�
unamo divergen
o vektorskega polja.

div(F) = x

2

� (2 + 1 + 1) = 4x :

Uporabimo Gaussov izrek in prevedemo izra�
un pretoka na trojni integral. Do-

bimo

Z

��

F dS = 4

Z

�

x dx dy dz :

Po Fubinijevem izreku lahko zgornji integral zapi�semo kot

4

Z

1

0

x dx

Z

1�x

0

dy

Z

1�x�y

0

dz = 4

Z

1

0

x(1� x)

2

2

dx =

1

6

:

O
enjevanje:

{ Divergen
a: 3 to�
ke.

{ Citiranje Gaussovega izreka: 3 to�
ki.

{ Izra�
un po Fubiniju: 4 to�
ke.

b. (10) Izra�
unajte �se pretok F skozi ploskev piramide nasproti izhodi�s�
u, torej

tisto, ki ne le�zi v nobeni od koordinatnih ravnin.

Re�sitev: Na ploskvah, ki le�zijo v xy-ravnini, yz-ravnini ali xz-ravnini je polje

F vzporedno s ploskvijo, torej je tam pretok enak 0. Iskani pretok je zato enak

rezultatu iz a.

O
enjevanje:

{ Opa�zanje, da je F vzporedno s tremi ploskvami: 6 to�
k.

{ Uporaba a. dela naloge: 4 to�
ke.
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4. (20) Ena od Maxwellovih ena�
b pravi, da sta magnetno polje B in polje tokov v

prostoru J povezana z ena�
bo rot(B) = �

0

J, kjer je �

0

permeabilnost prostora. Naj

bo B = (2x

2

y + 2z

2

y;�2xy

2

� 2xz

2

; 0).

a. (10) Naj bo S povr�sina zgornjega dela krogle s polmerom R in sredi�s�
em v

izhodi�s�
u. Za normalo izberite r=r. Izra�
unajte

Z

S

J dS :

Re�sitev: Uporabimo Stokesov izrek

Z

S

J dS =

1

�

0

Z

S

rot(B) dS

=

1

�

0

Z

�S

B dr :

Kro�zni
o �S parametriziramo kot x(t) = R 
os t in y(t) = R sin t za 0 � t � 2�.

Krivuljni integral lahko prepi�samo v

Z

�S

B dr = �2R

4

Z

2�

0


os

2

t sin

2

t dt = �R

4

� :

O
enjevanje:

{ Citiranje Stokesovega izreka: 2 to�
ki.

{ Prevedba na krivuljni integral: 4 to�
ke.

{ Izra�
un krivuljnega integrala: 4 to�
ke.

b. (10) Poka�zite, da je div(J) = 0.

Re�sitev: Divergen
a rotorja je vedno enaka 0.

O
enjevanje:

{ Izra�
un J: 4 to�
ke.

{ Izra�
un div(J): 6 to�
k.

{ Opomba: Citiranje, da je divergen
a rotorja vedno enak 0: 10 to�
k.
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5. (20) Funk
ija f(x) na intervalu [��; �℄ naj bo de�nirana z

f(x) =

8

<

:


os x za 0 < x < �

� 
os x za �� < x < 0

0 za x = 0; �;��.

a. (10) Doka�zite, da je za 0 < x < �


os x =

8

�

1

X

n=1

n sin 2nx

4n

2

� 1

:

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < � konvergira proti 
os x.

Re�sitev: Funk
ija le liha, zato je a

n

= 0 za vse n � 0. Izra�
unajmo najprej

b

1

=

2

�

Z

�

0


os x sin x dx = 0 ;

kot se br�z prepri�
amo s substitu
ijo 2x = u. Za n > 0 zapi�semo

b

n

=

2

�

Z

�

0

sin((n + 1)x) + sin((n� 1)x)

2

dx

=

1

�

�

�


os((n+ 1)x)

n + 1

�


os((n� 1)x)

n� 1

�

�

0

=

1

�

�

�(�1)

n+1

+ 1

n+ 1

+

1� (�1)

n�1

n� 1

�

:

Upo�stevali smo, da je 
os(n�) = (�1)

n

. Br�z se prepri�
amo, da za lihe n dobimo

b

n

= 0, za sode pa b

n

= (1=�)4n=(n

2

� 1).

�

Ce sode n zapi�semo kot 2k in

se�stevamo po k dobimo to�
no zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v

vsaki to�
ki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(x+) + f(x�))=2 = f(x).

O
enjevanje:

{ Ugotovitev, da je funk
ija liha: 2 to�
ki.

{ Integriranje: 4 to�
ke.

{ Izra�
un a

n

: 2 to�
ki.
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{ Utemeljitev konvergen
e: 2 to�
ki.

b. (10) Uporabite a. za izra�
un vsote neskon�
ne vrste

1

X

n=0

(�1)

n

(2n+ 1)

4(2n+ 1)

2

� 1

:

Re�sitev: V zgornjo vrsto vstavimo x = �=4. Ostanejo samo lihi �
leni, ker je

sin(k�) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(x) na levi dobimo f(�=4) =


os(�=4) =

p

2=2, na desni pa iskano vrsto pomno�zeno z 8=�. Rezultat je

�

p

2=16.

O
enjevanje:

{ x = �=4: 3 to�
ke.

{ Ostanejo samo lihi �
leni: 3 to�
ke.

{ Vsota neskon�
ne vrste: 4 to�
ke.
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6. (20) Eden od modelov rasti prebivalstva je diferen
ialna ena�
ba

y

0

= y(b� y)

za b > 0.

a. (10) Poi�s�
ite splo�sno re�sitev zgornje ena�
be.

Re�sitev: Ena�
bo prepi�semo v obliko

dy

y(b� y)

= 1 :

Integriramo in dobimo

Z

dy

y(b� y)

=

1

b

Z

�

1

y

+

1

b� y

�

dy =

1

b

log(

y

b� y

) = x + 
 :

Iz tega izra�
unamo

y(x) =

Cbe

bx

1 + Ce

bx

;

kjer je C = e




.

O
enjevanje:

{ Ugotovitev, da je ena�
ba tipa _v = g(v): 2 to�
ki.

{ Integriranje: 4 to�
ke.

{ Re�sitev: 4 to�
ke.

b. (10) Poi�s�
ite re�sitev, ki ustreza za�
etnemu pogoju y(0) = b.

Re�sitev: Za vsako za�
etno vrednost y(0) 2 (0; b) je b limitna velikost prebivalstva.

Iz tega sklepamo, da je za za�
etno vrednost b re�sitev konstantna y(t) = b. Zlahka

se prepri�
amo, da je to res re�sitev.

O
enjevanje:

{ Ugotovitev, da gre za sta
ionarno to�
ko: 10 to�
k.

{ Si
er:

� Nastavitev ena�
be za dolo�
itev konstante C: 5 to�
k.

� Ugotovitev, da takega C ni: 3 to�
ke.

� Sklep, da je morda C =1 prava re�sitev: 2 to�
ki.



Matematika 3, 1996/97, M. Perman & J. Prezelj 11

7. (20) Naj bo

A =

�

5 �2

8 �3

�

:

a. (10) Poi�s�
ite fundamentalno matriko sistema diferen
ialnih ena�
b
_
y = Ay.

Re�sitev: Karakteristi�
ni polinom matrike A je P (�) = �

2

�2�+1 z dvojno ni�
lo

� = 1. Pripadajo�
i lastni vektor je x = (1; 2)

T

. Ena re�sitev je torej y

1

(t) = e

t

x.

Poiskati moramo �se eno, od prve neodvisno, re�sitev. Ker je lastni vektor samo

eden, uporabimo nastavek y

2

(t) = e

t

(tx + u). Vektor u mora zado�s�
ati ena�
bi

(A� I)u = x. Zlahko najdemo u = (1=2; 1=2)

T

. Iz tega dobimo

y

2

(t) = e

t

�

t + 1=2

2t+ 1=2

�

:

Stolp
a fundamentalne matrike bosta linearni kombina
iji 


1

y

1

+ 


2

y

2

. Prvi

stolpe
 mora biti za t = 0 enak (1; 0)

T

, torej 


1

+ 


2

=2 = 1 in 2


1

+ 


2

=2 = 0.

Sledi 


1

= �1 in 


2

= 4. Podobno dobimo za drugi stolpe
 ena�
bi 


1

+ 


2

=2 = 0

in 2


1

+ 


2

=2 = 1, z re�sitvijo 


1

= 1 in 


2

= �2. Fundamentalna matrika bo

Y(t) = e

t

�

4t+ 1 �2t

8t �4t + 1

�

:

O
enjevanje:

{ Lastna vrednost: 2 to�
ki.

{ Lastni vektor: 2 to�
ki.

{ Nastavek za dugo re�sitev: 2 to�
ki.

{ Druga linearno neodvisna re�sitev: 2 to�
ki.

{ Fundamentalna matrika: 2 to�
ki.

b. (10) Poi�s�
ite re�sitev ena�
be
_
y = Ay, ki ustreza pogoju y(1) = (0; 1)

T

.

Re�sitev: Vse re�sitve so oblike y(t) = Y(t) � 
 za primeren �ksen vektor 
. Iz

zahteve y(1) = (0; 1) dobimo

e

�

5 �2

8 �3

�

� 
 =

�

0

1

�

Sledi 
 = (2=e; 5=e).

O
enjevanje:

{ Nastavek za splo�sno re�sitev: 4 to�
ke.

{ Re�sitev: 6 to�
k.
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8. (20) S povr�sja zemlje izstrelimo v trenutku t = 0 telo z maso m z za�
etno hitrostjo

v

0

v smeri pravokotni na povr�sino zemlje. Ozna�
imo z y(t) oddaljenost telesa od

sredi�s�
a zemlje ob �
asu t, z y

0

polmer zemlje in z m

0

maso zemlje. Po Newtonovem

gravita
ijskem zakonu gibanje telesa opisuje diferen
ialna ena�
ba

m�y = �g

m

0

m

y

2

;

kjer je g gravita
ijska konstanta. Zra�
ni upor smo zanemarili.

a. (10) Izpeljite, da velja

m

2

( _y(t)

2

� v

2

0

) = gm

0

m(

1

y(t)

�

1

y

0

) :

Namig: Pomno�zite diferen
ialno ena�
bo z _y in integrirajte of 0 do t.

Re�sitev: Obe strani ena�
be pomno�zimo z _y in integriramo od 0 do t. Dobimo

m _y

2

2

j

t

0

=

gm

0

m

y

j

t

0

Upo�stevamo �se za�
etne pogoje y(0) = y

0

in _y(0) = v

0

in dobimo �zeleno ena�
bo.

O
enjevanje:

{ Integriranje leve strani: 3 to�
ke.

{ Integriranje desne strani: 3 to�
ke.

{ Dolo�
itev konstante: 4 to�
ke.

b. (10) Iz a. sledi, da je

_y =

s

v

2

0

+ 2gm

0

(

1

y(t)

�

1

y

0

) :

S kak�sno najmanj�so hitrostjo bi morali iztreliti telo, da se ne bi nikoli vrnilo na

zemljo?

Namig:

�

Ce se telo ne vrne na zemljo, potem y(t) nara�s�
a proti 1.

Re�sitev:

�

Ce se telo ne vrne, bo _y(t) > 0 za vse t, torej mora biti izraz pod korenom

na desni vedno pozitiven. Ker gre y proti 1 mora biti

v

2

0

>

2gm

0

y

0

:

Izraz na desni v zgornji neena�
bi je iskana najmanj�sa hitrost.

O
enjevanje:
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{ Opa�zanje, da mora biti izra�z pod korenom pozitiven: 6 to�
k.

{ Najmanj�sa hitrost: 4 to�
ke.


