FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 3
Pisni izpit
16. september 1999

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Zaporedna stevilka izpita:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale Kodé samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge je 6 in vsaka je vredna 20 tg ey Skupaj 120
tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Naj bosta U,V C R? odprti mnozici in naj bodo fi, fo: U — Vin g1, g2: V —
U zvezno odvedljive. Predpostavite, da velja

a. (10) Pokazite, da velja

du dm N\ 7 Oh Oh {0
ox oy or 0 —
(% %)(@L @é>—<0 1)-
ox ox oy

Pri tem so parcialni odvodi f; in fy izracunani v tocki (z,y), parcialni odvodi
glin g2 pav tocki (U,U) = (fl(xay)a fQ(xay))

Resitev: Odvajamo zgornji enacbi najprej po x.

| 00 0h 0 0p
or Ox Jdy Ox
00, O 00, Of
or Ox Jdy Ox

Podobno dobimo z odvajanjem po y

o _ 0 0L dn 0%
or 0Oy oy Oy
09, Of 09 Of
or 0Oy oy Oy

Ocenjevanje:

— Ideja, da odvajamo po x ali po y: 2 tocki.

— Prvo posredno odvajanje: 2 tocki.

— Drugo posredno odvajanje: 2 tocki.

— Opazange, da so rezultati toéno matriéni produkti: 2 tocki.

— Sklep: 2 tocki.

b. (10) Naj U vsebuje tocko (0,0) in naj V vsebuje tocko (1,0). Naj bo bosta
g1,92: V — U zvezno odvedljivi in naj velja

z = g1(e” cosy, e’ siny)
y = go(€” cosy, e*siny)

Izracunajte
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Regitev: V a. postavimo fi(x,y) = e*cosy in fo(x,y) = e"siny. Lzracunamo

S0,0) 510,00 _ (1 0
%0,0) 20,0 ) =\ 0 1
Iz a. potem sledi, da je
(%(1,0) %—%(LO))_(l o)
dgo 0ga - .
=2(1,0) —Bgy—(l,O) 0 1

Ocenjevanje:

— Ideja uporabiti a.: 2 tocki.

— Definicija f1, fo: 2 tocki.

— Prava izbira tocke: 2 tocki.

— Matrika parcialnih odvodov: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.
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2. (20) Ploskev S na sliki 1 je dana v krogelnih koordinatah z enac¢bo
r=1—]cos|
7za0<p<2rin0 <O <.

Ploskev S Presek ploskve S 2 xz-ravnino

SI. 1 Ploskev S in presek ploskve z xz-ravnino.

a. (10) Izracunajte prostornino telesa, ki ga omejuje ploskev S.

Resitev: Uporabimo krogelne koordinate in racunamo

vV o= /dxdydz
S

2 ™ 1—| cos 0|
- / dqs/ de/ r? sin 0 dr
0 0 0
1

= 27r/7T sinf = (1 — |cos@|)*de
0 3

4 w/2
= % sinf (1 — cos 6)® dd
0
4 1
= 7 1—u)du
3
0
w1
3 4
_ T
-3

Ocenjevanje:

— Ideja o uporabi krogelnih koordinat: 2 tocki.
— Pravilne meje in Jacobian: 2 tock:.

— Fubini: 2 tocka.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte ploséino preseka telesa, ki ga omejuje ploskev S, z xz-ravnino.
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Resitev: Lotimo se najprej desnega dela preseka. Uvedemo polarne koordinate in
TacUNamMOo

P = /dxdy
G

™ 1—|cos 0]

= / dé / rdr
0 0
w/2

(1 — cosf)*de

(1 —2cosf + cos®#) df

I
50— S—
s

Ploséina celotnega preseka je 3m/2 — 4.

Ocenjevanje:

— Ideja o uporabi krogelnih koordinat: 2 tocki.
— Pravilne meje in Jacobian: 2 tocki.

—  Fubini: 2 tocka.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tock:.
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3. (20) Naj bo u = (z +y, 22, 2?).

a. (10) Izracunajte pretok u skozi zgornjo polovico povrsine krogle s polmerom 1,
torej] S = {(x,y,2): 2> + y* + 22 = 1,2 > 0}. Za normalo si vedno izberite
vektor, ki kaze iz krogle.

Regitev: Nagprej izrac¢unamo div(u) = 1. Ploskev S “zapremo” z osnovnico v
xy-ravnini. Pretok skozi zgornjo polovico krogle je po Gaussovem izreku enak

/ w.ds = X
oK 3

Po drugi strani je pretok skozi osnovno ploskev polkrogle enak

2 1
/u-—kdxdy - / d¢>/ 2 cos? - rdr
D 0 0

s
4

Celoten pretok skozi S je tako enak 2w /3 — (—m/4) = 117 /12.

Ocenjevanje:

— Izradun divergence: 2 tocka.
— Uporaba Gaussovega izreka: 2 tocki.
— Izraéun pretoka skozi dodano ploskevi: 2 tocki.

— Rezultat: 4 tocke.

b. (10) Izrac¢unajte Se krivuljni integral

/ udr ,
88

pri cemer rob ploskve pretecete v smeri nasprotni urinemu kazalcu.

Regitev: Nagprej izracunamo rot(u) = (—2z,—2x,—1). Na krivuljo namesto S
napnemo kar enotski disk v ravnini, za normalo pa si izberemo k. Pretok rotorja
u dobimo takoj kot —m, kar je seveda po Stokesovem izreku enako iskanemu
krivuljnemu integralu.

Ocenjevanje:

— Rotor: 2 tock:.
— Ideja z napenjanjem ploskve: 2 toéki.
— Pravilna uporaba Stokesovega izreka: 4 tocke.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Dana naj bo linearna diferencialna enacba s konstantnimi koeficienti
y W +2y® oy = f(a).

a. (10) Naj bo f(z) = 0. Resite zgornjo enacbo pri zacetnih pogojih y(0) = 1,
y'(0) =0, y"(0) = 0 in y®(0) = 0.

Resitev: Najprej moramo poiskati nicle karakteristicnega polinoma

PA) =X 4207 +1=(\+1)°.

Nicli sta A\ =1 in Ay = —1, obe dvakratni. Linearno neodvisne resitve so torej
yi(r) =cosz  yofr) = TCOST

m
ys(z) =sinzx ys(z) = xsinzx.

Splosna resitev je oblike y = ciyy + cays + c3ys + cays. Dolociti moramo Se

konstante, tako da bo zadoSceno zacetnim pogojem. Dobimo enacbe

_= Cl
= C9 + C3
—c1 + 2¢4

= 362 — C3

o o o =
I

Sledic; =1, ¢, =1/2, ¢ =0 in c3 = 0.
Ocenjevanje:

— Karakteristiéni polinom: 2 toéki.
— Linearno neodvisne resitve: 242 tocki.
— FEnacbe za konstante: 2 tocki.

— Regitev: 2 toéki.
b. (10) Naj bo f(x) = cosz. Poiscite partikularno resitev nehomogene enacbe.

Resitev: Desno stran enacbe nadomestimo z €. Ker je i dvakratna nicla karak-
teristicnega polinoma, moramo resitev nehomogene enacbe iskati z nastavkom
yp(z) = Az?e™. Odvajamo po vrsti z uporabo Leibnizovega pravila.

yp(r) = A2z +iz?)e”
yp(x) = A(—2®+ diz + 2)e”

= A
= A

—iz® — 6z + 6i)e™”

2% — 8ix — 12)e™

(
(
(
(
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Vstavimo v enacbo in dobimo
—8Ae"™ = €'
od koder sledi A = 1/8. Partikularna resitev je

x2cosx
Yp() = T ]

Ocenjevanje:

— Nadomes$éanje desne strant z e’ 2 tocki.
— Nastavek: 2 tocki.

— Odvajanje: 2 tocki.

— Konstanta A: 2 tocki.

— Resitev: 2 toéki.



Matematika 3, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj

5. (20) Funkcija f(z) na intervalu [—m, 7] naj bo definirana z

coS T zald<zx<m
f(x) = —cosz za—m<z<0
0 zax =0,7,—T.

a. (10) Dokazite, dajeza 0 <z <

8 X, nsin2nx

CcoOST = — —_—
ﬂ; 4n? — 1

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < 7 konvergira proti cos x.
Resitev: Funkcija je liha, zato je a, = 0 za vse n > 0. Izracunajmo najprej
s
by = —/ cosxsinx dr =0,
0

kot se brz prepricamo s substitucijo 2z = u. Za n > 0 zapisemo

b — 2 /77 sin((n + 1)z) +sin((n — 1)) dz
m Jo 2
_ 1[ cos((n+1)x) cos((n—1)z) "
oo n+1 n—1 0
1 Dmtt 41 1= (1)t
= = + _
T n + 1 n—1

Upostevali smo, da je cos(nm) = (—=1)". Brz se prepricamo, da za lihe n dobimo
b, = 0, za sode pa b, = (1/7)4n/(n®> —1). Ce sode n zapisemo kot 2k in
sestevamo po k dobimo tocno zgornmji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v
vsaki tocki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(z+) + f(2-))/2 = f(z).

— Ugotovitev, da je funkcija liha: 2 tocki.
— Integriranje: 4 tocke.
— Izracun an: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.

b. (10) Uporabite a. za izra¢un vsote neskonéne vrste
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Regitev: 'V zgornjo vrsto vstavimo x = w/4. Ostanejo samo lihi éleni, ker je
sin(kr) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(x) na levi dobimo f(r/4) =
cos(m/4) = V/2/2, na desni pa iskano vrsto pomnoZeno z 8/w. Rezultat je

™/2/16.
Ocenjevanje:

— x =m/4: 3 tocke.
— Ostanejo samo lihi ¢leni: 3 tocke.

— Vsota neskonéne vrste: 4 tocke.

10
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6. (20) Naj u opisuje hitrost stacionarnega toka idealnega fluida, za katerega veljajo
Eulerjeve enacbe
pVu-u=—Vp+ pf.

Predpostavite, da je f = —V¢ za neko funkcijo ¢.
a. (10) Izpeljite najprej, da za poljubno vektorsko polje u velja

1
§V(u-u):Vu-u+u><rot(u).

Pojasnilo: u-u = u? + u3 + u3.

Regitev: Zapisimo u = (uq,ug, uz). S temi oznakami je
u-u:u%+u§+u§.

Izracunajmo komponente gradienta in dobimo

(s,
§V(u-u): Sou1 + GEug + “3u
(9u1u +(9UQU _|_31L3u3

0z
Izracunajmo Se
OJu; Juyr Oup Jug (91@
6{91 8{9y 832 Uy Uy ’93”
Vu-utuxrot(u) = | 32 2 G2 [-| ue |+ wa | X Juy | 6u1
% 3’(1,3 % BUQ _ (9u1
oz oy 02 us us oz oy

Zdaj preverimo enakost obeh izrazowv.

Ocenjevanje:

— Interpretacija leve strani: 2 tocki.
— Izradun gradianta: 2 tocki.

— Gradient na desni strani: 2 tocka.
— Vektorsko mnozZenje: 2 tocka.

— Preverjanje enakosti: 2 toéki.

b. (10) Naj bo x(t) pot dana parametri¢no za t; < ¢t < ¢, in naj velja x = u(x).
Pokazite, da je za nestisljiv fluid velja Bernoullijev izrek, ki pravi, da je izraz

p(x(?) 1

—, 5 (ux(®) -ux(1)) + ¢(x(1)
konstanten (neodvisen od ).

Namig: Odvajagte izraz po t in uporabite a.

Resitev: 7 odvajanjem dobimo najprej

Ve X+ (Vu-u+uxrot(u)) -x+Vo-x.

11
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Upostevamo, da je X = u in dejstvo, da je ux rot(u) pravokoten na u in dobimo

\Y
—p-u—l-(Vu-u)-u—i-Vd)-u.
p

Izpostavimo u in upostevamo se Vo = —f in dobimo

@+Vu-u—f u.
P

Izraz v oklepaju je 0 po Eulerjevi enachi, torej je odvod celotnega izraza enak 0.
Ocenjevanje:

— Odvajanje po t prvega izraza: 2 tocki.
— Odvajanje po t drugega izraza: 2 toéki.
— Odvajanje po t tretjega izraza: 2 tocki.
— Poenostaviljanje: 2 tocki.

— Uporaba Eulerjeve enacbe: 2 tocki.

12



