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1. (20) Naj bosta U; V � R
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odprti mno�zici in naj bodo f
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a. (10) Poka�zite, da velja
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Pri tem so parcialni odvodi f

1

in f

2

izra�cunani v to�cki (x; y), parcialni odvodi

g

1

in g

2

pa v to�cki (u; v) = (f

1

(x; y); f

2

(x; y)).

Re�sitev: Odvajamo zgornji ena�cbi najprej po x.
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Podobno dobimo z odvajanjem po y
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Ocenjevanje:

{ Ideja, da odvajamo po x ali po y: 2 to�cki.

{ Prvo posredno odvajanje: 2 to�cki.

{ Drugo posredno odvajanje: 2 to�cki.

{ Opa�zanje, da so rezultati to�cno matri�cni produkti: 2 to�cki.

{ Sklep: 2 to�cki.

b. (10) Naj U vsebuje to�cko (0; 0) in naj V vsebuje to�cko (1; 0). Naj bo bosta

g
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: V ! U zvezno odvedljivi in naj velja
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Izra�cunajte
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Re�sitev: V a. postavimo f

1

(x; y) = e

x

cos y in f

2

(x; y) = e

x

sin y. Izra�cunamo
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Iz a. potem sledi, da je
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Ocenjevanje:

{ Ideja uporabiti a.: 2 to�cki.

{ De�nicija f

1

; f

2

: 2 to�cki.

{ Prava izbira to�cke: 2 to�cki.

{ Matrika parcialnih odvodov: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

3



Matematika 3, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj

2. (20) Ploskev S na sliki 1 je dana v krogelnih koordinatah z ena�cbo

r = 1� j cos �j

za 0 � � � 2� in 0 � � � �.
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Presek ploskve S z xz−ravnino

Sl. 1 Ploskev S in presek ploskve z xz-ravnino.

a. (10) Izra�cunajte prostornino telesa, ki ga omejuje ploskev S.

Re�sitev: Uporabimo krogelne koordinate in ra�cunamo

V =

Z

S

dx dy dz

=

Z

2�

0

d�

Z

�

0

d�

Z

1�j cos �j

0

r

2

sin � dr

= 2�

Z

�

0

sin �

1

3

(1� j cos �j)

3

d�

=

4�

3

Z

�=2

0

sin � (1� cos �)

3

d�

=

4�

3

Z

1

0

(1� u)

3

du

=

4�

3

�

1

4

=

�

3

Ocenjevanje:

{ Ideja o uporabi krogelnih koordinat: 2 to�cki.

{ Pravilne meje in Jacobian: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.

b. (10) Izra�cunajte plo�s�cino preseka telesa, ki ga omejuje ploskev S, z xz-ravnino.
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Re�sitev: Lotimo se najprej desnega dela preseka. Uvedemo polarne koordinate in

ra�cunamo
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Plo�s�cina celotnega preseka je 3�=2� 4.

Ocenjevanje:

{ Ideja o uporabi krogelnih koordinat: 2 to�cki.

{ Pravilne meje in Jacobian: 2 to�cki.

{ Fubini: 2 to�cki.

{ Integriranje: 2 to�cki.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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3. (20) Naj bo u = (x + y; z

2

; x

2

).

a. (10) Izra�cunajte pretok u skozi zgornjo polovico povr�sine krogle s polmerom 1,

torej S = f(x; y; z) : x

2

+ y

2

+ z

2

= 1; z > 0g. Za normalo si vedno izberite

vektor, ki ka�ze iz krogle.

Re�sitev: Najprej izra�cunamo div(u) = 1. Ploskev S \zapremo" z osnovnico v

xy-ravnini. Pretok skozi zgornjo polovico krogle je po Gaussovem izreku enak

Z

@K

u � dS =

2�

3

Po drugi strani je pretok skozi osnovno ploskev polkrogle enak
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4

Celoten pretok skozi S je tako enak 2�=3� (��=4) = 11�=12.

Ocenjevanje:

{ Izra�cun divergence: 2 to�cki.

{ Uporaba Gaussovega izreka: 2 to�cki.

{ Izra�cun pretoka skozi dodano ploskevi: 2 to�cki.

{ Rezultat: 4 to�cke.

b. (10) Izra�cunajte �se krivuljni integral

Z

@S

u dr ;

pri �cemer rob ploskve prete�cete v smeri nasprotni urinemu kazalcu.

Re�sitev: Najprej izra�cunamo rot(u) = (�2z;�2x;�1). Na krivuljo namesto S

napnemo kar enotski disk v ravnini, za normalo pa si izberemo k. Pretok rotorja

u dobimo takoj kot ��, kar je seveda po Stokesovem izreku enako iskanemu

krivuljnemu integralu.

Ocenjevanje:

{ Rotor: 2 to�cki.

{ Ideja z napenjanjem ploskve: 2 to�cki.

{ Pravilna uporaba Stokesovega izreka: 4 to�cke.

{ Rezultat: 2 to�cki.
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4. (20) Dana naj bo linearna diferencialna ena�cba s konstantnimi koe�cienti

y

(4)

+ 2y

(2)

+ y = f(x) :

a. (10) Naj bo f(x) = 0. Re�site zgornjo ena�cbo pri za�cetnih pogojih y(0) = 1,
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00
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Re�sitev: Najprej moramo poiskati ni�cle karakteristi�cnega polinoma
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Ocenjevanje:

{ Karakteristi�cni polinom: 2 to�cki.

{ Linearno neodvisne re�sitve: 2+2 to�cki.

{ Ena�cbe za konstante: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo f(x) = cos x. Poi�s�cite partikularno re�sitev nehomogene ena�cbe.

Re�sitev: Desno stran ena�cbe nadomestimo z e

ix

. Ker je i dvakratna ni�cla karak-
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Vstavimo v ena�cbo in dobimo

�8Ae

ix

= e

ix

;

od koder sledi A = 1=8. Partikularna re�sitev je

y

p

(x) = �

x

2

cos x

8

:

Ocenjevanje:

{ Nadome�s�canje desne strani z e

ix

: 2 to�cki.

{ Nastavek: 2 to�cki.

{ Odvajanje: 2 to�cki.

{ Konstanta A: 2 to�cki.

{ Re�sitev: 2 to�cki.
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5. (20) Funkcija f(x) na intervalu [��; �] naj bo de�nirana z

f(x) =

8

>

<

>

:

cos x za 0 < x < �

� cos x za �� < x < 0

0 za x = 0; �;��.

a. (10) Doka�zite, da je za 0 < x < �

cos x =

8

�

1

X

n=1
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4n

2

� 1

:

Utemeljite, zakaj Fourierova vrsta za 0 < x < � konvergira proti cos x.

Re�sitev: Funkcija je liha, zato je a

n

= 0 za vse n � 0. Izra�cunajmo najprej
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Upo�stevali smo, da je cos(n�) = (�1)

n

. Br�z se prepri�camo, da za lihe n dobimo

b

n

= 0, za sode pa b

n

= (1=�)4n=(n

2

� 1).

�

Ce sode n zapi�semo kot 2k in

se�stevamo po k dobimo to�cno zgornji rezultat. Fourierova vrsta konvergira v

vsaki to�cki, ker je f(x) odsekoma zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in velja

povsod (f(x+) + f(x�))=2 = f(x).

Ocenjevanje:

{ Ugotovitev, da je funkcija liha: 2 to�cki.

{ Integriranje: 4 to�cke.

{ Izra�cun a

n

: 2 to�cki.

{ Utemeljitev konvergence: 2 to�cki.

b. (10) Uporabite a. za izra�cun vsote neskon�cne vrste
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2
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:
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Re�sitev: V zgornjo vrsto vstavimo x = �=4. Ostanejo samo lihi �cleni, ker je

sin(k�) = 0 za vsak k. V Fourierovi vrsti za f(x) na levi dobimo f(�=4) =

cos(�=4) =

p

2=2, na desni pa iskano vrsto pomno�zeno z 8=�. Rezultat je

�

p

2=16.

Ocenjevanje:

{ x = �=4: 3 to�cke.

{ Ostanejo samo lihi �cleni: 3 to�cke.

{ Vsota neskon�cne vrste: 4 to�cke.
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6. (20) Naj u opisuje hitrost stacionarnega toka idealnega uida, za katerega veljajo

Eulerjeve ena�cbe

�ru � u = �rp+ �f :

Predpostavite, da je f = �r� za neko funkcijo �.

a. (10) Izpeljite najprej, da za poljubno vektorsko polje u velja
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r(u � u) = ru � u + u� rot(u) :

Pojasnilo: u � u = u
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Izra�cunajmo komponente gradienta in dobimo
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Izra�cunajmo �se
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Zdaj preverimo enakost obeh izrazov.

Ocenjevanje:

{ Interpretacija leve strani: 2 to�cki.

{ Izra�cun gradianta: 2 to�cki.

{ Gradient na desni strani: 2 to�cki.

{ Vektorsko mno�zenje: 2 to�cki.

{ Preverjanje enakosti: 2 to�cki.

b. (10) Naj bo x(t) pot dana parametri�cno za t

1

� t � t

2

in naj velja
_
x = u(x).

Poka�zite, da je za nestisljiv uid velja Bernoullijev izrek, ki pravi, da je izraz

p(x(t))

�

+

1

2

(u(x(t)) � u(x(t))) + �(x(t))

konstanten (neodvisen od t).

Namig: Odvajajte izraz po t in uporabite a.

Re�sitev: Z odvajanjem dobimo najprej

rp

�

�
_
x + (ru � u+ u� rot(u)) �

_
x+r� �

_
x :
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Upo�stevamo, da je
_
x = u in dejstvo, da je u�rot(u) pravokoten na u in dobimo

rp

�

� u + (ru � u) � u+r� � u :

Izpostavimo u in upo�stevamo �se r� = �f in dobimo

 

rp

�

+ru � u� f

!

u :

Izraz v oklepaju je 0 po Eulerjevi ena�cbi, torej je odvod celotnega izraza enak 0.

Ocenjevanje:

{ Odvajanje po t prvega izraza: 2 to�cki.

{ Odvajanje po t drugega izraza: 2 to�cki.

{ Odvajanje po t tretjega izraza: 2 to�cki.

{ Poenostavljanje: 2 to�cki.

{ Uporaba Eulerjeve ena�cbe: 2 to�cki.
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