FAKULTETA ZA STROJNISTVO
Matematika 3
Pisni izpit
3. september 1999

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Zaporedna stevilka izpita:

Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge preden se lotite reSevanja. Veljale Kodé samo resitve
na papirju, kjer so naloge. Naloge je 6 in vsaka je vredna 20 tg ey Skupaj 120
tock. Na razpolago imate 2 uri.
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1. (20) Naj bo funkcija f: R* — R dana z

f(z,y) =52 — 6y +5y* — 8.

a. (10) Poiséite tocki, kjer bi lahko bil maksimum funkcije g(x,y) = 2? + y? pri
pogoju f(z,y) = 0.

Regitev: Po Lagrangeu sestavimo funkcijo F(x,y) = g(z,y) — Af(x,y). Odva-
jamo parcialno po x in y in odvode izenacimo z 0.

F.(z,y) = 2x— A10z —6y) =0
Fy(z,y) = 2y— 10y —6x) =0

Dobimo homogeni sistem dveh linearnih enacb oblike

(2—-10N)z + 6Xy =0
6z + (2-10\)y = 0

Zanimajo nas samo resitve, za katere je f(x,y) = 0, torej mora biti rang matrike
sistema enak 1. To se zgodi, ce je determinanta enaka 0, zato mora bits

(2 — 10A)? — 36A% = 4 — 40\ + 64)\* = 0.

Zgornja enacha ima reSitvi \y = 1/2 in Ay = 1/8. Za Ny dobimo, da je © = —y,
za Ay pa x =y. Ker mora tocka (x,y) ustrezati Se enacbi f(z,y) = 0, dobimo
za A\ enacbo

52 + 62° + 52> — 8 =0

ali * = £v/2/2. Tocki sta (v/2/2,—v2/2) in (—v/2/2,7/2/2). Za \y dobimo
podobno tocki (v/2,v2) in (—v/2,—v/2). Ker iiéemo maksimum funkcije g(x,v)
pri danih pogojih, sta kandidatki samo tocki (v/2,v/2) in (—v/2, —V/2).

Ocenjevanje:

— Nastavek po Lagrangeu: 2 tock:.

— Parcialni odvajangi: 1+1 tocka.

— Ideja s homogenim sistemom: 2 tocki.
— Lambde in lastni vektorji: 2 tock:.

— Konéni tocki: 2 tocka.

b. (10) Pokazite, da v neki okolici U tocke o = /2 obstaja funkcija h(z), taka
da je h(v/2) = V2 in f(z,h(z)) = 0. Izracunajte drugi odvod funkcije k(z) =
2% + h2(z) v tocki zy = V2.

Resitev: Oznacimo g = yo = /2. Najprej preverimo, da je f(xq,90) = 0. Po
izreku o implicitni funkciji bo obstajala Zelena funkcija h(x), ce je fy(xo,yo) # 0.
Odvajamo in dobimo

fy(z,y) = —62 + 10y.

Ocitno je f,(z0,v0) = 42 # 0. Za drugi odvod funkcije k(x) rac¢unamo

E'(z) = 2x + 2h(z)h'(x)
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E'(x) =24 2(h (2))* 4+ 2h(z)h" (x) .
Racunamo £ )
! _ = Lo, Yo _ _
(o) = fy(@0,y0) h

Za drugi odvod h(z) odvajamo f(x,h(x)) =0 parcialno po x dvakrat. Dobimo

fe+ fyhl =0
mn
fee + facyhl + (fxy + fyyhl)h, + fyh” =0.
Upostevamo $e h'(xo) = —1 in dobimo

1046 — (=6 — 10) - 1 + 4v/2h" (z0) = 0.
ali h'(x9) = —8/\/2. Vstavimo Se v izraz za drugi odvod k(z) in dobimo

K" (0) = 242 —2v2-8/V/2 = —12.

Ocenjevanje:

— Preverjanje predpostavk za izrek o implicitni funkciji: 2 tocki.
— Odvajange f(z, h(z)) prvié: 2 tocki.

— Odvajange f(xz, h(z)) drugic: 2 tocki.

— h'(xzq): 2 tocki.

— k' (x0): 2 toéki. in dobimo
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2. (20) Naj bo A = {(z,y,2): x>0,y > 0,2 > 0,z +y + 2 < 1} piramida v R3.

a. (10) Izracunajte

drdydz.

B 1
_/A \/:ryz(l—x—y—z)

Namig: Uporabite [ du =7 in [ ¥ 1 Ydu =7/2.

1
u(1—u)
Resitev: Racunamo po Fubiniju

7 /1 1 d 1-z ] d /lxy 1
= — dx E— y
0 VT o VY 0 \/ (l—z—y—2)

[t [

1 1—x
= —d —d
W/\/EJ?O \/_y

= 27r/ —d:): V1i—1x
\/1—:1;
dz
T

dz

z=(l—-xz—y)u

Ocenjevanje:

— Ideja s Fubinijem: 2 tocki.
— Prave meje: 2 toéki.

— Notranjgi integral: 2 tocki
— Srednji integral: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.

b. (10) Naj bo TT = {(z,y,2)0,|z| + |y| + |2| < 1} oktaeder v R3. Izracunajte
masni vztrajnostni moment I,, tega telesa okrog osi z. Privzemite, da je gostota
konstantno 1.

Resitev: Oktaeder je sestavljen iz 8 piramid, zato lahko racunamo s piramido iz
a. ©n razultat pomnozimo z 8. Racunamo
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I, = 8/ (z° 4+ y?) dz dy dz

A
1 1—2 1—x—y

= 8/ d:r;/ (z° + %) dy/ dz
0 0 0
1 1-z

= 8/ d:r;/ (1—z—y)(@*+y*)dy
0 0

1 1-z
= 8/ dz / [(1 —x)r® —yr’ + (1 —2)y” — y3] dy
0 0

= 5[ @ [(1—:;;)29;2_%(1—:;;)2:6%%(1_3;)4_%(1—:5)4}
— 8/0 (MH—ZQ—@‘*)M
1 1
= 85 " 50
4
T

Ocenjevanje:

— Ideja s Fubinijem: 2 tocki.
— Prave meje: 2 toéki.

— Notranjgi integral: 2 tocki
— Srednji integral: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Vektorsko polje naj bo dano z F = yi — (v + 2)j + yk.

Slika 1 Kocka z vértano potjo C.

a. (10) Naj bo C zakljucena pot z zacetno tocko 0, ki sledi robovom kocke z robom
1 kot na sliki 1. Izracunajte
| Far.
c

Resitev: Najprej izracunamo rotor vektorskega polja F. Dobimo

2
VxF= 0
-2

Za uporabo Stokesovega izreka si moramo izbrati ploskev, katere rob bo dana
krivulja.  Ena od moznosti je, da si izberemo ploskvi kocke, ki sta vzporedni
xy-ravnint in ploskev, ki je vzporedna yz-ravnini, vendar ne leZi v njej. Po
vigacnem pravilu si za normalo na ploskev vedno izberemo vektorje, ki kazZejo iz
kocke. Pretoka skozi ploskvi vzporedni xy-ravnini se unicita, ker sta nasprotnega
predznaka. Izracunati moramo samo se pretok skozi tretji kos ploskve. Normala
je tam i, tako da je zaradi konstantnosti rotorja pretok 2 (ploséina ploskve krat
skalarni produkt normale in vektorskega polja).

Ocenjevanje:

— Izradun rotorja: 2 tocki.

— Ideja s Stokesovim izrekom: 2 tocka.
— Izbira ploskve: 2 tocki.

— Vijaéno pravilo: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Izracunajte pretok polja skozi povrsino kocke brez ploskev vzporednih x2z-
ravnini. Za normalo si vedno izberite vektor, ki kaze iz kocke.

Regitev: Uporabili bomo Gaussov izrek. Zlahka izracunamo, da je div(F) = 0,
torej je pretok skozi celotno povrsino kocke enak 0. Izracunajmo pretok skozi
ploskvi vzporedni xz-ravnini. Najgprej se lotimo ploskve, ki leZi v xz-ravnini.
Tam je y = 0 in je vektorsko polje enako (0, —x — 2,0). Normala je tam —j, zato

je pretok enak
1 1
/ d:):/ (z+2)dz=1.
0 0

6
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Na ploskvi vzporedni xz-ravnini je y = 1, normala pa je enaka j. Pretok je tako

1 1
—/ dx/(:r—i—z)dz:—l.
0 0

Pretoka skozi manjkajoci ploskvi se unicita in je tako Zeleni pretok enak 0.

Ocenjevanje:

— Ideja z Gaussovim izrekom: 2 toéki.

— Divergenca: 2 tocki.

— Formula za pretok za posamezni ploskvi: 2 tocki.
— Rezultata za posamezni ploskvi: 2 tocki.

— Konéni rezultat: 2 tocki.



Matematika 3, 1998/99, M. Perman, J. Prezelj

4. (20) Dan naj bo sistem enacb

a. (10) Poiscite tri linearno neodvisne resitve zgornjega sistema enacb.
Regitev: Najprej moramo izracunati lastne vrednosti matrike, torej

2—X 0 1
det 0 1-Xx 1 =2-N)1=-)B=N)+2-X)=(2-)1)>.
0 -1 3-2A

Oznacimo z A matriko sistema. Zlahka ugotovimo, da je rang(A —2I) = 2, torej
obstaja samo en lastni vektor in sicer x = (1,0,0). Ta lastni vektor da reitev

yi = e?'x.

Linearno neodvisno resitev iséemo z nastavkom yo = te?x + e*u, kjer mora u
zado$éati enachi (A — 2I)u = x. Zapisano na Siroko dobimo enacbe

ug =1, —Uy+u3 =0 m — Uy F+u3 =0.

Kot vidimo, si lahko u, poljubno izberemo, recimo u; = 0, sicer pa je us = uz = 1.
S tem smo nasli drugo resitev. Tretjo iSéemo z nastavkom
t2
y3 = Ee%x + te?tu + e?'v,

kjer v zado$éa enacbi (A — 2I)v = u. Izpisemo enacbe in dobimo
U3:0. —UQ+U3:1 m —U2+U3:1

z regitvijo recimo v = (0, —1,0).
Ocenjevanje:

— Lastna vrednost: 2 tocki.

— Lastni vektor in rang: 2 tocka.

— Nastavek za drugo enacbo: 2 tocki.
— Nastavek za tretjo resitev: 2 tocki.

— Linearno neodvisne resitve: 2 tocki.

b. (10) Poiscite resitev nehomogene enacbe
y = Ay —2a,

kjer je a = (1,0,0) pri zacetnem pogoju y(0) = (0,0,0).
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Resitev: Nehomogeni del enacbe je konstanten vektor, zato lahko partikularno
resitev iscemo kot konstanten vektor b, ki mora zadoscati pogoju

0=Ab —2a.
Ker je a lastni vektor, bo kar a = b. Resitev iscemo z nastavkom

Yy =a-+c1y1 + C2y2 + C3y3.

Takoj vidimo, da je ¢, = —1 in co = c3 = 0. Resitev je torej
1— e
y(t) = 0
0
Ocenjevanje:

— Nastavek za partikularno resitev: 2 tocki.
— Partikularna resitev: 2 tocéks.

— Nastavek za resitev: 2 tocki.

— Enacbe za konstante: 2 tocka.

— Konéa resitev: 2 tocki.
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5. (20) Funkcija M (x) naj bo definirana s potenéno vrsto
i x_
o bk
kjer je by =1inza k> 1 by =b(b+1)(b+2)---(b+ k — 1), pri Cemer je b > 0.
a. (10) Poiscite konvergenéni radij zgornje vrste in izpeljite, da je
eM"(z) + (b—x)M'(x) — M(z) =0.
Utemeljite vase trditve.

Resitev: Najprej izracunamo

b | g,

lim
k=00 ‘b(kﬂ)

Radij konvergence je torej R = oco. Potencno vrsto lahko odvajamo po clenih in

dobimo \
0 —1
Mz) =S ™
iz bw)
m o
o0 _ 1 —
k=0 biw)

Sestejemo in dobimo

aM"(z) + (b—z)M'(x) — M(x)
(k+1 k+1) k 1
EEET

bty by b

= Zb (k(k+1)+b(k+1)—k(b+k)— (b+k))
k=0 Y(k-+1)
00 k

= Y (R4 k+bk+b—bk—k—b—k)
i=0 bk+1)

= 0.

Ocenjevanje:

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Prvo odvajanje po élenih: 2 tock:.
— Drugo odvajanje po élenih: 2 tocki.
— Manipuliranje z vrstami: 2 tocki.

—  Zbrani koeficienti: 2 tocki.

10
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b. (10) Naj bo b > 2. Pokazite, da je

M(z) = (b—1) /01 e(1 — )2 dr

Utemeljite vase korake.

Namig: Izpeljite z integracijo per partes, da je fol th(1 —t)>=2dt = (bff)!b(k).
Resitev: Vemo, da je €™ = 322, I,Iz—fk Vstavimo to vrsto v zgornji integral in

dobimo

1 OO ktk —t b—2
(b—l)/ 1 — )2 dt = (b—1) / i Gk
0 0 _

= b—lzk,/tk )P~ dt

gk k!
= (b—1) S
lg) E! (b —1)bg

Zamenjali smo neskoncno vsoto in integral, kar lahko, ker je vrsta majorizirana
Z Y no k, , ki seveda konvergira. DokaZimo se namig. Racunamo

/01 tf1—t)?dt = —tk(lb__t)lb 10 b—1/ L1 — )P e
— %/0 tk*2(1_t)bdt
i ........ 1;(/{_1)___1 N
- (b—l)b(b+1)---(b+k—2)/0 (L) dt
k!
~ (0= Dbw

Ocenjevanje:

— Razvoj eksponentne funkcije: 2 toéki.

— Utemeljitev zamenjave sedtevanja in integriranja: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Primerjava vrst: 2 tocki.

— Dokaz namiga: 2 tocki.

11
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6. (20) Gladka cev se vrti s konstantno kotno hitrostjo w okrog osi pravokotne na cev

pritrjene v sredini kot na sliki 2.

y(t) mg

Slika 2 Gibanje kroglice v vrteci se cevi.

Kroglica se lahko prosto giblje po celi cevi. Gibanje kroglice pod vplivom teznosti in
vrtenja cevi opisuje diferencialna enacba

mij — mw?y = —mgsin(wt)
kjer je m masa kroglice, y razdalja kroglice od osi in g gravitacijska konstanta.
a. (10) Poiscite splosno resitev diferencialne enacbe.

Resitev: Najprej poiscemo resitvi homogene enacbe. Karakteristicni polinom je
oblike P(\) = mA* — mw? 2 niclama \; = w in \y = —w. Resitvi homogene
enacbe sta torej

yi(t) = e i ya(t) = e .

Partikularno resitev iSéemo z nastavkom t) = Ae™. Vstavimo v enacbo
p ’
pokrajsamo me™* in dobimo
—Aw? — Aw? = —g.
. g .
zracunamo A = 525, torej je

g .
yp(t) = 3.2 sin(wt) .

Splosna reditev je

y(t) = % sin(wt) + c1e*’ + cpe .
Ocenjevanje:

— Karakteristiéni polinom: 2 tocki.
— Linearno neodvisni resitvi: 2 tocki.

— Nastavek za nehomogeno enacbo: 2 tocki.

12
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— Partikularna resitev: 2 tocéks.

— Splosna resitev: 2 tocki.

b. (10) Recimo, da je cev dolga 2/ in je [ > 5%. Kroglica se zacne gibati z zacetnima
pogojema y(0) = 0 in y(0) = 5=. Ali bo kroglica “odletela” iz cevi?

Regitev: 'V a. smo poiskali splosno resitev diferencialne enacbe. Zdaj moramo
poiskati konstanti cq in ¢y, tako da bo zadoSéeno danima zacetnima pogojema.
Dobimo enacbi

ci+c=0 mn cp—cy =0

z resitvama ¢y = co = 0. Gibange torej opisuje funkcija

y(t) = 5 sin(wt).

Najveéjo mozno razdaljo od osi kroglica doseze prit = w/2w in ta razdalja je
525. Ker je cev daljsa od te maksimalne razdalje, kroglica ne bo odletela.

Ocenjevanje:

— Ideja, kako uporabiti zacetna pogoja: 2 tocki.
— Enacébi za konstanti: 2 tocéki.

— Konstanti: 2 tocki.

— Maksimalni odklon: 2 tock:i.

— Sklep: 2 tocki.
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