FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 3
1. kolokvij
30. november 2011

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

¢ bodo samo resitve
paj vredna 25

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Vg
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva delg
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Definirajte funkciji
2,0 : 2,2 .
u(z,y) =€ Y cos(2zy) in v(z,y) =€ Y sin(2xy) .

a. (10) Pokazite, da je
Uy = Uy in Uy = —Vy

in sklepajte, da je gz, + Uy, = 0 in vz + vy, = 0.
Resitev: Racunamo
Uy = 2¢° Y (x cos(2xy) — ysin(2zy))

mn
vy = 26”7V’ (z cos(2xy) — ysin(2zy))

torej enakost velja. Podobno je

U, = —2¢"* 7 (y cos(2xy) +  sin(2zy))

m
2_ .2 .
v, = 2e” 7Y (y cos(2xy) + xsin(2zy)) .
Sledi, da je Uz = Vgy N Uyy = —Vgy N posledicno Uy, + Uy, = 0. Podobno je
Upg = —Ugy 1N Vyy = Ugy 1 POSledicno vy + vy = 0.
Ocenjevange:

— ug in vy: 2 tocki.
— uy in vg: 2 tocki.
— Ugz + uyy: 2 tocki.
— Ugax + Vyy: 2 tocki.

— Rezultati: 2 tocki.

b. (15) Naj bo f(u,v) funkcija, za katero je fu, + fo, = 0. Definirajte sestavljeno
funkcijo

F(x,y) = f(u(z,y),v(z,y)).

Izracunajte
Fop+ Fyy .

Resitev: Racunamo po pravilu za odvajanje sestavljenih funkcij.

FJ: = fuux + fvvx

m

Podobno dobimo

Fyy = fuutty” + 2 funtiyvy + forvy” + futlyy + o0y, .
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Sestejemo

Fow + Fyy = fuu(uzQ + uy2) + 2 fuo (UgVz + uyvy) + fvv(vx2 + Uy2) +
+fu(taz + Uyy) + fo(Vaz + vyy)

Z upostevanjem tocke a. sledi

u” +u =040, in ugvy +uyu, =0.
ter
Ugg + Uyy = 0, Vgp + 0y =0,
Sleds
2 2
Fzz+Fyy = (fuu_'_fvv)(u:v +uy ) =0.

Ocenjevange:

— Fgg: 3 tocke.

— Fyy: 3 tocke.

— Prvi vmesni izracun: 8 tocke.
— Drugi vmesni izracun: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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2. (25) Naj bo funkcija f(r) za r > 0 dvakrat zvezno odvedljiva. Za z* + y* > 0

definiramo funkcijo
u(w,y) = f0) = f (V@ +37)

a. (15) Izracunajte wg.(z,y).

Regitev: Oznacimo r = \/x? + y%. Parcialno odvajamo po pravilu za odvajangje
sestavljenih funkcij. Dobimo

X
u$($,y) = f/(’l") ' ;
Parcialno odvajamo se enkrat.
2 z?
x r— =
Ulr,y) = S5 )
2 2
z )
= 1) S
Ocenjevange:
— ug: 3 tocke.
— Pravilo za produkt: 3 tocke.
— Parctalni odvod prvega ¢lena: 3 tocke.
— Parcialni odvod drugega ¢lena: 3 tocke.
— Poenostavitev in reyultat: 3 tocke.
b. (10) Naj bo f(r) = log(r). Izracunajte
umm<x7 y) + Uyy(ﬂf, y) .
Resitev: Uporabimo pruvi del naloge in simetrijo. Sleds
Uz (7,Y) + uyy (T, y) = /() + f(r) - r

Upostevamo Se
1 1
fry=5 i f) ==
r

Vstavimo in sledi
U (T,Y) + uyy(z,y) = 0.

Ocenjevange:

—  Simetrija: 2 tocki.

— Sestevanje: 2 tocki.

— Poenostavitev: 2 tocki.
— Odvodi f(r) 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Naj bo funkcija g(z,y) dana z
g(x,y) = 2%y.
a. (15) Naj bo funkcija f(x,y) dana z
flz,y) =2 +ay.
Poiscite mozne ekstreme funkcije f(z,y) pri pogoju g(z,y) = 1.
Resitev: Po Lagrangu sestavimo funkcijo
F(z,y) = f(z,y) — Ag(z,y)
i njena parcialna odvoda izenacimo z 0. Dobimo enacbi

OF — 2p4+y—2 xy = 0
9L — o — \x? = 0.

Zaradi pogoja x = 0 ne pride v postev, zato v drugi enacbi pokrajsamo x in sled:
Ax = 1. Vstavimo v prvo enacbo in dobimo

20 +y—2y =0,
torej y = 2x. Iz pogoja sledi 2x3 =1 ali x = 3/1/2.

Ocenjevange:

— Lagrange: 3 tocke.

— Parcialni odvodi: 3 tocke.

— Krajsanje in urejanje: 3 tocke.
— Uporaba robnega pogoja: 3 tocke.
— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Naj bo funkcija f(x,y) dana z
f(o.y) = az® + by,

kjer sta a in b razli¢ni pozitivni stevili. Pois¢ite mozne ekstreme funkcije f(z,y)
pri pogoju g(z,y) = 1.

Resitev: Po Lagrangu sestavimo funkcijo
in njena parcialna odvoda izenacimo z 0. Dobimo enacbi

%—i = 2arv+by—2 vy = 0
8—5 = br — \z? = 0.

Zaradi pogoja x = 0 ne pride v postev, zato v drugi enacbi pokrajsamo x in sledi
Ax =0b. Vstavimo v prv0 enacbo in dobimo

2ax + by — 2by =0,
torej 2ax = by. Iz pogoja sledi 2az®/b =1 ali x = /b/2a.

Ocenjevange:

ba
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— Lagrange: 2 tocki.

— Parcialni odvodi: 2 tocki.

— Krajsanje in urejange: 2 tocki.
— Uporaba robnega pogoja: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (25) Funkcija f: R x (0,00) — R naj bo dana z

f(z,y) =xlogy —y.

a. (10) Pokazite, da v okolici U tocke o = 2/log?2 obstaja funkcija g: U — R,
taka da je g(zg) =2 in f(z,g9(z)) =0zaxz € U.

Resitev: 'V izreku o implicitni funkciji bo xo = 2/log?2 in yo = 2. Preveriti
moramo, da je f(zo,yo) =0 in

Zo 1

= — — 1 —=
fy(ifoyyo) Yo log 2

—140.

Po izreku o implicitni funkciji torej obstaja na neki okolici U tocke xy funkcija
g(x) z Zelenimi lastnostmi.
Ocenjevange:

— Preverjanje f(xzq,yo) = 0: 2 tocki.

— Izracun prvega parcialnega odvoda: 2 tocki.

— Preverjanje fy(xo,yo) # 0: 2 tocki.

— Citiranje izreka o implicitni funkciji: 2 tocke.

— Sklep: 2 tocki.
b. (15) Izracunajte ¢”(zo).

Regitev: Identiteto f(x,g(x)) = 0 odvajamo dvakrat po x. Po prvem odvajanju
dobimo

fx+fy'g/:()
po drugem pa
f:vx"'_fym'g/_'_(f:vy"'_fyy'g/)'gl"'_fy'g”:O-

V wse dvojne parcialne odvode je potrebno wvstaviti tocko (xg, o) in v odvod g
tocko xo. Izracunamo

9"(0) =
~ Jaa(®0, Y0) + fay(@0, Y0)g' (o) + (fay (%0, Yo) + fyy(@o, o) - ¢'(20)) - §'(0)
B fy(z0,%0)
_ 2y0 log yo Y log” yo
(o —%0)*> (w0 —y0)*"
Vstavimo xq in yo in dobimo
log® 2 21og’ 2

" _ .
9@0) = fog2 =1 ~ og2 — 1)

Ocenjevange:

—  Prvt odvod identitete f(x, g(xz)) = 0: 3 tocke.
— Drugi odvod identitete: 3 tocke.

— Vstavljanje v prve odvode: 3 tocke.

—  Vstavljanje v druge odvode: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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