FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 3
1. kolokvij
28. november 2012

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

¢ bodo samo resitve
paj vredna 25

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Vg
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva delg
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Naj bosta a in b dani Stevili.
a. (10) Naj bo
F(,y) = sin(az — by).

Izracunajte

CL2

fzx - b_nyy .

Resitev: Parcialni odvodi so
fz = acos(ax — by) in frow = —a’sin(ax — by)
ter
fy = —bcos(ax — by) in fy =—b"sin(ax — by).

Vstavimo in sledi
o2 ' , o2 ,
fm—b—nyy:sm(ax—by) —a“+ —=-b" ] =0.

Ocenjevange:

— fz: 2 tocki.
— fzax: 2 tocki.
— fy: 2 tocki.
— fyy: 2 tocki.

— Vstavljanje in rezultat: 2 tocki.

b. (15) Naj bo f(u) dvakrat zvezno odvedljiva funkcija ene spremenljivke. Defini-

rajte
F(z,y) = f(az — by) .
[zracunjate
a2
F,, — 7 F,,.

Resitev: Parcialni odvodi so
F, = af'(ax — by) in  Fpp =ad’f"(ax — by)
ter
F, = —bf'(azx — by) in E,, =V f"(ax — by) .

Vstavimo in dobimo

2
a
Foa — 2 Fyy =
a2
o 2 rl 2 "
= @ f"ax —by) = T 8 oz — by)
= 0.
Ocengevanje:
— fz: 3 tocke.
— fzax: 3 tocke.
— fy: 8 tocke.
— fyy: 3 tocke.

— Vstavljanje in rezultat: 3 tocke.
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2. (25) Naj bosta f(u,v) in g(u,v) dvakrat zvezno odvedljivi funkciji, za kateri velja

fu:gv in fv:_gu-

Definirajte funkciji
Flz,y) = f(z® = 32y*,32%y —¢°)  in G(z,y) = g(z° = 329?32y — y°).
a. (10) Pokazite, da velja
F,=3aG, in F,=-G,.

Resitev: Odvajamo po pravilih za odvajangje sestavljenih funkcij. Dobimo
Fa: = (3l‘2 - 3y2)fu + 61‘ny in Fy - _nyfu + (3l‘2 - 3y2)fv
ter

G, = (3:52 — 3y2)gu + 62Y4g, mn G, = —6zyg, + (3:1:2 — 3y2)gv )

Upostevamo zveze med f,, fu, gu in g, in enakosti sledijo.
Ocenjevange:

— Fg: 2 tocki.
— Fy: 2 tocki.
— Gg: 2 tocki.
— Gy: 2 tocki.
— Enakosti: 2 tocki.

b. (15) Izrazite Foy + Fyy 2 fuu + foo-
Resitev: Ena moznost je, da opazimo
Frp = Gy m Fyy=—-Ggy.
Sledi, da je F,, + F,,, = 0. Lahko pa odvajamo in dobimo
Frp =
= ((32" = 3y°) fu + 62y f,),
= G6xfy + (32% — 3y*)((32° — 3y*) fuu + 62y fu) +
+6yfo + 62y ((32% = 3y%) fuv + 62y fur)
= 6zf,+6yf, + (32 — 3y*)? fuu + 122y (32° — 3¢°) fuv + (62Y)* fuo -
Podobno dobimo

Fyy =
= (—6ayfu+ (32* — 3y2)fv)y
= —62f, — 62y(—62y fuu + (327 — 3%) fur) —
— 6y fy + (32 = 3y*)(—62y fur + (327 — 3y°) fuu)
= —6xf, — 6yf, + (62y)%fuu — 122y(32% — 3y*) fuo + (32° — 39°)* fuo
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Sestejemo in sledi

Foo + Fyy = (32" = 3y%)" + (62)") (fuu + foo) -

Ocenjevange:

— Pravilo: 3 tocke.

— Prva uporaba: 3 tocke.

— Druga uporaba: 3 tocke.
— Poenostavitev: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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3. (25) Naj bodo a, b in ¢ dana §tevila, za katera velja a > 0 in ab — ¢® > 0. Funkcija
f: R x (0,00) = R naj bo dana z

b — 2cx + ax?

f(x,y) = —alogy — 27

a. (10) Poiscite stacionarne tocke funkcije f na njenem definicijskem obmocju.

Resitev: Izracunamo parcialne odvode in jih izenacimo z 0. Dobimo enacb:

of _ _ —2c+2ax = 0
or 212 , -
9f _ _a 4 b=2cataz® _
oy Y - y3 0

Iz prve enacbe sledi, da je v = c/a. Drugo enaébo pomnozimo z y*, kar lahko,
ker je vedno y > 0. Vstavimo x = c¢/a in dobimo

—ay* +b—2%/a+c*/a=0.

Sleds
~ Vab—c?
Y= a .
Ocenjevange:

— Prvi parcialni odvod: 2 tocks.
— Drugi parcialni odvod: 2 tocks.
— Resitev prve enacbe: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.

— Resitev druge enacbe: 2 tocki.

b. (15) Za stacionarne tocke ugotovite, ali so lokalni minimumi ali lokalni maksi-
mumi.

Regsitev: Izracunamo

?f _ _a
Oz - y2
02 f . 2c—2az
oxdy y3
9% f _ a 3(b—2cz+ax?)
oyr T y? y? :

Vstavimo stacionarno tocko iz a. in dobimo

2

Hf(c/oab—cfay= (a2,
ab—c?

Matrika je diagonalna, obe vrednosti na diagonali pa sta negativni. Stacionarna
tocka je lokalni maksimum.

Ocenjevange:

— Prvi dvoyni odvod: 3 tocke.

—  Drugi dvojni odvod: 3 tocke.

—  Tretji dvogni odvod: 3 tocke.

— Hessova matrika v stacionarni tocki:32 tocke.

— Sklep: 3 tocki.
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4. (25) Naj bosta a in b dani pozitivni Stevili. Funkciji f(z,y) in g(z,y) naj bosta

dani z
a? b

fly) =2 in g(zy) = 5

— +
Z )
Z Lagrangeovo metodo zelimo poiskati mozni minimum funkcije f(z,y) za x > 0 in
y > 0 pri pogoju g(z,y) = 1.

a. (15) Pokazite, da za tocko (x,y), ki bi lahko bila minimum funkcije f(x,y) pri

pogoju g(z,y) = 1, velja
3%y = —2\.

Resitev: Po Lagrangeu sestavimo funkcijo

F(z,y) = f(z,y) — Ag(x,y)

in njena parcialna odvoda izenacimo z 0. Dobimo

F.,., = 2:cy+% = 0
F, = x2+2y/\—§ = 0.

Prvo enacbo pomnozimo z x, drugo z y in sestejemo. Dobimo
a’> b
327y + 2 (—2+—2) =0.
=y
Upostevamo $e g(x,y) =1 in sledi
3%y = —2\.

Ocenjevange:

Lagrange: 3 tocke.

Parcialni odvodi: 3 tocke.

Krajsange in urejanje: 3 tocke.
Uporaba robnega pogoja: 3 tocke.
— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Poiscite tocko (x,y), v kateri bi lahko imela funkcija f(z,y) minimum pri
pogoju g(z,y) = 1.

Resitev: Vstavimo 32y = —2\ v prvo od enach. Dobimo
3 2,.2
2xy — ¢ :;: Y 0.
x
Ker je x > 0 iny > 0, lahko pokrajsamo in sledi
3a?
2 — ? - O y

torej x = \/3/2a. Sledi 5e y = /3.

Ocenjevange:

—  Vstavljanje: 2 tocki.

—  Krajsanje: 2 tocki.

— Preoblikovanje: 2 tocki.
— a: 2 tocki.

— y: 2 tocki.
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