FAKULTETA ZA STROJNISTVO

Matematika 3
2. kolokvij
7. januar 2011

Ime in priimek: Vpisnaét:‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

Navodila

#bodo samo resitve
paj vredna 25

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Vg
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva dely
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Naj bo podro¢je G v ravnini trikotnik, dan z
G={(z,y):0<y<1,0<x<y}.

a. (15) Izracunajte dvojni integral

/c. \/(1 —y)x(l — ) drdy.

Namag: Premislite, po kateri spremenljivki bi bilo bolje integirati nagpre;j.

Resitev: Racunamo

| —Zil—x) sy = [Lar [ Va —fa—w v
= /0 %.dx(—Q 1—y>

B U /x(1 - 1) .
a 2/0 (1—2x) d
4
3

1

x

Ocenjevange:

— Izbira x ali y najprej: 3 tocke.
—  Fubini: 3 tocke.

— Meje: 3 tocke.

— Notrangi integral: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izra¢unajte dvojni integral

1
/. N T R

Kot znano privzemite

/ ﬁ = arcsin(2u — 1).
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Resitev: Racunamo in po poti uvedemo novo spremenljivko x = yu.

1 1 Y 1
dedy = d dz
¢ Vil Y / y/ N EIOE)

2m.

Ocenjevange:

— Izbira x ali y najprej: 3 tocke.
—  Fubini: 3 tocke.

— Meje: 3 tocke.

— Notrangi integral: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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2. (25) Krivulja kardioida je za pozitiven a dana z enacbo
(ac2 +y? + 2am)2 — 4a? (952 + y2) =0.

Primer karidoide za a = 1/2 je na sliki 1. Oznacite podrocje, ki ga omejuje krivulja,
z G.

Kardioida za a=1/2
15 T T

Slika 1 Kardioida za a = 1/2.
a. (15) Izracunajte ploséino podrocja G.
Resitev: Uvedemo polarne koordinate in racunamo.
(r2 + 2ar cos ¢)2 = 4a*r?.
Pokrajsamo r? in korenimo. Sledi

r+2acos¢ = 2a ali  r=2a(l —cosg).

Racunamo
2m 2a(1—cos ¢)
/ dedy = / do / rdr
G 0 0
27
= 2a2/ (1 —cos ¢)*d¢
0
2T
= 24° / (1+2cos¢ + cos® ¢) do
0
= 2a*(2m +7)
= 6ma’
Ocenjevange:

— Vstavljange polarnih koordinat: 3 tocke.
— Enacba kardioide v polarnih koordinateh: 3 tocke.
— Meje: 3 tocke.

—  Fubini: 3 tocke.
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— Integriranje in rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte

Kot znano privzemite

/ yidrdy .
a
i

2 2
/ sin?pdo = in / cos® psin® pdep = — .
0 0 4

Resitev: Racunamo

2m 2a(1—cos ¢)
/ yidedy = / do / r?sin® ¢ rdr
G 0 0

2
= / sin? ¢ d¢ - 8_@3(1 —cos ¢)?
; 3

8 3 2
= %/ sin® ¢(1 — cos ¢)* d¢
0
8@3 2
— ?/ sin® ¢ (1 — 3cos ¢ + 3 cos® ¢ — cos® ¢) do
0
s (e
- 3\
B 14a3
3

Ocenjevange:

— Vstavljange polarnih koordinat: 3 tocke.

— FEnacba kardioide v polarnih koordinateh: 3 tocke.
— Meje: 3 tocke.

—  Fubini: 3 tocke.

— Integriranje in rezultat: 3 tocke.
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3. (25) Ploskev S naj bo dana v parametri¢ni obliki z
O (u,v) = (u cos v, usinv, u? sin v cos v)
za0<u<1lin0<wv <27

a. (10) Izracunajte enotski normalni vektor na ploskev S v tocki ®(1/2,7/4) =

(V2/4,V2/4,1/9).
Resitev: Racunamo
®,, = (cos v, sin v, usin 2v) m P, = (—usinv,ucosv,u2 cos2v) .
Sledr
P, x ®, = (u*(cos 2vsinv — cosvsin 2v), —u*(cos 2v cos v + sin 2vsinv), u) .

Poenostavimo lahko v
(u2 sin 3v, —u? cos 3v, u) .

Vstavimo tocko in dobimo
O, x D, = <\/§/8, V28, 1/2) .
Dolzina tega vektorja je \/5/4, torej je enotski normalni vektor enak

n = (V2/2V5,v2/2v5,2/V5) .

Ocenjevange:

— Py 2 tocki.

— Py 2 tocki.

— Vektorski produkt: 2 tocki.
—  Vstavljange: 2 tocki.

— n: 2 tocki.

b. (15) Naj bo F = (y, —z, xyz). Izracunajte pretok tega vektorskega polja skozi
ploskev S.

Resitev: Oznacimo Q = [0,1] x [0,27]. V tocki ®(u,v) je

F- (0, x ®,) =

= wcosvsin3v + u’ cos3vsinv + u® cos? vsin? v .
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Racunamo
/FdS = / F- (P, x d,)dudv
S Q

(u3 cos v sin 3v + u® cos 3v sin v + u” cos? v sin? v) du dv

1
cos? vsin? v dv / u’ du
0

[N

I
2= MQ\
3

Ocenjevange:

— Formula: 3 tocke.

—  Skalarni prodikt: 3 tocke.
—  Fubini: 3 tocke.

— Notrangi integral: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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4. (25) Naj bo G del krogle s polmerom R in sredis¢em v izhodiscu, za katerega je
v krogelnih koordinatah 0 < 6 < 7/4. Telo od strani je na sliki 2. Naj bo vektorsko
polje dano z F = (zy, —zz, 2%).

Del krogle

L L L L
-15 -1 -05 0 05 1 15

Slika 2 Del krogle G.

a. (15) Izracunajte pretok polja skozi povrsino G. Normalo na povrsino izberemo
tako, da vedno kaze iz telesa.

Resitev: Racunamo po Gaussu z uvedbo krogelnih koordinat. Najprej izracunamo
div(F) = 2z.

Sleds

/ FdS = /diV(F)dxdydz
oG G

= 2/ zdrxdydz
el

2m w/4 R
= / qu/ d@/ rcosf - r?sinfdr
0 0 0

/4 R4
= 27r/ cosfsinfdf - —
0 4
1 R
4 4
TR
5
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Ocenjevange:

— Daivergenca: 3 tocke.

—  Gauss: 3 tocke.

— Krogelne koordinate: 3 tocke.
— Meje in Fubini: 3 tocke.

— Integriranje in rezultat: 3 tocke.
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b. (10) Izracunajte pretok F samo skozi plas¢ telesa G, torej skozi del, ki ne sovpada
s povrsino krogle.

Resitev: Plasc stozZca lahko “zapremo” s krogom. Na krogu je vektorsko polje
v smeri osi z konstantno enako z z-komponento enako 1/2. Pretok skozi do-
dano ploskev je tako enak polovici ploscine, ki je w/2, torej w/4. Pretok skozi
povrsino na glavo postavijenega stozca V' izracunamo spet po Gaussu § pomocjo
cilindricnih koordinat kot

/ FdS = 2/ zdxdydz
v 1%
27 V2/2 2
= 2/ dgb/ zdz/ rdr
0 0 0

V2/2 53
= 47T~/ —dz
0 2

T
<

Iskani pretok je —m/8.
Ocenjevange:

—  Zapiranjge: 2 tocki.

— Pretok skozi zaprti del: 2 tocki.

—  Gauss in cilindrié¢ne koordinate: 2 tocki.
— Meje in Fubini: 2 tocki.

— Integriranje in rezultat: 2 tocki.
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