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Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja. Vg
na papirju, kjer so naloge. Naloge so 4, vsaka ima dva delg
tock. Na razpolago imate 90 min.
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1. (25) Najbo G ={(z,9): 0<zx<a,0<y<a-—z}.

/ e Ydxdy.
G
Regsitev: Racunamo

/ e " Vdaedy =
G

a. (10) Izracunajte

Ocenjevange:

— Prevedba na dvakratni integral: 2 tocki.
— ¢ in P: 2 tocki.

— Notrangi integral: 2 tocki.

—  Zunanji integral: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (15) Izracunajte

Resitev: Racunamo

/ rye *Vdaxdy =
e}

- (e —(a—z)e®—e®) da
a2

= l—e“—ae " — —e*
2

Ocenjevange:

2a
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— Prevedba na dvakratni integral: 3 tocke.
— ¢ in P: 3 tocke.

— Notrangi integral: 3 tocke.

—  Zunangi integral: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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2. (25) Lemniskata je dana z enacbo
(IQ _'_y2>2 _ 2a2<x2 _ y2) =0

za a > (0. Krivulja je na spodnji sliki.

a. (15) Naj bo G osenceno obmocje na zgornji sliki. Izrac¢unajte

/\/2a2—x2—y2 dx dy .
G

Resitev: Zaradi simetrije je dovolj izracunati integral po desnem “usesu” lem-
niskate. V polarnih koordinatah je podrocje oblike

H={(r¢): —n/4<¢<7m/4,0<r <ar/2cos2¢}.

To dobimo z vstavljanjem x = rcos¢ in y = rsing v enacbo za lemniskato.
Duvojni integral preide v

/\/2a2—:p2—y2dxdy = /\/2a2—r2rdrdgb
G H
/4 a\/2 cos 2¢
= / dgb/ rv2a? —r? dr
4 0

—x/
7r/4 2 3

- / d¢‘/;’ (2 — 2(1 — cos 26)%2)
—m/4
2 3 71'/4

S Cui [ Jsint oo

—7/4

2a° !

_ V2 (W—QW/ (1 — u?)du)
3 \/5/2

3
_ % (—32 +20V2 + 3\/§7r> .

Ocenjevange:

4a
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— Transformacija podroéja: 3 tocke.
— Jacobian: 3 tocke.

— Uporaba Fubinijevega izreka: 3 tocke.

Rezultat: 6 tock.

b. (10) Izra¢unajte
dx dy

. /2a2—:p2—y2.

Resitev: Uvedemo polarne koordinate in dobimo podobno kot v a.

/ dx dy / r
G \/2a% — 2% —y? 7 V2a?®—r?

/4 ay/Zcos 26 .
= / do / —dr
4 0
4

dr d¢

—n/ vV2a? — r?
w/
= \/§a/ d¢ (1 — |sing|)

—7/4

Ocenjevange:

— Polarne koordinate: 2 tocki.

—  Transformacija podroéja: 2 tocki.

— Jacobian: 2 tocki.

— Uporaba Fubinijevega izreka: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (25) Potencialno energijo elektricnega polja E v delu prostora G C R? izratunamo
po formuli

E,=—= [ E*ax,y, 2)dedydz,
2 Ja

kjer je E(x,y,z) jakost elektricnega polja v tocki (z,y, z), € pa je dielektri¢na kon-
stanta.

a. (15) Naboj ¢ v izhodis¢u generira elektri¢no polje z jakostjo

q 1

E = : .
(2,9, 2) drey (22 4+ y? + 22)

Izracunajte E, za kroglo z izhodis¢em v tocki (0,0, 2) in polmerom R = 1. Kot
znano privzemite, da je

/1 r?dr 4 —3log(3)
o (4—1r2)2 24 '
Namig: Izhodisce koordinatnega sistema premaknite v tocko (0,0,2).

Resitev: Premaknimo izhodisce koordinatnega sistema v (0,0, 2) in uvedimo kro-
gelne koordinate. Izracunati moramo integral

. _4 / ! dz dyd
—_ X Z .
2 167G S @t Pr (r2pr

S krogelnimi koordinatami integral preide v

2 1 2

' redr

d 0do

3272¢ / ¢ / sin /0 (r2 + 4+ 4rcos6)?

B / / sin 0 d6

B 1671'60 (r2 +4+4rcosf)?

/ dr
1671'60 0 dr(r2 +4+ 47’ cosf) |,
_ q> /1 r? dr
8mey Jo (4 —12)2

¢ (4—3log(3)
87 24 ’

Ocenjevange:

— Translacija koordinatnega sistema: 3 tocke.
— Krogelne koordinate: 3 tocke.

— Prvi integral: 3 tocke.

— Drugi integrael: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.
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b. (10) Izracunajte Se potencialno energijo polja zunaj neskoncnega valja z osjo
vzporedno osi z in polmerom R = 1.

Resitev: Tokrat wvedemo cilindricne koordinate. Racunamo

E

p =

Ocenjevange:

— Cilindri¢ne koordinate: 2 tocki.

— Meje: 2 tocki.
— Notrangi integral: 2 tocki.
—  Zunanji integral: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

rdr
3%260/ dz/ d(b/ (r2 + 22)2

de = —
87‘(‘60 /_OO : 2(T2+22 ’1

q2 /oo dz
167y J_o (14 22)

q2

1660 .
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4. (25) Naj bo V valj, katerega osnovna ploskev lezi v zy ravnini in ima sredis¢e v
izhodiscu koordinatnega sistema. Polmer osnovne ploskve naj bo R, visina valja pa h.
V matemati¢nih oznakah je

V={(z,y,2): 2°+3y* < R*,0< z < h}.

/ zdxdydz
v (22 2+ 22)32°
Resitev: Uvedemo cilindricne koordinate in racunamo
zdzxdydz rdr
/v <x2 + y2 + 22)3/2 o / d¢ / zdz / ,,,2 + z2 (2 1 -2)3/2
= 27- zdz | ———
[ (),

o [ (- )
= 7T~ z S —
0 z R?% 4 22

a. (15) Izracunajte

0

h VA
= 47T 1—7 dZ
/o < \/R2+z2>
h
= 47?(2—\/R2+22>
0
_ 4W<R+h—\/R2+h2).

Ocenjevange:
— Cilindricne koordinate: 3 tocke.
— Meje: 3 tocke.
—  Fubini: 3 tocke.
— Integriranje: 3 tocke.

— Rezultat: 3 tocke.

b. (10) Izracunajte
22dxdydz

v \/:1:2+y2—|—z2'

Kot znano upostevajte

/ AVR2 4 22dz = (z'\/R2 + 22 (R2 +2z2) — R'log (z+ V R? +22)) .

|~
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Resitev: Uvedemo cilindricne koordinate in racunamo

2 2 h R
/ z*drdydz _ dgb/ szz/ rdr
v /a? + oyt 22 0 0 0o Vri+4z?
h
= 27r-/ 22 (\/R2+22—R> dz
0

3

— or. % (2R108 (R) — 2R10g (R + V2R) + 6V2R)

Ocenjevange:

— Cilindri¢ne koordinate: 2 tocki.
— Meje: 2 tocku.

—  Fubini: 2 tocki.

— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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