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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5 in vsaka je vre
tock.
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1. (20) Funkcija f(z) na intervalu [—7, 7] naj bo definirana z

sinz za—g<x<§

™

1
. B) zZa T = b)
flz) = —% za T = —7%
0 sicer.
Graf te funkcije je na spodnji sliki.
y

a. (10) Pokazite, da je

1. 1 <= 2n cos(nm/2)
f<$>2551nx—;;712—_

sin(nz) .

Utemeljite, zakaj velja zgornji enacaj za vse x € [—m, |

Resitev: Funkcija f(zx) je liha, zato je a,, =0 zan =0,1,.... Zan =1 dobimo

1 7'('/2 5 1 U ]_
bl:_/w/QSin xdx:%/ (1—005(2x))dx:§.

Za n > 1 racunamo

1 2
b, = —/ sin z sin nz dx

T J_x/2
1 w/2

= —/ [cos((n — 1)x) — cos((n + 1)z)] dz
m™Jo
1 [sin((n — 1)) sin((n+1)z) /2
s n—1 n+1 0

Pri vstavljanju upostevamo
sin((n — 1)7/2) = —cos(nm/2) in

sin((n+ 1)w/2) = cos(nw/2)
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Ko izpostavimo, dobimo

1 1 1 _cos(nm/2)  2n
bn—W(—Cos(mr/Z)-(n_l+n+1))—— - B

Fourierova vrsta konvergira v vsaki tocki proti funkciji f(x), ker je f odsekoma
zvezna in odskoma zvezno odvedljiva in velja za vse x € [—m,mw| (f(z+) +

fl@=))/2 = f(x).

Ocenjevange:
— Lihost in a,, = 0: 2 tocki.
— byi: 2 tocki.
— Razcep produkta: 2 tocki.
— bp: 2 tocki.

— Konvergenca: 2 tocks.

b. (10) Uporabite zgornjo Fourierovo vrsto za izra¢un vsote neskoncne vrste

i 24k +2) 2.2 2.6 210

e 4k+2 1 T2 1 e_1 1°-1

Resitev: V Fourierovo vrsto zgoraj vstavimo x = /4. Na levi dobimo sin(mw/4) =
V2/2. Na desni dobimo

V2 1 X 2ncos(nm/2) |
) e e G
n=2
2 1 22 2.6 2-10
:£ _ _<_ + _ _|_)
4 T 22—-1 62—-1 102-1

Torej je vsota vrste enaka \/§7T/4.

Ocenjevange:

— Sklic na konvergenco za vse x: 2 tocki.
— x =m7/4: 2 tocki.

— Ostanejo samo lihi ¢leni: 2 tocki.

— Urejange: 2 tocki.

— Vsota neskoncne vrste: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo
(1 — cos(xy))e¥ .

Y

f(x,y) =

Definiramo

F(z) = /0 " i) dy.

a. (10) Pokazite, da je

x
Fl(z) = )
(z) 1+ 22
Utemeljite vase korake.
Resitev: Ker je
2 (2 y) = sin(ay)e
oxr "’ ’
integral
— d
o (z,y)dy

enakomerno konvergira za vse x, zato je funkcija F(x) odvedljiva in velja

/ — Oog — > —Y o}
F(x)—/o a‘,E(:zc,y)dy—/o e Ysin(xy)dy.

Racunamo
I = / e Ysin(zy) dy
0
= —e Ysin(zy)| + :L’/ e Y cos(xy) dy
0 0
=z (—ey cos(zy)| — ZL‘/ e Ysin(zy) dy)
0 0
= z—2°1.
Sledi .
=
1+ a2
Sledi .
Fl(z) =
Ocenjevange:

— Parcialni odvod: 2 tocki.

— Omejenost: 2 tocki.

— Enakomerna konvergenca: 2 tocks.
— Integriranje per partes: 2 tocks.

— Rezultat: 2 tocki.
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b. (10) Izracunajte F(x). Utemeljite vase korake.

Resitev: Funkcija
1 — cos(zy)

Y

je omejena in ima limito 0, ko y | 0. To pomeni, da integral enakomerno
konvergira za vse x, zato je zvezna funkcija za vse x. Za x = 0 dobimo F(0) = 0.

Sledt

F(z) = F(0) + /0m F'(u) du = %log(l +u?)|E = %log(l + 2%).

Ocenjevange:

— Zveznost v x = 0: 2 tock:.
— Newton-Leibniz: 2 tocki.
—  Vrednost v x = 0: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Funkciji y(t) in 2(t) za t > 0 zadoscata enacbama

y'(t) = 2y(t) —=2() +1
2(t) = 4dy(t) —2z(t) +t

Predpostavite, da je y(0) = 0 in 2(0) = 1.
a. (10) Pokazite, da velja

sLy(s) = 2Ly(s) — Lz(s)+
sLz(s) = 4Ly(s)—2Lz(s)+ 5 +1

Resitev: Uporabimo Laplaceovo transformacijo in upostevamo pravila.
Ocenjevange:

— Transformacija prve enacbe: 2 tocki.
— Transformacija druge enacbe: 2 tocki.
— Upostevanje pravila za odvode: 2 tocki.
— Transformaciji lin t: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
b. (10) Dolocite funkciji y(t) in z(t).

Resitev: V prvem delu naloge smo dobili sistem enacb za Laplaceovi transforma-
ciji. Resimo sistem linearnih enacb in dobimo

1 2
Ly(s) = —ata
m 5 1
£Z<8):——4+?—?+g
Vemo, da je inverz s~" enak
tn—l
(n—1)!
Preberemo
B,
£ =——+t
y(t) 5
m 5 g
t t
ty= ——+ — —2t+1.
2(t) 3 + 5 +
Ocenjevange:

— OpaZange, da gre za sistem linearnih enacb: 2 tocki.
— Resitev sistema: 2 tocki.

— Razvrstitev po potencah: 2 tocki.

— Inverzne Laplaceove transformacije: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Naj bo funkcija f(¢) dana kot

a. (10) Pokazite, da je

Resitev: Funkcija je soda. Racunamo

Ff(s) = \/%/oo F(t) e dt

= 2 — |¢]) cos(ts) dt

4\/ 27

= (2 —t)cos(ts) dt

2\/5
1 ((2—75) sin(ts)|® 1 /2 , )
+ . sin(ts) dt

2V 2w S

el

0
1 1 — cos(2s)

N

B 1 1 —cos®s +sin’s
= o . 2
1 2sin’s
= o R

1 sin? s

V2T 52

Ocenjevange:

— Definicija Fourierove transformacije: 2 tocki.
— Sodost: 2 tocki.

— Meje integriranja: 2 tocki.

— Per partes: 2 tocki.

— Adicigski izrek in rezultat: 2 tocki.

b. (10) Z uporabo inverzne transformacije izracunajte
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Utemeljite Se, da je

. 2
> [/sin s
ds=m.
oo U S

Resitev: Funkcija F f(s) je zvezna in zvezno odvedljiva, zato je po inverzni for-
muli

1 > its .
= / S FS(s)ds = (1)

za vsak t. Vstavimo in sledi

1 e sin s 2

— s ——) ds=f(t).
Ce wvstavimo t = 0, je ™ = 1, torej je

1 © /sins\? 1

— ds = f(0)=—.

2 J_ s s = f(0) 2
Sledi

/ sin s ds — 7
oo S

Ocenjevange:

— Inverzna formula: 2 tocki.

— Upostvanje integrabilnosti: 2 tocki.

— Konvergenca inverzne formule po tockah: 2 tocki.
— t=0: 2 tocki.

— Rezultat integrala: 2 tock:.
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5. (20) Naj bo f(z) periodi¢na funkcija s periodo 27, ki je na intervalu [—m, 7] dana z

f() = cos(ua).

a. (10) Dokazite, da je Fourierova vrsta za f(z) enaka

sin(pum) Zu sin(pm) i - cos(nz)
Hr me P .

Utemeljite, zakaj ta Fourierova vrsta konvergira proti f(x) za vsak z.

Resitev: Nagprej ugotovimo, da je f(x) soda funkcija, torej je b, = 0 za vse
n > 1. Racunamo

ag = — cos(px) dr =
TJ s

1/” 2sin(p)
m
1/”
a, = - cos px cosnx dx
T

1
= 2—/ [cos(pn + n)x + cos(p — n)x] dz

o sin ,LH—n sm
a { p+n | I,
B 1 2 sin pm cos nw 251n WTT - COS T
B 27T( w+n * n—mn
—1)"sinpumr, 1 1
- ( )7'(' <u+n+,u—n)
2(=D)"sinpur
T 2 —n?’

)

Funkcija f(z) je zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, Fourierova vrsta torej
konvergira proti f(x) za vse .
Ocenjevange:

— Ugotovitev, da je funkcija soda in by = 0: 2 tocki.

— Predstavitev cos px cos nx s kostnusi: 2 tocki.

— Izracun by, : 4 tocke.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.

b. (10) Ce v Fourierovo visto v a. vstavimo z = 7, predpostavimo g € (0,1) in
delimo s sin g, dobimo

1 2 u
ctg(pm) = — + — SRR
[ (el i
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Pokazite, da za p € (1/2 — a,1/2 + a), a < 1/2 vrsta na desni enakomerno
konvergira v u. 7 integriranjem po ¢lenih pokazite, dajezax € (1/2—a, 1/24«)

log(sin mx) = log(2x) + Z {log(l — %) — log(1 — 4_712)

n=1
Resitev: Dovolj je pokazati, da je na danem intervalu funkcijska vrsta ma-
jorizirana s konvergentno vrsto. Ker je |u| < 1 dobimo zan > 1

1
nz—1"

I
12 — n?

Vrsta na desni konvergira. Zato lahko integriramo ¢lenoma. Dobimo

¥ 1
/ ctg(pm)dp = ;log(sinwx)

1/2
1 & 2/
= log(2x) + — / dp
an:; 1/2#—"2
TS S
== O .I’ — (o) 0 _
g( 7 2 g(1 g n2

Ocenjevange:

— Enakomerna konvergenca: 4 tocke.
— Integriranje leve strani: 2 tocki.
— Integriranje desne strani: 2 tocki.

—  Ureditev: 2 tocki.

10



