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Matematika 4
Pisni izpit
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Navodila

Pazljivo preberite besedilo naloge, preden se lotite resevanja
na papirju, kjer so naloge. Nalog je 5 in vsaka je vre
tock.
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1. (20) Funkcija f(u) naj bo periodi¢na, na intervalu [—m, 7| pa naj bo f(u) = |ul.

a. (10) Razvijte funkcijo v Fourierovo vrsto in utemeljite, da ta vrsta povsod kon-
vergira proti f(u).

Resitev: Funkcija je soda, zato bo b, =0 za vse n > 1. Racunamo
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Opazimo, da so a, razlicni od 0 samo za lihe n. Funkcija f(u) je odsekoma
zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva in povsod velja f(u+) = f(u—) = f(u),
zato Fourierova vrsta konvergira proti funkciji f(u). Zapisemo lahko

Ocenjevange:

— Sodost: 2 tocki.

— aqg: 2 tocki.

— Integracija per partes: 2 tocki.
— anp: 2 tocki.

— Utemeljitev konvergence: 2 tocki.

b. (10) Utemeljite, da vrsta enakomerno konvergira in jo lahko ¢lenoma integriramo.
Integrirajte na intervalu [0, z] za > 0 in uporabite rezultat za izracun vrste
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Resitev: Cleni v vsoti so majorizirani s konvergentno wvrsto, zato vrsta enako-
merno konvergira. Z integracijo po [0, x] dobimo

> om 4i sin(2k + Da
2 2 n& C(2k+1)3

Vstavimo x = w/2. Za sode k dobimo sin(2k + 1)x = 1 za like pa sin(2k + 1)z =
—1. Sledi

™ w4 i (—1)*
8 4 mi (2k+ 1)
Vsota vrste je w/32.

Ocenjevange:

— Majoriziranje: 2 tocki.

— Enakomerna konvergenca in utemeljitev integracije po élenih: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— x=m7/2: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
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2. (20) Naj bo funkcija F'(z) dana kot integral s parametrom
> cosxydy
F(x) = —
) /oo (1+y%)?
Kot znano privzemite, da je
/°° cos zy dy el
—— =mqe "
e
a. (10) Pokazite, da je

Fl(z) = 22 ¢l |

Utemeljite vse vase korake.

Resitev: Ce izraz pod integralom parcialno odvajamo po x, dobimo

—ysin xy

1+y%)?
Ta izraz je majoriziran z 1/(1 + y?), zato enakomerno konvergira, kar poment,
da je F(x) odvedljiva v vsaki tocki. Velja torej
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Ocenjevange:

— Parctalno odvajanje: 2 tocku.
— Majoriziranje: 2 tocki.

— Per partes: 2 tocki.

—  Vstavljange: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.

b. (10) Najdite F'(x). Kot znano upostevajte, da je

/°° _dy o7
coo (L2227

Resitev: Za x =0 je
Velja

Funkcija F(z) je soda.

Ocenjevange:
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— Vrednost v x = 0: 2 tocki.
— Newton-Leibniz: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Sodost: 2 tocki.

—  Rezultat: 2 tocki.
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3. (20) Dana naj bo enacba

y(t)=1-— %(et —e +/0 (1+w)y(t—u)du.

a. (10) Izracunajte

za s > 1.

Resitev: Ugotovimo

m - )
/ e te st dt =
0 1+s
Sledi . .
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£ (5 =e) =5
Ocenjevange:

— Prvi integral: 2 tocki.
— Drugi integral: 2 tocki.
—  Zdruzevange: 2 tocki.
— Poenostavitev: 2 tocki.

— Rezultat: 2 tocki.
b. (10) Poiscite funkeijo y(t).

Resitev: Potrebujemo Se Laplaceovo trasformacijo funkcije
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Integral v enacbi je konvolucija dveh funkcij. Na obeh straneh enacbe uporabimo
Laplaceovo transformacijo. Dobimo

1 1 s+1
Ly(s) =~ ~ =

— T Ly(s) -

Iz tega sledi, da je

s 1/ 1 1
L = = - )
y) =75 2(3—1+s+1)

Razberemo, da je
1
y(t) = S +e).

Ocenjevange:

— Ideja z LT: 2 tocki.

— Konvolucija: 2 tocks.

— LT poszamznih kosov: 2 tocki.
— LT: 2 tocki.

— Inverz in rezultat: 2 tocki.
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4. (20) Funkcija f(¢) naj bo dana s predpisom

1—t| zalt] <1,

f(t) = { 0 sicer.
a. (10) Pokazite, da je
4 sin?(s/2)
V2T s '

Kot znano privzemite, da je 1 — cos s = 2sin?(s/2).
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Resitev: Funkcija je soda, zato bo
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Ocenjevange:

— Sodost: 2 tocki.

—  Formula: 2 tocki.
— Per partes: 2 tocki.
— Namig: 2 tocki.

b. (10) Po definiciji je
G0 = [ fescndn= [ k.

-1

Z uporabo inverzne formule in formule za Fourierovo transformacijo konvolucije
izracunajte
/ > sintu du
—
e U

Privzemite, da je konvolucija f % f v vsaki tocki zvezna in odsekoma zvezno
odvedljiva.
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Resitev: Vemo, da je
F(f#1)(s) =V (Ff(5) .

torej

1 16sin*(s/2)
V2T s4 '

Ker za konvolucijo velja inverzna formula (konvolucija je zvezna in odsekoma
zvezno odvedljiva) in je Fourierova transformacija soda, je

F(f*f)s) =

1 [® 1 16sin(s/2)
R

(f * f)(0 ds

Po drugi stani je
2

(f+HO) =5

Vintegralu na desni uvedemo u = s/2 in sledi

2 1 0 4
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Sledi

Ocenjevange:

— (f = £)(0): 2 tocki.

— Fourierova transformacija konvolucije: 2 tocks.
— Inverzna formula za konvolucijo: 2 tocki.

— Nowa spremenljivka: 2 tocki.

— Sklep in rezultat: 2 tocki.
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5. (20) Funkcija M (z) naj bo definirana s potenéno vrsto

> k

M@) =3 G

k=0

kjer je (b)g = 1in (b)y = b(b+ 1)(b+2)---(b+ k — 1) za k > 1. Privzemite, da je
b> 0.

a. (10) Poiscite konvergencni radij zgornje potencne vrste in izpeljite, da je
aM"(z) + (b—x)M'(z) — M(x) =0.
Utemeljite vase trditve.

Resitev: Nagprej izracunamo

(b)x
(b)k+1

Radij konvergence je torej R = oco. Potencéno vrsto lahko odvajamo po clenih in
dobimo
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Sestejemo in dobimo
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Ocenjevange:

— Radij konvergence: 2 tocki.

— Prvo odvajanje po ¢lenih: 2 tocks.
— Drugo odvajange po ¢lenih: 2 tocki.
— Manipuliranje z vrstami: 2 tock:.

—  Zbrani koeficienti: 2 tocki.



Matematika 4, 2011/2012, T. Novak, A. Peperko, M. Perman, D. Rupnik-Poklukar, H. Zakrajsek, J. Zerovnik

b. (10) Naj bo b > 2. Pokazite, da je

AU@::®—1XAI&%1—®b2&.

Utemeljite vase korake.

Namig: Izpeljite z integracijo per partes, da je fol th(1 —t)>=2dt = m

Resitev: Vemo, da je e = Y72, % Vstavimo to vrsto v zgornji integral in
dobimo
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Zamenjali smo neskoncno vsoto in integral, kar lahko, ker je vrsta majorizirana

ZY o %, ki seveda konvergira. Dokazimo se namig. Racunamo
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Ocenjevange:

— Razvoj eksponentne funkcije: 2 tocki.

— Utemeljitev zamenjave seStevanja in integriranja: 2 tocki.
— Integriranje: 2 tocki.

— Primerjava vrst: 2 tocki.

— Dokaz namiga: 2 tocki.
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