Testiranje hipotez

11.2.1 Prilagoditveni neparametriéni test >

Domnevamo, da vzor¢no porazdelitveno funkcijo F,
(x) lahko opi§emo s teoreti¢no porazdelitvijo F), (x) .
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Uporabimo statistiko:

_ghnt

0

(n - nplu)Z

i:l np;,

#°(n — ) = hi-kvadrat porazdelitev s :
k=r-1-1

prostostnimi stopnjami.

11.2.3 Preverjanje neodvisnih vplivov
Hipotezi H,, in H, zapiSemo v obliki:

HO(p[j :p[pj)’ Hl(p[j ¢p[pj)

Uporabimo statistiko:

% zz(n - )2 c ZC:( ”pyo)z

i=1l j=1 n’]o =l j=1 npyo

Ki ima porazdelitev y? z k=(r-1)(c-1) prostostnimi
stopnjami.

Kontingencna tabele za preverjanje neodvisnosti:
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11.2.4 Preverjanje homogenosti skupin
Hipotezi H,, in H, zapiSemo v obliki:
H, (pl,‘/ =Py == pv,‘/‘) za vsak j
Hy(p,; # p,;) zavsajeno trojicoi, j,k
Uporabimo statistiko:
vk —
( & )z _ (”y np; )z
pey Yl gyt Pl
oA My, EWERRLU2

Statistika y? ima porazdelitev 42 z (v-1)(k-1) prostost-
nimi stopnjami.

Kontingenéna tabele za preverjanje homogenosti:

Kriterij
Y1 Yo oo W i
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Xy | Mg My e My, M9x=1y P.j, = »
Xp | My ngp ... ong | npEm
My = Miw Py
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11.2.5 Test enakosti dveh normalnih pojavov
Hipotezi H,, in H, zapiSemo v obliki:

HO(mlsz) ) HO(GIZO-l)
Hl(ml # mz)

7= Ky Xedy

Nolln+ciln, s?
F=

Tt = <X1>,,1 _<X2>nz

SEIn +S2n,

Poglavje 12

Analiza variance

12.1 Osnovni pojmi

Pogosto imamo opraviti z analizo sistemov na katerih
stanje in dinamiko hipoteti¢no vplivajo razli¢ni
parametri.

Obraba orodja: razli¢na oplaséenje rezalne plo$¢ice

Storilnost: razli¢ni delavci
Trdnost jekla: razli¢ni odstotki primesi mangana

Namen je ugotoviti znacilnost vpliva izbranega
parametra na povprec¢no vrednost stanja sistema.

Parametre, katerih vpliv analiziramo imenujemo
faktorji vpliva.

Vrednosti posameznega parametra, ki jih Zelimo
preveriti imenujemo nivoji faktorja.

Analiza vpliva enega faktorja

V primeru, dvonivojskega faktorja za analizo
uporabimo Ze poznane metode.

V primeru, ve€ nivojskega faktorja pa uporabimo
analizo variance.

Za izvedbo analize variance je potrebno predhodno
opraviti nakljucni poskus, ki se v sploSnem sestoji
iz naklju¢ne priprave vzorcev in izvedbe meritev.

Izide meritev predstavimo v tabeli:

Meritev

[ .
S|V | XpeeaXy ool X
S| 1 1nl
S
3
SV KX Xini
S
2
Sl v [ xx, %,

Grafi¢ni prikaz meritev naklju¢nega poskusa:

Skatliéni diagram

max.
E 3/4 tretji kvartil
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E min.
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Indeks nivoja




12.1 Analiza variance

Analiza variance ali zasnova poskusa z enim faktorjem
vpliva.

Predpostavimo da imamo r nivojski faktor vpliva. Izide
x;; nakljuénega poskusa predstavimo v tabeli:

Meritev
1.o...j.... n

SV [ XXy e Yy
:

3

:: Vi i1 Xij X1ni
S ..

2

S Ve X - xrj Xy

Izidi poskusa x; nam predstavljajo realizacijo naklju¢ne
spremenljivke X .

Vpliv faktorja opiS§emo z r vzorénimi povprecji po
posameznih nivojih faktorja:

<X‘.>=lix,j =m, i=1..r
n

i J=l

V sploSnem je m=m,

Zanima nas ali so te razlike posledica nakljucja ali
vpliva faktorja.

Postavimo domnevo oziroma hipotezo, da faktor nima

vpliva:
Ho(my=my=---m,)

Poleg tega predpostavimo:

1) Naklju€na spremenljivka X je normalno
porazdeljena s std o

2) Vzor€ne variance glede na nivo faktorja so
enake oziroma o; = o;.

Testiranje hipoteze H, ob predpostavkah 1 in 2
imenujemo analiza variance.

Ime analiza variance izvira iz dejstva, da je postopek
analize zasnovan na razcepitvi odstopanj vzor¢nih
vrednosti od vzorénega povprecja celotne skupine.

Vzoréno povprecje spremenljivke X po vsej skupini
opredelimo z izrazom:

l r n; l r
<X> =;ZZ% =;Z”fmf =m
i1 j=1 i=1

kjer je:

Odstopanje X od m lahko zapisemo:

xi/‘7’”:xi/"mi+mi*m:(xi/*mi)+(mf*m)

S tem odstopanje x,,— m sestavimo iz:

x,—m; odstopnaja x; 0d vzorénega povprecja m; po i-
tem nivoju faktorja in

m;—m odstopanja vzorénega povprecja m; po i-tem

nivoju faktorja od celotnega povprecja m

Kot statistiko odstopanja celotne skupine izmerjenih
vrednosti x; od srednje vrednosti m uporabimo vsoto
kvadratov posameznih odstopnaj:

2

=33 - =35 [l —m G, )]

i=1 j=1 =1 j=1

[(xv 7m,)2 +2(x‘./ —m, Xm, 7m)+(m‘ 7m)2]

roon

=1 j=1

Drugi ¢len v tej vsoti je:

]

o

ZZ(’% *ml)(m, -m)= : (m, 7m)2(xi/ 7m‘):0

=1 j=1 i=1 j=1




Tretji Clen pa lahko zapiSemo v obliki:

ron

33, —m)’ :z(m —m)?

i=1 j=1

Z upostevanjem obeh izrazov statistiko ¢ zapiSemo v
obliki:

0= n,(m=m)+ 33 (v, =m )} =0, + 0,
i=1 i=1 j=1
Kjer je: ,
2
0,=3 n(m ~m)
i=1
Posledica odstopanj vzorénega povprecja i-tega nivoja
faktorja m; od celotnega povprecja m.

roon

0, =ZZ(xy—mi)2

i=1 j=1
Posledica odstopanj izmerjenih vrednosti x;; od
vzorénega povprecja i-tega nivoja faktorja m,.

Na osnovi opredeljenih naklju¢nih spremenljivk O, Q,
in 0, , ki so doloCene z vrednostmi x;; nakljucne

spremen- ljivke X lahko vplejemo naslednjo statistiko:

F= O(n—k) _if

Qz(rfl) - Sz2
kierjeS7 =0, /(r-1)inS2 =Q, I(n—k) .

Pri vrednosti statistike:

_ Q1(n7r)
ot

je celotno odstopanje Q v vecji meri posledica odstopanj
Q, oziroma vzor¢nih povprecij m; i-tih nivojev faktorja od
celotnega povprecja m .

Z drugimi besedami celotno odstopanje Q je v ved;ji
meri posledica m,= m, # m oziroma vpliva faktorja.

Kerso O, O, in O, , funkcije naklju¢ne spremenljivke X
za statisti¢no ovredntenje hipoteze:

Ho(my=my=---m,)
potrebujemo porazdelitev statistike:

F= O(n-r) _ if
Qz(r_l) 522
Za katero lahko ob upostevanju predpostavk 1) in 2)

pokazemo, da ima Snedekorjevo ali F porazdelitvijo s
prostostnima stopnjama u=r-1in v=n-r.

S poznano porazdelitvijo statistike F in podanega
tveganja a lahko na osnovi enacbe:

P(F> [, ,.)=
Dolo¢imo spodnjo mejo intervala zavracaja:
Se = (furar®)
Za izraCunano vrednost statistike:
feSe=fiar®)

Hipotezo H,(m, = m, =---m,) zavrnemo.

Rezultate racuna pri analizi variance prikazemo v
Tabeli analize variance:

Vsota Stevilo
Odstopanje | kvadratov | prostostnih | Srednji kvadrat | Statistika
odstopanj stopnen odstopnaj
Med nivoji 0, 1 S2=0,/(-1) | F=S2S;?
Znotraj nivojev 0, n-r S,2=0,/(n-r)
Celotno 0 n-1 §°=0/(n-1)

Pri tem za raCunanje uporabimo izpeljanke:

oS5t (55 )

i=1 j=1 i=1 j=1




Primer : Enotedenski zapis storilnosti treh delavcev je
podan v tabeli:

Dan
1 2 3 4 5
D |20 19 21 22 22
D, |19 18 21 22 23
Dy |21 20 22 19 20

Delavec

Zanima nas ali lahko s stopnjo tveganja 0.05 sklepamo,
da so delavci enako ucinkoviti:

Ho(my=my=---m,)

Iz podane tabele, dolo¢imo srednje vrednosti koli€ine
izdelkov in vsote kvadratov za vsakega delavca:

1 n
i m; :;ijlx’/ ,:1)65
1 20.8 2170
2 20.2 2055
3 20.4 2086

IzraCunamo srednjo vrednost in vsoto kvadratov za
celotno skupino:

r

m=13%"m, =20.467 Zixj = 6311
L=

i=1 j=1

Dolo¢imo vrednosti O, O, in O, :

Izra¢unamo srednjo vrednost kvadrati¢nih odstopanj:

S12 =&=@=0.365

r—1

2

5= % _28_,05

n—r

12

Vrednosti predstavimo v tabeli analize variance

0= zzyc; —nm? =6311-15-(20.467)° = 27.529 Vsota Stevilo
s Odstopanje | kvadratov | prostostnih | Srednji kvadrat | Statistika
0, =Y nm? —nm? = 6284.2-15.20.467° = 0.729 odstopanj | stopnen | odstopnaj
1~ it - . . = V.
pe=y Med nivoji | 0,=0.729 | r-1=2 52=0.365 | f=0.163
Znotraj nivojev | 0,=26.80 | n-r=12 S,2=2.233
=0-0,=268 2 2
0, =0-0, Celotno | 0=27.529| n-1=14 $2=1.966
Ker:

Vrednost statistike:

S2
£=2L-0.163
S;

Iz tabele z porazdelitev F dolo¢imo kriti€éno vrednost pri
stopnji tveganja 0.05:
fw;a = fz,12;o,05 =3.885

Pripadajodi interval zavracanja:

S, = (fy 100 ) = (3.885,00)

£=0163¢S, =(f,,,.)=(3.885,x)

Ni€elne hipoteze o enaki ucinkovitosti vseh treh

delavcev:
Hy(my =m, =my)

ne zavrnemo.

Ceprav je povpreé&no $tevilo izdelkov prvega delavca
vecje od ostalih dveh je razlika ni dovolj znacilna, da
bi lahko sklepali o njegovi vedji storilnosti.




To nakazuje tudi podatek, da se srednje vrednosti
nahajajo znotraj podrocja, ki ga pokriva gostota
porazdelitve povpre€nega Stevila izdelanih izdelkov:

Sy ()= N(m, S, 1[n))

Poglavje 13

Cenilke Funkcij

13.1 Osnovni pojmi

Opazujemo naklju¢ni pojav, ki ga opiSemo z dvema
nakljué¢nima spremenljivkama X in Y.

V nekaterih primerih lahko opazimo:

S |

Opazeno vzroéno povezanost med naklju¢nima
spremenljivkama X in Y je v takem primeru smiselno
opisati analiticno.
Y &
g(x)+z ° oy ]

£() oowe v =g(x)

Za izbrani x lahko zapiSemo:

y=g(x)+z

Za izbrani x imamo lahko razli¢ne y, in razlicne
razlike z-g(x).

X, Y in Z so nakljuéne spremenljivke in v sploSnem
lahko povezavo med X'in Y zapiS§emo:

Y=g(X)+Z=Y.+Z

Kjer Y.=g(X) imenujemo cenilka funkcije ali prediktor
medsebojne odvisnosti spremenljivk Xin Y.

V sploSnem lahko danemu y-nu ustrezata razlicna
glx)inz.
Za enoli¢no dolocitev g(x) in z je potrebno podati

dodatni pogoj, ki ga morata izpolnjevati g(x) in z .

Pogoj minimalne povprecne vrednosti kvadrata
razlike:

E[z?]= €|y -} |= 4 = min

Z?imenjemo tudi kvadraticna napaka ocene.




Povprecéno kvadrati¢no napako A2 lahko zapiSemo:
& ~g[z?]-ely-vy]
= [[G=2@) fir(x ) dxdy = 1(g(x))
Naloga je poiskati funkcijo g(x) pri kateri je 7(g(x)) in s
tem A2 minimalen:

g,(x) > I(g,(x)) = min

g,(x) dolo¢imo z variacijskim postokom.

Dolocitev optimalne cenilke funkcije g (x) :

Predpostavimo, da je g, (x) funkcija pri kateri je
integral:

1(g,(x)) =1, = min
Poljubno neoptimalno funkcijo lahko zapiSemo z:

g(x) =g, (x)+ ()

Kjer dg(x) predstavlja dodatek ali variacijo funkcije
gx) -

Z uvedbo variacije velja neglede na obliko variacije:

1(g(x))=1(g, (x) + 5 (x))= I(g, (x))

Variacijo dg(x) lahko zapi$emo v obliki:

5 (x) =&-h(x)

kjer z £ opiSemo amplitudi z /(x) pa obliko variacije g(x).

Z uporabljenim opisom variacije postane /(g(x)) funkcija
amplitude ¢:

1(g(x)=1(g,(x) + eh(x))
Pogoj za minimum je zato podan z:

al|
o€

-0

=0

V ta namen odvajamo integral:

1(g,(x)+&h(x)= [[ (v g,(x) + ()] fy (x, ) dxd y

Z odvajanjem in upoStevanjem pogoja dobimo:
ol

o€

= 2[[(v=g, (A(x) iy () dxdy =0

iz Cesar nadalje velja:
[[9h(x) £ (e, y)dxd y = [ g, (Vh(x) fry (x, ) d
= [ g, (X)) £, (x)dx

Ce upostevamo da velja:

fw(xly)zfyp((ylx)fx(x)

Lahko zapisemo:

[[3100) frr 010 £ (¥) d xd y =[ g, () h(x) £ (x) d x

Gornja enacba je ispolnjena za poljuben A(x) ce je:

2,00 = [y (1) dx =E[Y [ X =]

Pogojno povprecje predstavlja optimalno cenilko, ki
minimizira kvadrati¢no napako.




Do enekaga pogoja pridemo tudi, ¢e ocenimo to¢kovno
optimalno cenilko pri danem x :

Pri danem x je statisticno povprecje kvadrati¢na
napake podana z:

8 =E|y-v, 71
Minimum je podan z:
2E[(Y|x-Y,)]=E[r|a]-Y. =0

Iz Cesar sledi:
Y. =E[Y| X =x]

Ocena pogojnega povprecja v primeru diskretne
spremenljivke

Zapis gostote verjetnost diskretne spremenljivke

Opredelimo enotsko stopni¢asto funkcijo U(x) :

0,zax<0 u) |
U(x)= 1o
1,zax>0

S pomocjo U(x) lahko izrazimo kumulativno porazdeli-
tev verjetnosti F,(x,) diskretne spremenljivke X; :

Fo() =2 pU(x=x)

Fy(x)

Gostota verjetnosti je opredeljena z:

FX d n n d
=X -__ U(x—x)= —U(x—x,
Sx(x) . dx%:p, (x-x) ;p,dx (x-x)
Posredno preko integrala vpeljemo z:
i 0,zax<0
U(x)=|8()dt=
() ;'; g {1, zax>0

simboli¢no podamo odvod stopnic¢aste funkcije U(x):

50) dU {0,zax<0

0, za x>0

Kjer z &x) oznacimo Dirakovo funkcijo, ki jo grafi¢no
ponazorimo :

S(x)=o
U(x)

Povrsina =1

0 x

Z upostevanjem lastnosti Dirakove funkcije lahko
gostoto verjetnost simboli¢no zapiSemo:

F 4 d d
fx(x):ﬁ:;p,EU(Xfxi):;pié’(x*x,)

Pogojnega povprecja v primeru diskretne
spremenljivke

Podana je mnoZica izmerjenih tock {X; Y, ; i=1,...,n}

Splosni izraz za empiri¢no povprecje je podano z:

(BOCT) =23 b 3,) = [[ 1) f o (1) 8l

Iz Cesar sledi:

o (609 =%ﬁ§(x—x,-)6(y—y,)




S pomocjo izraza za f,(x,y) lahko formalno izrazimo
gostoto pogojne verjetnosti:

Znléxx*x)é,b}i}’i)
.fY|)((y|x): fXY(x’y) _=

fx(x) ié‘(xfxi)

In pogojno povprecje za Y| X=x:

iyic?(x—x‘)
Yo () =E[Y | X =)= [0y, (7 | 9)dy =5 ———
Zé‘(x—xi)

Pri oceni empiriéne gostote povezane fy, (x,¥) in
pogojne f,, (x/ y) verjetnosti nastopita dva problema :

1) pri vrednostih vzorénih to¢kah sta izraza
S (x¥) infy,, (x!y) zaradi nastopanja
Dirakovih funkcij singularna

2) lzven vzorénih toc¢k pa neopredeljena

Problemom se skuSamo izogniti tako da:

1) verzeli med diskretnimi tockami poskusamo
zapolniti na osnovi predpostavke o povezanosti
med merskimi to¢kami. To nas vodi do nepara-
metricnega modeliranja empiriénih povezav na
osnovi izmerjenih podatkov.

2) na osnovi poznavanja povezav predpostavimo
splosni model zakona.

Y=g(X,p)

Parametre p prilagodimo glede na podatke. V tem
primeru govorimo o parametricnem modeliranju

13.2 Neparametri¢na regresija

Tezavam z singularnostjo in nepovezanostjo merskih
podatkov se lahko izognemo ¢e Dirakovo &{(x)
funkcijo nadomestimo:

5(x) > w(x,o)

S(x)=

Povrsina =1 \ rSina =1

0 X 0 x
Kjer je w zvezna odvedljiva funkcije, ki izpolnjuje
pogoje funkcije gostote verjetnosti in o st. deviacija.

S tem privzamemo, da so naSa merjenja nenatancna,
Z raztrosom o .

Izraz za gostoto pogojne verjetnosti zapiSemo:

S W -3, Iy - 3,,0)
S0 = E—

ZW(x—xi,O')
i=1
Cenilka pa dobi obliko: n
> yw(x—x,0)
Ye(®) = [ oy 0 x)dy = 2 ———
ZW(x—x[,O')

i=1
Dobljeni izraz imenujemo neparametricna regresija.

13.3 Linearna regresija

Kadar opazimo, da so meritve naklju¢nih spremenljivk
Xin Y linearno povezane:

Yo

=
cenilko funkcije za Y_(X) podamo v obliki:

Y. =g.(X,p)=aX +b




Parametra a in b dolo¢imo tako, da bo kvadrati¢na
napaka:

N =E|y -7 P |=E|(r - ax -5} |= min

Y .
Izmerjene __

vrednosti Y

B Ocenjene
vrednosti Y,

Minimalno napako dobimo ob pogojih:

2
%:—2E[(Y—aX—b)X]:o
Oa
N
— =2E[(y-aX -b)]=0
-~ 2E[[Y -ax -b)

Kar nam da sistem enacb:
b=E[r]-aE[X]
0=E[(r —E[Y]-a(x —E[X))x -E[Xx])

Resitev sisteam nam da vrednosti parametrov a in b :

ye Cov[x,Y]
~ Var[x]
b= E[Y}%E[X]

S Cimer zapiS§emo izraz za linearno cenilko:

Cov[X,7]

Var[X] (X_ E[X])

Y. =E[r]+

Graf cenilke: Cov[X Y]
Yo = E[Y]JrW[X'](X—E[X])
Y Naklon= V\;[r)[i()]]]
E[Y]
E[x] X

Z upostevanjem izrazov za parametra a in b zapiSemo
izraz za kvadrati¢no napako:

A =E[(Y - ax -b)’]

- EKY E[Y}M(X - E[X])ﬂ

Var[x]
=(1-r) Var[y]
Kjer smo z r oznadili korelacijski koeficient:

Cov[X,7]

V=
JVar| X [Var|Y

Iz izraza za kvadrati¢no napako:
A =(1-r) Var[y]
Vidimo da je pri ¥=1 kvadrati¢na napaka A2=0.

= Povezava med X in Y je deterministicna oziroma
tocke lezijo na premici.

Y

/




Napaka je najvecja pri »=0 kadar sta ceniki nekorelirani.

Vrednost cenilke je takrat:

Y. =E[r]
Y. =E[r] r=0 Y. =E[y] r=0
Y Y
e e
(@) X ] X

Regresijska premica je primerna za ocenjevanje
medsebojne odvisnosti, ¢e je r = 0.75.
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