Poglavje 8

Linearne transformacije
nakljuénih procesov

8.0 Uvod

Mesto linearnih transformacij v eksperimentalnem stavku:
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8.1 Osnovni pojmi

X(t) H Y(t)

Y(t) = HIX()]
X(t) .... naklju¢ni proces, (vhodni signal), vhodna spre-
menljivka, vzbujanje sistema

Y(t) ... transformirani NP, (izhodni signal), izhodna spre-
menljivka, odziv sistema

H ..... simboli¢na oznaka za transformacijo oziroma vpliva
sistema, (operator)

Linearnost transformacije, sistema oziroma operatorja:

Predpostavimo, da imamo dvodimenzionalni naklju¢ni
vektor:

X = (xll Xz)

Transformacija oziroma sistem je linearen Ce za
operator H velja:

H(aX, +bX,)=aH (X,)+bH(X,)

H je homogen in aditiven = H je linearna transform.

Primer :
Y = H(Xl,Xz)z(Xf,Xzz)

H ni nelinearna transformacija

Naj bolj sploSen primer dvodimenzionalne linearne
transformacije H :

Y =H(X)
je opredeljena z enacbama:
Y, =h, X, +h, X,
Y, =h, X, +hy, X,

kjer so koefeicienti 0ij poljubna realna $tevila.




Ce ima X povezani verjetnost:
f><1,x2 (%, %;)
In €e obstaja inverzna transformacija:
G=H"
Je povezana verjetnost Y podana z:

9(9:,9,)
(Y1, Y2)

fuv, (V1 ¥2) = Fix, (0%, 0y (3, %)) =225

Pogosto ne obstaja inverzna transformacija G ali pa ne
poznamo:
fxl,x2 (le Xz)

poznamo pa, momente spremenljivke X s katerimi lahko
izrazimo momente spremenljivke Y :

Primer :
E[Yl]: hy, E[X1]+ hy, E[Xz]
E[Yz]: hy, E[X1]+ hy, E[xz]

Dvodimenzionalni primer lahko razsirimo na ve¢ dimen-
zionalne nakljuéne vektorje Xin'Y :

X =(X;, Xy, X))
Y =(Y,.Y,,....Y,)
kierjen=m.

Linearna transformacija je opredeljena z:

Y =H(X)

Analogno kot pri dvodimenzionalnem primeru, je
najsploSnej$a oblika linearne transformacije podana z
sistemom linearnih enacb:

Y1 = h11X1+h12X2+'”+h1nx
Y, =h, X, +h,, X, +---+h, X

Y, =h, X, +h,X,+--+h X,

Kjer so hij poljubna realna Stevila

Pri velikih n in m se posluzujemo matri¢nega zapisa:
Y1 hn hln X1
m m1 T hrnn X n

Kjer je:

Zapis

lahko razsirimo na $tevno neskonéno komponent oziroma
na diskretni nakljuéni proces, kjer posamezno
komponento izrazimo z vrsto:

<
I
DM
=
>
I
=
3

j=1

Pri tem predpostavimo, da vrsta konvergira za vsak i




Primer: vzoréno povprecje kot primer diskretne linearne

transformacije:
Y =X =) hX;

j=1
l n

=*ZXJ
n j=1

:Exl_f_lxz_}_..._}_lxn
n n n

8.2 Linearna transformacija zveznega procesa

Pri prehodu iz linearne transformacije diskretnega procesa
v linearno transformacijo zveznega procesa preide vsota

Yo =>g;X;; i=1...m
=1
v integral oblike:

Y =] _Xt)dg(tt)

Kadar je g(t,t") odvedljiva funkcija parametra lahko
zapisemo:

dg(t,t') =h(t,t)dt’
Iz Cesar sledi:

Y(t) = jt L X(Mhtdt

Pri tem h(t,t") imenujemo teZnostna ali impulzna odzivna
funkcija sistema.

8.2.1 Interpretacija impulzne odzivne funkcije h(t,t’) in
odziv sistema Y(t) :

V ta namen opredelimo enotsko impulzno funkcijo X(t) :

1/ AY,

t,—AL /2 t, t+At /2 t

(t—t) = /AL, zate (f — AL /2t + AL /2,
o 0, zate(t—At/2,t +At/2

Vrednost spremenljivke X (t) v tocki t; podamo z:

-K?"
X( T X(t)I(t-t)At

tt, t ot

Spremenljivko X(t) v odvisnosti od ¢asa pa sestavimo z

vsoto: X (0~ XX (1)1 (t-1)At

Ujemanje med vsoto in spremenljivko X(t) se veca z
gostoto delitve:

X (t) :H”LZ X (t)1(t—t,)At,
:IX(t’)ﬁ(t—t')dt'

Kjer je At-t):

S(t-t)dt'= lim 1(t-t)Ay

enotska impulzna ali Diracova funkcija.




Lastnosti Dirakove:
S(t-t)dt’

PovrSina=1 PovrSina=1

t-AL/2 ot ti+Ati/2t t
lim 1ttt = 5(t-t)dt

[o-tyar=1

Doloéitev odziva sistema Y(t) :

Predpostavimo, da enotski impulz &t-t')dt' pri ¢asu t' pov-
zro€i odziv sistema, ki ga v odvisnosti od ¢asa t opiSemo z
dg(t,t"). Tedaj formalno velja:

H[s(t-t)dt'|=dg(t,t') = h(t,t')dt’

kjer se:

dg(t,t') = h(t,t)dt

imenuje teznostna ali impulzna odzivna funkcija sistema H
in opisuje odziv sistema na vzbujanje z impulzno funkcijo 6.

Z upostevanjem linearnosti sistema in zapisa vhodne
funkcije X(t) s pomogjo posameznih enotskih impulzov je
odziv sistema Y(t) opredeljen z:

Y(© = HIX®]= H][ X )5 -t)at]
- [X©HE-1)dt = [ X(©)dg(t.t)

= j X (tHh(t,t)dt’

Pri tem X(t") obravnavam kot amplitudo impulza pri ¢asu t'.

h(t,t") za realne kavzalne sisteme:

Ker se realni sistem ne more odzvati predno je vzbujen
mora za realne sisteme odzivna funkcija h(t,t'), zados¢ati
pogoju kavzalnosti ali vzro¢nosti :

h(tt)=0,zat<t'

h(t,t') za sisteme s konstantnimi parametri:

so sistemi katerih struktura se ne spreminja. Matemati¢no
jih popiSemo s diferencialnimi enacbami s konstatntnimi
koeficienti.

Primer: Sistem mase, vzmeti in duSilke
my + by + ky = X (t)

kijer so m, b in k masa, karakteristika dusilke in vzmetna
konstanta, ki predstavljajo parametre neodvisne od ¢asa
oz. konstantne. X(t) predstavlja naklju¢no vzbujanje.

Sistem s konstantnimi parametri so ¢asovno neodvisni in
se na vzbujevalni impulz odzovejo vedno na enak nacin.

= Odzivna funkcija h(t,t"), je lahko odvisna samo od
od ¢asa nastopa t' oziroma razlike ¢asov t-t':

h(t-t), zat-t'>0

h(t,t") =
®.6) {h(t—t’)=0,zat—t’<0




Za ¢asovno neodvisne sistema odziv sistema Y(t) dobi
obliko:

Y (t) :IX(t')h(t,t’)dt'
= [ X@ht-t)dr
kjer je:

j“; X (t)h(t-t)dt

konvolucijski integral.

Za proces X(t), ki se je zacel za T pred ¢asom t opazovanja
procesa Y(t) je:
X(t)=0 zat'<(t-T)

in konvolucijski integral dobi obliko:
Y (1) :f’ X (t)h(t-t)dt’
=L X (t)h(t-t))dt’

S substitucijo t-t' = t, in dt = - dt;, dobimo: :

Y (t) = jOT X (t—t)h(t,)dt,

Primer : Povprecenja signala X(t) :
1 t r ’
Y(t):?jﬂ X (t)dt

je primer transformacije ali odziva sistema z odzivno
z odzivno funkcijo :

ht—t) = 1/T,za0<t-t'<T
10, zat drugod

8.2.2 Povezave momentov vhodnih in izhodnih
procesov:

1) Povpre¢na vrednost:
E[v ©]=E|[ X @)nee.t)dt |
kier je X(t") naklju¢na spremenljivka

Vrstni red linearnih operacij [ in E lahko ob izpolnjenih
pogojih konvergence integralov zamenjamo

zato velja:

E[Y (t)]:jE[x ), t)dt

=

da za E[Y(t)] ne potrebujemo porazdelitve povezane
verjetnosti spremenljivke Y.

2 ) Za korelacijsko funkcijo izhoda velja enaka ugotovitev:
EFY (1).Y (0)]= E[[[ X @h(t X (@)h(t. 1) dt dt
= [JEIX X )t th(t.t)dt dt;

Riv (t 1) = [[ R (G, )N EIN(E 1) dE dt

3. Krizna korelacijska funkcija:
E[Y (), X (t)]=E[[ X @)hct.t) dt X t,)]
= [EIX @)X @), t)dt;

Rix (t 1) = [ Re (1, t,)N(E, 1) d ]

Izrazi za momente dobijo Se bolj enostavno obliko v
primeru ¢asovno neodvisnih sistemov.




Povezave momentov za stacionarne procese in
¢asovno neodvisne sisteme:

V tem primeru velja:

1. E[X(t)] = E[X(t,*+t,)] = m = konst.,
2. E[X(t) X(t)] = E[X(L, +t5) X(t, +t5)] = Ryy(ty- 1),
3. h(t, t) =h(t;-t)

iz Cesar sledi:
E[Y (t)]= j E[X (t)]h(t,t)dt = mxjh(t—t')dt’
Z vpeljavo spremenljivke t-t' = z, dt' = dz:
E[Y (t)]=m, jh(z)d z = konst.

Integriral je neodvisen od ¢asa t

= E[Y(t)]= konst.

Podobno obravnavamo korelacijsko funkcijo:
EY ()Y (1)) = [[ R (€, )N DA ) dE dY
= [ Rux (& ~t)h(t—t)h(t - t;)dt;d;

S substitucijo t;-t,' = 7;, t,-t," = z,:

E(Y (L)Y (%)

= ” Rxx (tl -,-4L+ Z)h(Zl)h(Zz)d Zld Z,

= E[Y(t)Y(t)]= Ry (t,t))

1z izpeljanih izrazov za momente odziva sledi:

1. Linearni ¢asovno neodvisen sistem H pri transformaciji
stacionarnega procesa X(t) ohranja njegovo
stacionarnost.

2. Zaizratun momentov odziva Y(t) v sploSnem ne
potrebujemo poznati funkcije porazdelitve povezane
verjetnosti za spremenljivko Y.

8.3 Harmoni¢no vzbujanje linearnega sistema

Do sedaj smo obravnavali impulzno vzbujanje sistema.

V nadaljevanju nas zanima lastnosti odziva linearnega
sistema na vzbujanje oblike:

X(t) = acos(at + @)
Kjer je: a... realna amplituda vzbujanja

o ... krozna frekvenca
@ ... fazni kot

Za linearni ¢asovno neodvisni sistem, odziv sistema
izrazimo s konvolucijo:

y(t) = fw x(t—t)h()dt’

Vsako harmonic¢no funkcijo lahko izrazimo z linearno
kombinicijo &' . Zato in zaradi linearnosti je dovolj, da
poznamo odziv sistema na:

x(t) = e = cos(wt) +isin(wt)
za katerega velja:
y(t) — J'_weim(t—t’)h(t/) d t! — eitv(t) J'_w e—ial’h(tv) d tl

=69 H(w)




=
odziv sistema izraunamo tako, da vhod pomnozimo z

H(w), ki je opredeljen z:
H(w) = f e n(t)dt’

H(w) .... frekvencna odizivna funkcija sistema

V praksi se izkaze se, da je zaradi naCina opisovanja
tehnigkih sistemov z diferencialnimi enacbami H(w) dosti
lazje izraziti kot impulzno odzivno funkcijo h(t').

Primer: Dolo¢i frekvenéno odzivno funkcijo za sistem
mase m na vzmeti k in viskozni dusilki d.

Casovni odziv y(t) sistema na vzbujanje s silo x(t)
je podan z diferencialno enacbo:
my + dy + ky = x(t)
In zacetnima pogojema y(0) in y(0) .

iot

Za vzbujanje v obliki X(t) = €' je odziv podan z:

y(t) =€ H(w)

y(t) = eV H(w) vstavimo v diferencialno enacbo :
my +dy + ky = x(t)

in dobimo:
(-me® +idw+k)H (@) e'® = el

1
H(@)=-—F——
k-me”+ideo
S primerjavo izraza za H(w) in diferencialne enacbe vidimo,
da lahko frekvenéno odzivno funkcijo sistema preberemo iz
diferencialne enacbe.

V ta namen n-ti odvod:

my +dy + ky = x(t)
pretvorimo v (i®w)". S tem dobimo karakteristi¢ni polinom:

(-m@® +idw +k)

Recipro¢na vrednost dolo¢a frekvenéno odzivno funkcijo
sistema:

1

H = —
@) = el +ide

Realno harmoniéno vzbujanje

Kako lahko z H(®) , ki je vsploSnem kompleksna izrazimo
odziv na realno harmoni¢no vzbujanje acos(wt+ ).

V ta namen realno harmoni¢no vzbujanje izrazimo v
eksponentni obliki:
@i (@+9) | o-ilatp)
acos(mt+p)=a—————
_ae?e”+ae %
2

Kjer je A=ae '? kompleksna amplituda.

= ‘J%[Aei“‘]

Vhodna spremenljivka je vsota dveh funkcij zato je tudi
izhod Yy sestavljen iz dveh ¢lenov:

ae'e'+ae e

X(t) = 5

Vhodna spremenljivka je vsota dveh funkcij zato je tudi
izhod Yy sestavljen iz dveh ¢lenov:

V() = H(@) ) €%+ H(-a)e e




Po definicije za H(w) :

H (o) = I:e“”"h(t') dt’

izrazimo H(- w):
H(-@) = [ e“n(t)dt = [ jie-‘“*’h(t')dtT

=H(o)

kjer * oznacuje konjugacijo.

Z upostevanjem izraza za H(- @) dobi enacba z odziv
sistema:

y(t) = H(@) % e+ H(-w)e %e ™
obliko:
0= Lt o]

— R[H (o) Ae™]

=
Frekvenc¢no odzivno funkcijo H(@) , ki je v sploSnem

kompleksna uporabimo za raunanje realnega odziva na
realno vzbujanje.

Ce je H linearni operator, ki opisuje vpliv sistema na vhodni
signal x dobimo:

1) Za kompleksen vhodni signal x=Ae ie;

y(t) = H(X) = H(Ae'"*) = H (@) Ae' = H (@)X

2) Za realni vhod X = ‘R[X] = SR[Ae‘“"]: acos(at + @)
pa dobimo realni odziv:

y = H[R(x)]
= %[H (@) Ae™ | = R[H (@)x] = R[H ()]

H[R(x)]=R[H (x)]

=Y

1z lastnosti:

y = H[R(x)]=R[H(x)]

= vrstni red dolo€anja realne vrednosti kompleksnega
signala in dolo¢anja odziva sistema lahko zamenjamo.

Oziroma:

V praksi za opis vzbujanja uporabljamo kompleksne
harmonicne signale, ker je v tem primeru dolo¢anje odziva
sistema enostavnejse.

Nato za opis dejanskega vzbujanja in odziva uporabimo le
realne vrednosti, kar lahko storimo na koncu obravnave.

8.4 Fourierjeva analiza odzivnih funkcij

Za harmonsko vzbujanje
X(t) = &'* = cos(at) +isin(at)

je odziv podan z:

y(t) =€ H(w)

H(w) = fwe’i”"h(t’) dt’

kjer je:

??? X(t) poljubna ¢asovna funkcija, y(@) ??7?

8.4.1 Osnovni pojmi periodi€nih funkcij

X(t) je periodi¢na s periodo T > 0 Ce velja:

X(t)=x(t+T) zavsak t
min {T}=T,.... osnovna perioda
@, =2xIT, ..... osnovna krozna frekvenca

Xo(t) . . . osnovni ali prvi harmonik




Nabor funkcij x,(t):
X, (1) = ' ="' T, =27/ w,

X(t) . . . k-ti vi§ji harmonik
Kay= @, ... k-tavisja krozna frekvenca

Poljubna linearna kombinacija funkcij x,(t):

i Xk (t) — i eikwgt
k=1 k=1

je periodi¢na funkcija z osnovno periodo T,

8.4.2 Fourjerjeva vrsta

V splo$nem lahko poljubno periodi¢no funkcijo X(t) z

osnovno periodo T, = 27/, zapiSemo s kompleksno
Fourjerjevo vrsto :

X(t)= > o e

k=—c0

kjer so:

o . . . kompleksni Fourjerjevi koeficienti.

Na osnovi izraza periodi¢ne funkcije x(t) s pomocjo
Fourjerjeve vrste:

X(t)= > a ™
k=-o0

ter upoStevanjem linearnosti sistema je odziv sistema na
poljubno periodi¢no funkcijo podan z:

Yyt = 3 a, e H(w,)

Dolog¢itev koeficientov o, za periodiéno X(t) :

.. —impt .
V ta namen vrsto pomnoZimo z ™" :

X(t) e—ia},\t — Zak eiaJKte—im,\t

k=—00

= in obe strani integriramo od 0 do T, = 277 /ey
kjer je: —
00 it TU 0 TU
=l ’ ’ N A .
H(m) = [ e h(t)dt [xtye ™ dt="Y" a, [e"e " dt
0 k=—0 0
frekvencna odzivna funkcija sistema za w,.
Z uporabo Eulerjeve formule integral na desni zapisemo:
= T!] 00 TO
Ty . . Ty . —iopt — iyt iyt
J'elmkte—lmnt dt = J’el(k—n)mot dt '([X(t)e dt k;wak‘([e e dt
0 0

TO TO
= [cos(k ~neytdt-+i[sin(k ~n)aytdt
0 0

ob upostevanju lastnosti harmonic¢nih funkcij velja:

To
J'ei(k—n)wot dt = Toy
0 0, k#n

= anTO

Koeficienti Fourierjeve vrste so podani z :

1% ,
a, == j x(t)e ' dt
TO 0




X(t) — Zak eiwkt

k=—0

o, = iTjo X(t)e dt
TO 0

Koeficienti ¢ se imenujejo tudi spektralni
koeficienti funkcije x(t) in merijo delez k-tega
harmonika v x(t) .

Realna oblika Fourjerjeve vrste:

Za realno funkcijo X(t) z osnovno periodo T, velja:
X*(t) = x(t)
Fourjerjevo vrsto lahko zapiSemo :

X(t) — zak eikmot — X* (t) — [ zak eika)otj — zak* e—ikwot
k=—o0 k=—o0

k=—o0

Z zamenjavo k=-k dobimo:

xt) =Y a e
k=—0

Velja:

X(t) — iak eikwot — iaik* eikwot
k=—o0 k=—0
1z tega sledi, da je:

oziroma:

Za izpeljavo realne oblike Fourjerjeve vrste preuredimo
kompleksno realnoobliko v:

X(t) = > o e
k=-0
=a,+ [ak e+ a, e"“’k‘]

=

-1

[Ms

=a,+ [ak ey a” e'i"'“]

=

=1

X(t) =, + iZ‘B{ak ei“’kt}

k=1

Realna Fourjerjeva vrsta za o, v komponentni obliki:

a, =a, +ib,

X(t) = 2, + 3 203, +ib)e ™}

x(t)=a, + Zi [a, cos(a,t) +b, sin(a,t)]

k=1

Realne koeficiente a, in b, izracunamo z:

1%

a, =— | x(t)dt

7]

17

a, =—Ix(t)cos(a}kt)dt
Too
1%

b, =— | x(t)sin(et)dt

=7 [osin@

Za sodo funkcijo: x(t) = x(-t) > b, =0

Za liho funkcijo: x(t) = - x(-t) > a,=0

10



Povezave med realnimi in kompleksnimi koeficienti

Primer:

X(t) = 1+sin(ayt)

o= ta, =o+ay 1o 1 o
:1+*_e 0 —f_e 0
) _ . 2i 2i
b =i(ey —a) =i(ey — )
a,=1
(3, ~ib,") 1 1
Q =— a =, Q. =——
“ 2 ] T2
a, =0, k#+1-1
Grafa | oy E Primer nezvezne periodi¢ne funkcije X(t):
™ 1 [f<T,
k X t =
O=10 1,<p<>
. 4L Ji . 2
2 -1 0 1 2 k
x()

1] |

Ty T2 T, T, T2 T,

Fourierjevi koeficienti imajo obliko:

To/2 T
aO:Ti jdtzjdt:%
0 -Tp/2 T, 0
zak=0:
Tl Tl
oL fregros L g
T, k) o, T, T,

2 eiaq(Tl_e—iaq(Tl
T, 2i

zak#0:

2 [e“"*n—ei“ﬂ} 2sin(ke,T,)
a, =

"o, 2i KT,

z upostevanjem da velja @, T, =27
_sin(ke,T,)
kz

Za primer Ty=4T, (@, T,= 7/ 2):

k

o = sin(kz /2)

K kz

11



Primeri aproksimacij x(t) v odvisnosti od Stevila

Vrednosti Fourierjevih koeficientov :
1 ¢lenov k:
aO = E 0
X(t) =2, +2_[a, cos(@,t) + b, sin(@,1)]
zak>0insodo, a,=0 k=L
zak>0in liho : k=2
1
a=a,=—
T
B
3 -3 3
Q, = !
5 -
Predstavitev neperiodiénih funkcij X(t) — Fourjerjeva
Transformacija:
k=4 k=51
Neperiodi¢no funkcijo x(t) predstavimo kot periodi¢no

o 2

funkcijo X (t), z neskonéno periodo T, — o :.

x(t)

Vpliv T, — oo na koeficiente Fourjerjeve vrste:

- 2sin(kay,T,) ST, = 2sin(kay,T,)
ke T, ko,
pritemje w,=27/T,

2sin(ka, T, 2sin(aT.
T, =Ty (@) = k(w hh) a() )
0

o=kay

To— o; @y = 0, keyy > @ (w zvezna spremenljivka)
o Tokay) > o, To(w) =H(w) ogrinjalka T,

Vpliv T, — oo na predstavitev Fourjerjeve vrste:

X(t)= Y o e
k=—0
Tol2 )
a, =— j X(t)e > dt

0 —Ty/2

ker X(t)=x(t) za [t] < T2 inx(t) = 0 izven intervala

t|< T,/2 velja:
T2 o
@ == [x@e ™ dt=2 [xpe ™ dt
T T2 To

12



Opredelimo ogrinjalko X(a@) = & Ty

X(w) = Tx(t)e""’t dt

—o0

= koeficiente vrste a, lahko izrazimo z:

1
a,=—X(®,)
T
in lahko zapisemo:

XO)= Y a e =3 TiH ()™
k=—0

k=—» 1o

Ker je Ty=27! ay:

Y(t) = z _I_i H (a)k)eiwkt — i H (kwo)eikwotwo

1
k=—0 o 2” k=—o0

za Tg—> o; @y > do, ko, > o sledi:

(1) - X(t) = % T H(0)e'd o

Enacbi :

H(w) = T x(t)e ' dt

-

X(t) = % T H(@)e™ do

predstavljata Fourjerjeva integrala oziroma Fourjerjevo
transformacijo in inverzno Fourjerjevo transformacijo .
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