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V treh korakih do uspeha

1. Spoznavanje zakonov (predavanja).
2. Spoznavanje pristopov, postopkov in principov resevanja (vaje).

3. Osvojitev znanja (lasten studij prve in druge tocke).

Za uspeh je najpomembnejsa tretja tocka. Veliko uspeha pri studiju!

Opombe

e Pri resitvah nalog je postopek prikazan striktno
analiti¢no, pri opravljanju kolokvija/izpita se to ne pri¢akuje.

e Ce nimate |Mathematice, potem je ogled datotek mogo¢ z brezplacnim
MathematicaPlayer-jem.



http://www.wolfram.com/products/mathematica/index.html
http://www.wolfram.com/products/player/
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Poglavje 1

Analiticna mehanika

1.1 (35 tock)

Na valj A polmera r in mase m deluje
konstanten moment M. Preko vrvi in
kolesa B zanemarljive mase poganja valj
C polmera r in 2r in mase m. Na sredisce
valja C pa je pripeto breme D mase m, ki
drsi po klancu nagiba «. Valj C se kotali
brez podrsavanja.  Dolocite pospesek
sredisca valja C in silo v vrvi med valjem
C in bremenom D, ¢e je sistem v zacetku
miroval. Uporabite D’Alambertov prin-
cip analiti¢ne dinamike.

m = 1lkg r = 10cm
Jo = m-r? M = 10Nm
w = 02 a = 30°
Resitev
Fo = 41,034m/s?
S = 47,638N
Postopek

Sistem je nekonservativen in ima eno prostostno stopnjo (P=1), izberemo eno posploseno koordinato
(N=1): 1 = z¢. Ker se valj kotali brez podrsavanja, je zasuk valja C (p¢) enoliéno odvisen od pomika
valja xq:

_Zc
o= o0
Velja xp = z¢. Iz geometrije sistema lahko zapiSsemo odvisnost med zasukoma valja A in C:

31‘(}
roa=37r¢c — ¢A=3¢c=§7.

Uporabimo D’Alambertov princip in zapiSemo ravnotezno enacbo gibanja:

(F:l —mi%}) (5771 =0.
1

n
1=
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Index i nam predstavlja telesa A, B, C, D, kjer kolo B izpustimo, saj ni zunanjih sil, ki bi opravljale
virtualno delo in tudi ni vztrajnostne mase. Telo A opravlja samo rotacijsko gibanje, telo C rotacijsko in
translatorno, telo D pa samo translatorno gibanje. Sledi:

(M — Jada)dpa + (—mg sina —mic)dzc + (—Jc $cdpc) + (—mg sina — Fyy — mip)dap = 0.

Izraz preoblikujemo:

3 M . 2 ..
5——mg(2 s1na+ucosoz)—§mmc dxc =10
r

Ker virtualni pomik dz¢ ni enak nié, sledi:

Y (2 sina + )
— mMrg=—-———m"m Sin o COS (v ).
3 C 5 g 2

Pospesek valja C je torej:
fo==-—— 8 (2 sina + p cos ).

Za izrac¢un sile v vrvi nastavimo ravnotezje sil za telo C:
mic=5—mgsina—mgpu cosa,

sledi, da je sila v vrvi:

S=m [¥c+g(sina+ pcosa).

1.2 (35 tock)

g i
Telo mase m; drsi po podlagi brez tre-
. S . )
nja. Nanj je s tankim drogom zanemar- L o mi = 10kg
ljive mase pripeto breme mase mo, ki jo |4 ~ o5k
vzbujamo z momentom M (t). Dolocite gi- r m2 = &
balni enacbi sistema. Uporabite Lagran- - k= 100kN/m
geve enacbe II. vrste. ) L = 1m
m,

Resitev

T (m1+m2)iﬁ+m2l(¢cosg07gb2 sing) = —kz

p: mol@+molZcosp=M—moglsing
Postopek

Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji (P = 2). Izberemo dve (N = 2) posploseni
koordinati: q1 = z,q2 = .

Gibalni ena¢bi bomo doloéili s pomocjo Lagrangeve enacbe 2. vrstﬂ

d 0Fx O0Fxk

dt d¢;  9g;

:Qj; j=17,N

1 HitrejSe resevanje in manj moznosti za napako predstavlja uporaba izraza:

kjer so Q?I nekonservativne posplosene sile. TakSen postopek priporocen in je prikazan pri poznejsih preizkusih.
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Masa m opravlja samo translatorno gibanje, masa ms pa translatorno in rotacijsko; ker pa obravnavamo
maso me kot masno tocko, je kineticna energija rotacije enaka ni¢. Za dolocCitev kineti¢ne energije mase
me bomo potrebovali njeno absolutno hitrost, zato dolo¢imo najprej njen krajevni vektor:

., ( x+1sing )
To = .
l cosyp
Hitrost mase ms je:
R ( T4+ 1 cosp >
T9o = S .
—lpsing
Absolutna hitrost mase ms torej je:

vi= a3 + g5 = (& + 1 cosp)® + (~1 ¢ sinp)?
=i +12¢% cos?p+2i¢plcosp+ 12 % sin o
=2+ 122+ 210 cosp

Sedaj lahko zapiSemo kineti¢no energijo sistema:

1
(my + ma) $2+§m2l2¢2+mglfn<p cos @

N =

1 1
EK:§m13b2+§m2 (3b2+12gb2+2l5cgb cos<p) =

Posploseni sili @, in @, izra¢unamo s pomocjo izraza:
n N
SW =Y "F;oF =Y Q;dq
i=1 j=1
Virtualno delo sistema je:

IW=M0bp+mggdys —kaxdx=MIp+msg(—Ising)dp —kadx
=M —maoglsing)dp —kzdz

Sledi:

Qm: —kz
Q=M —magl sinep.

z)

Najprej obravnavamo posploseno koordinato x:

OF

87; = (ml +m2) T+ mal cosp,
d OF

&37; = (m1 +mg) & +mal P cosp —mal$? sine,
O0Fk

TEK .

ox

Prva diferencialna enacba torej je:

(m1 +ma) @ +mal (¢ cos  — ¢* sing) = —kuz.
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)
Posplosena koordinata ¢:

oF

—.K:mgl%b—i—mgl:tcosgo

¢

d OF
——.K:m2l2gb+m2ljicosnp—mgl:i:gbsingo
dt 0¢

0Fk L

—— =-—malTYsing

dp

Druga diferencialna enacba je:

m212¢+mglj§ cosp =M —mso gl sine.

(35 tock)

Zaposleni ste v podjetju Supertovorjak d.d.. Tovor-
njak, ki ga konstruirate, je prikazan na sliki. Zanima
vas dogajanje v primeru zloma gredi, ki povezuje po-
gon in navijalni valj.

Za narisan sistem: breme ma — navijalni valj mg,r;
izracunajte gibalno enacbo. Tovornjak miruje, maso
kolesa C zanemarite.

Uporabite D’Alambertov princip.

Resitev
. 1
T mA+§mB —mag=20

Postopek

Ravnotezna enacba gibanja (D’Alambertov princip):

(Fi+ Fiv) om =0,

i=1

za na$ sistem to pomeni:

(FA + FAN) or + (MB + MB,v) dp =0.

Povprecen
uspeh: 81%

Tock: 10

Zunanja sila na maso A in zunanji moment na valj B:
Fx=maug,
Mp = 0.

Vztrajnostne sile:

FA,v = 7mAjf’
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Mgy =—-Js¢
Tock: 10
Povezava med pomikoma z in ¢:
. 1
p=12 — p=", dp=—6c
r r r
Tock: 5
Sledi, da je gibalna enacba:
. 1
T mA+§mB —mag=20
Tock: 10
Kje so imeli studentje tezave?
Dolocevanje virtualnega dela rotacijske vztrajnosti in koordinate ¢.
1.4 (35 t0EK) pouprecen
T z uspeh: 65%
) :
gL | Sistem na sliki je sestavljen iz elementov A in B, vsak
mase m, ter dveh vzmeti enake togosti k. Na maso
A B B zaradi velike povrsine deluje sila upora zraka: Fy.
k k Zanemarite trenje med elementi in poiSc¢ite gibalne
m enacbe.
Uporabite Lagrangeve enacbe 2. vrste.
N m
Fyv = —)Aio
m
|
Resitev
ma; + (21‘1 —l’z)k = 0
mig—l—k(xg—wl)—}—)\fvg = 0
Postopek
Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji: P = 2, N = 2. Izberemo posploseni koordinati:
q1 = T1, 42 = X2.
Gibalni ena¢bi bomo dolocili s pomoc¢jo Lagrangevih enacb 2. Vrstﬂ
d 0FEx OFk
= - == =Q.; j=1,...,N,
dt 8qj 6q]' Q] J ’
za nas sistem to pomeni:
d 0E, OF d 0F, OF
TSk T g ST,
dt 81'1 &Tl dt 8x2 8962
Tock: 5

V zgornji enacbi moramo dolociti kineti¢no energijo sistema in posploSeni sili ¢ in @Qs.
Kineti¢na energija sistema je:

1 1
Ekzimxf—i—émm%
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Tock: 5
Posploseni sili izracunamo s pomocjo virtualnega dela aktivnih sil, ki je enako virtualnemu delu po-
splosenih sil:
n N
SW = Fioi =Y Q;dqg
i=1 j=1
Tock: 5
Virtualno delo:
OW = F 6x1 + Fag 0x1 + Fadxo + Fydxe
z,<T,
A B
kz, k(z,x,) k(z-z,) | Ad,
Slika 1.1: Prikaz sil na masi A in B.
Ob predpostavki 21 < 3 so posamezne sile (slika :
F1 = -k T
Frno = +k(zy—x1) sila vzmeti med masama na maso A
Fgo = —k(zg— 1) sila vzmeti med masama na maso B
Fy = —M\io.
Iz virtualnega dela:
oW = (—2 xr1 + 1’2) k51'1 + (—k($2 - :cl) — )\CL’Q) 5(E2
sledita posploSeni sili:
Ql = (—25(:1 + LL'Q) k
Q2 = —k(zg — 1) — Ao
Tock: 10
Za izra¢un ravnotezja potrebujemo Se odvode kineti¢ne energije:
OF OF
ory Oz
—8Ek =mzx —8Ek =mzx
o, iy C
d 0E . d O0E .
— —— =mz — —— =mz
dt 014 ! dt Oao 2 Tock: 5

2 Hitrejse reSevanje (vzmeti ni treba “rezati”) in manj moznosti za napako predstavlja uporaba izraza:

kjer so Q?I nekonservativne posplosene sile. TakSen postopek priporocen in je prikazan pri poznejsih preizkusih.
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Gibalni enachi torej sta:

mjé1+(2x1—x2)k = 0
mi2+k(x27x1)+)\j32 =0

10

Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?

Dolocitev posplosene sile @1, @2, predvsem pri vplivu srednje vzmeti.

1.5

Resitev
2M
ro = ——
c rk
Postopek

(30 tock)

Na sliki je prikazan sistem dveh enakih valjev A in C,
ki imata polmer r. Valj A je z neraztegljivo vrvjo
zanemarljive mase preko kolesa zanemarljive mase B
povezan z valjem C. V vrtis¢u valja C je pripeta vzmet
togosti k. Valj C nakotaljuje brez podrsavanja.

S pomocjo analititne mehanike izracunajte raztezek
vzmeti v statiéni ravnovesni legi, ¢e na valj A delujemo s
konstantnim momentom M.

Podatki: r, k, M

Sistem je ne-konservativen in ima eno prostostno stopnjo (N=P=1): ¢; = ¢. Da izratunamo ravnotezno
stanje, moramo najprej dolo¢iti virtualno delo sistemas:

Povprecen
uspeh: 62%

Tock: 5

Kot zunanji aktivni sili tukaj razumemo moment M in silo vzmeti F, (sila trenja pod valjem C je sicer
zunanja, vendar ne opravlja dela - ni aktivna). Virtualno delo torej je:

oW = Mdop + F, dxc,

Tock: 10

kjer je ¢ premik valja C v smeri raztegovanja vzmeti; posledi¢no negativni predznak sile pri sila vzmeti:

Fv =—k e}
Iz geometrije definiramo (slika[L.2)):

1
TC=5TP

Izra¢unamo virtualni pomik koordinate zc:

1
dxg = 3 rop.

Tock: 5
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re

Q =

e

\%<

Slika 1.2: Prikaz profila hitrosti za valj C; P — pol hitrosti.

0 s

Izra¢unano virtualno delo primerjamo z virtualnim delom v posploSenem prostoru:
N
SW =" Q;q; = Qudp
J

in razberemo posploseno silo:

1
Qy,=M—-kazcr.
v 2

Tock: 5
Iz pogoja za staticno ravnotezje 0W = 0 ob ne-ni¢nem virtualnem pomiku 6o mora veljati Q, = 0, iz
cesar sledi raztezek vzmeti:
2M
To = ——.
c rk
Tock: 5
Kje so imeli studentje tezave?
Zakaj so nekateri iskali gibalne enacbe (is¢emo vendar stati¢no ravnotezje)? Napacna povezava med
koordinatama x¢ ~ . Ce vrv ni napeta ima sistem dve prostostni stopnji, vendar takrat ne gre vec za
obravnavani sistem.
1.6 (40 tOék) Povprecen
uspeh: 51%

Na sliki je prikazan dinamski sistem, ki je sestavljen iz treh

g J valjev (vsak mase m in polmera r) in jeklene plosée mase 2 m.

?/* / 2m Kakor je prikazano na sliki, deluje na enega od valjev zunanji
moment M. Vsi valji nakotaljujejo brez podrsavanja.

- - uporabo Lagrangevih enacb 2. vrste pois¢ite gibalne enacbe

ﬁ< ,,,,, M( ,,,,, sistema. Uporabite koordinati o in f.
h Podatki: r,m, M
Resitev
3a+48 = 0
N M
2a6+158 = 5
mr
Postopek

Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji: P =2, N = 2. Izberemo posploseni koordinati:
g1 = Q«, g2 = ﬁ
Gibalni ena¢bi bomo dolocili s pomoc¢jo Lagrangevih enach 2. vrste:

d oL 0L

N .
S22 22 QN =1,...,N
dt aq-] aq] Q] 3 .] ) ) )
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kjer so QT nekonservativne sile.

12

Lagrangeva energijska funkcija L = Ex — E,, v potencialni energiji vsebuje konservativne (potencialne)

sile; ker se potencialna energija ne spreminja (odvodi so torej ni¢), lahko zapisemo:

d9E, 0B _

Za obravnavani sistem to pomeni:

d 0B, 0B . B
&6 da O ™ Fep " op @

Definirajmo torej kineti¢no energijo:
Ex =2 Ex + Exo + Exa,

kineti¢na energija vsakega od valjev pod plosco je:

By = %mvfl + % J B3,
kjer je hitrost tezisca:
Vg1 =T ﬁ
in masni vztrajnostni moment valja:
J=-mr=.
Kineti¢na energija plosce je:
Eyy = % (2m) vy,
kjer je hitrost tezisca (iz geometrije, s pomocjo pola hitrosti):
Vig = 27 ﬁ .

Dolo¢imo Se kineti¢no energijo valja na plosci:

1 1 .
Ek3 = imvgs + 5 JOCQ,
kjer je hitrost tezisca:

Vi3 = Vio + T Q.

Kineti¢na energija torej je:

1 . .
By = gmr? (3d2+8d5+3062).

Tock: 5

Tock: 5

Tock: 5

Tock: 5

Tock: 5

Izrac¢unati moramo Se posplosene nekonservativne sile. Najprej izracunamo virtualno delo nekonservativ-

nih sil:

SWN = "F;or; = M.
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Izracunano virtualno delo primerjamo z virtualnim delom v posploSenem prostoru:

SWN =" QF 6g; = QN da + Qf 68,
J

Razberemo nekonservativne posplosene sile:

Izra¢unamo odvode:

o
B "

OB, 1, .. .
d 0B, 1 5.

Urejeni gibalni enac¢bi torej sta:

3@+45=0,

. M
26 +155 = —

13
Tock: 5
Tock: 5
ok,
a5
Ok _ 2 (2a+155)
B
d aEk 2 . A
—_—— = 2 1
& o5 mr=(2d&+ 155)
Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?

[Dolocitev kineticne energije in absolutnih hitrosti posameznih teles.

1.7

Resitev
—3mi—rmp+F—-3gmu

3
—-mri— imr2¢—|—2FT

(35 tock)

Na valj A, ki se brez podrsavanja kotali po kocki
B, je navita vrv. Ce vrv vleGemo s konstantno silo
F in je med kocko B in tlemi koeficient trenja pu,
potem s pomodcjo D’Alambertovega principa izpeljite
gibalno/e enacbo/e sistema.

Uporabite koordinati « in . Predpostavite, da je
trenje dovolj majhno, da kocka B drsi.

Podatki: F,a,r,m, g, u

Povprecen
uspeh: 60%



POGLAVJE 1. ANALITICNA MEHANIKA 14

Postopek

Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji (N=P=2): ¢y = z, g2 = ¢. Da izratunamo
dinami¢no ravnotezno stanje, moramo najprej dolociti virtualno delo sistema:

Nastavimo torej virtualno delo:

OW = (Fa+ Fya) 0ra+ (Ma+ M, a) o+ (Fp+ Fyp) drg + (—F dzp)
—_——
A - translacija A - rotacija B - translacija Sila F'

Tock: 5

Posamezne zunanje aktivne sile so :

0
- (0)

My =0Nm

Py — ( —(m+2m)gpu )

Tock: 5

Opomba: Virtualno delo sile F' bi lahko vklju¢ili tudi kot zunanjo aktivno silo in moment na tezisce telesa
A (translacija 4 rotacijal). V tem tem primeru bi se spremenila ¢lena: Fpo = (—F,0N), My = —2rF.

Vztrajnostne sile so:

FV,A:(_gnNrA>7

Mya=—J¢,

FvB = —2m51§]3.

)

Tock: 5

Pois¢imo Se krajevne vektorje:

TA B I
TA = , rg = , TR = .
A (%) . <yB) ! (yF>

Ker v y smeri ni zunanjih aktivnih sil (ki bi imele za posledico virtualno delo) nas koordinate ya, ys, yr
ne zanimajo ve¢. Preostanejo koordinate:

Tock: 5

TA =T +TQ,

IrB = T,

T =x+27p.
Tock: 5

Izracunajmo sedaj Se virtualne premike (po definiciji or; = Zj ‘gf;? dq;):
J

dxp = 0x +1rdp,
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drp = oz,

dxp = 6z + 21 dp.

15

Tock: 5

Potem, ko uporabimo Se J = %mrz, izpeljemo izraz za virtualno delo:

3
W =dx (F—-3gmu—3mi—mrg)+dp <2F7’—mr;ﬁ—2mr2¢)

Ker je virtualno delo enako ni¢, posploSeni sili @), in @), pa v sploSnem nista, ob namisljenih pomikih

d0x #0,d¢ = 0 izpeljemo Q, = 0:

—3mi—-r¢p+F—-3gmpu=0

. Ob namisljenih pomikih dz = 0,d¢ # 0 pa izpeljemo @, = 0:

3
—mﬂ'é—imrzg‘b—l—ZFr:O

Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?

Sistem ima dve prostostni stopnji! S translacijo gredo skupaj pomiki, z rotacijo pa zasuki.

1.8
) ) b)
s
; 2r,m
——
2 r,m
N AN
Resitev
Postopek

Lagrangeva energijska funkcija je definirana kot:
L=E—E,.
Kineti¢na energija je definirana kot:

Eyx = By + B

(35 tock)

Na sliki je prikazan dinamski sistem, ki je sesta-
vljen iz tankega obro¢a mase m in polmera 27
(J1 = m(27)?) ter valja mase m in polmera r. Valj
nakotaljuje brez podrsavanja znotraj obroca in tudi
obro¢ nakotaljuje po podlagi brez podrsavanja.

Za prikazan sistem nastavite Lagrangevo energijsko
funkcijo; torej: z danimi parametri in posploSenimi
koordinatami definirajte Lagrangevo energijsko
funkcijo, pri ¢emer nastavljenih hitrosti ni potrebno
odvajati. Kot posploseni koordinati uporabite
absolutna zasuka « in 8. Po potrebi si pomagajte
s pomozno koordinato ¢ in enakostjo ¢ = o — 3,
glejte sliko b).

Podatki: r,m, g

Povprecen
uspeh: 56%
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kjer sta kineti¢ni energiji obroca in valja:

1 1 .
Ek1:§m1)%+§¢]1/82

1 1
Fyo = 5mu§+ §J2a2.

Manjkajoce hitrosti so:

U1 :jf.h

Vo = 14/ 1‘% + y%
Koordinate tezis¢a obroca:
Ty =2r1pf, y1 =0

in valja

xo = 1 + 7 sin(p — B),

16

Tock: 5

Tock: 5

Tock: 5

Tock: 5

ya = —r cos(p — B).

Povezava koordinate ¢ s posplosenimi koordinatamﬂ:

p=a—70.

Tock: 10

Sedaj nastavimo Se potencialno energijo (glede na to kako smo izbrali koordinatni sistem, je potencialna

energija obroca enaka nic):

E,=mgys.

Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?
\Valj opravlja translatorno in rotacijsko gibanje.

1.9

‘27“‘27"‘

k =k

|
o
L

N

F

(35 tock)

Zaposleni ste v Tomosu in razmisljate o novem
vpetju agregata na okvir mopeda. Model vpetja je
prikazan na sliki: agregat se lahko vrti okoli tezisca
in je na okolico pritrjen z dvema vzmetema. Na
agregat deluje sila F' (sila, ki se preko verige prenasa
na pogonsko kolo). S pomo¢jo analiticne mehanike
izraCunajte staticno ravnotezno lego in dolocite
togost vzmeti k, da bo zasuk agregata ¢ = 2,5°.
Namig: upostevajte teorijo majhnih zasukov in
uporabite koordinato ¢.

Podatki: F'=200N, r = 5cm.

31zpeljava ni potrebna, pomo¢ za zainteresirane studente: velja r ¢ = 27 ¢, ¢ je relativni zasuk valja glede na obro¢. Ce
se obro¢ ne vrti (8 = 0, potem je absolutni zasuk valja: a* = ¢ — ¢ = (2 — 1)p = . V kolikor pa se suka tudi obrog, je
absolutni zasuk valja: a = a* 4+ 8 = ¢ + 5. 1z slednjega izraza izpeljemo odvisnost ¢ od posplosenih koordinat.

Povprecen
uspeh: 58%
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Resitev

kj =

= 11459 N
8rp /m

Postopek

Sistem je ne-konservativen in ima eno prostostno stopnjo; za posploSeno koordinato izberemo: ¢; = .
Da izracunamo stati¢no ravnotezno stanje, moramo najprej dolociti virtualno delo sistema:

V splosnem bi morali mnoziti vektor sile z virtualnim pomikom krajevnega vektorja, ker pa so kot majhni
lahko upostevamo samo komponente, ki so aktivne (F' v x smeri in vzmet v y smeri; zy je desno su¢ni
koordinatni sistem):

OW = Fdxp + Fuqdya + Fy1 0y

Tock: 5
Kjer so sile v vzmeteh (d-desna, l-leva):
Fog=—-k(2rsiny) Fo=k(2r singy).
Tock: 5
Definirati moramo $e koordinate:
Ty = —7r sin g, Yq = 27 sinp m Yy = —27 sinp.
Tock: 5
Virtualne pomike izracunamo po splosni formuli r =) j g—: dgq;, sledi:
J
dxp = —1 cosp dp, 0Yyqa = 21 cospdp n Sy = —271 cos p dp.
Tock: 5
Sledi izraz za virtualno delo:
oW = (Fr cosp — 8kr? cos<psin<p) dp,
ker ve¢ ne odvajamo, lahko izraz lineariziramo:
oW = (FT—SkT‘QQD) dp
s ——
Qe
Tock: 5
Ker je virtualno delo v staticnem ravnotezju enako ni¢, posploSena sila (), pa v sploSnem ni, ob
namisljenem pomiku d¢ # 0 sledi:
Fr—8kr?p=0.
Tock: 5
Iz zgornje enacbe izpeljemo potrebno togost vzmeti:
F
I{j =
8ry
Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?

Nekateri so uporabili d’Alamberov princip in iskali dinamiéno in ne statiéno ravnotezje. Vsaki vzmeti je
potrebno pripisati svojo koordinato! Zelo elegantna resitev je s pomocjo potencialne energije za konser-
vativne sile v vzmeteh in virtualnega dela za nekonservativno silo F'.
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1.10

Resitev

Smr(gu—5§+55ry) = M
m(gp—38+5rg)=ks

Postopek

18

(35 tock)

Kot student FS razmisljate, da bi
patentirali kolo, ki se poganja tako,
da oseba tece znotraj obroca. Pa-
tent je skiciran na sliki: oseba tece
znotraj velikega obroca (polmer 57
in mase 5m), obro¢ lezi na zanemar-
ljivo lahkem sistemu koles (vsako
polmera ), ki poskrbijo za prenos
moci na podlago. Na kolo pripnete
tudi breme, ki drsi po podlagi s tre-
njem .

Predpostavite, da oseba deluje na
velik obro¢ z momentom M, upo-
rabite prikazane koordinate in s
pomocjo Lagrangevih enacb 2. vr-
ste poiscite gibalne enacbe sistema.
Namig: masni vztrajnostni moment
velikega obroca je: J = 5m (57)2.
Podatki: r,m, k, g, u

Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji: P = 2, N = 2. Izberemo posploseni koordinati:

Q=9 qg==_5.

Gibalni ena¢bi bomo dolocili s pomocjo Lagrangevih enacb 2. vrste, za na$ sistem to pomeni:

d 0L 0L

LOL_OL gy LOL O _ g,

dt dp Oy dt 9s Os

Lagrangeva energijska funkcija je definirana kot:

L=FE-E,.
Kineti¢na energija je definirana kot:
Ex = Ex1 + Exo

kjer sta kineti¢ni energiji obroc¢a in bremena:

1 1 .
Fy = §5mvf+§<]go2
1
Ekg = imvg

Manjkajoce hitrosti so:

v = 21, 1 =51,

Povprecen
uspeh: 49%

Tock: 10

Tock: 5
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UQZLt'Q, X9 = T1 — S.
Tock: 5
V zgornjih enacbah je x; hitrost tezisca obroca, xo pa hitrost tezis¢a bremena; pozitiven s pomeni raztezek
vzmeti.
Sedaj nastavimo $e potencialno energijo (samo v vzmeti):
1
E,= ks
p 2 s
Tock: 5
Manjkata Se posploSeni sili, ki ju izratunamo s pomocjo virtualnega dela aktivnih sil, ki je enako virtu-
alnemu delu posplosenih sil:
n N
SW = Fiori =Y Q;dq
i=1 j=1
Virtualno delo:
W =Mbp+ (—mgp)oxe,
Kjer je:
dxo =brdp —Js.
Iz virtualnega dela:
W =(M—5gmru)dp+ (gmu)ds.
Sledita posploseni sili:
N _
Quy=M—5gmrp
QY =gmu
Tock: 5
Za izra¢un ravnotezja potrebujemo Se odvode Lagrangeve energijske funkcije L in izpeljemo gibalni enacbi.
Smr (gp—8§+55r9) = M
m(gu—8+5ry)=ks
Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?
Kineti¢na energija je vedno zapisana z absolutno hitrostjo; to velja predvsem predvsem za breme (&2)!
Virtualno delo sile trenja je potrebno povezati z (absolutnim) virtualnim premikom te sile dzs.
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1.11 (25 tock)

Sistem na sliki je sestavljen iz palice dolzine 2L in mase m ter
vzmeti togosti k. Vzmet je v tocki A pritrjena na palico in je
neobremenjena tedaj, ko je palica v zaCetnem stanju pri kotu
0. Z uporabo analiti¢ne statike dolocite stati¢no ravnovesno
lego. Za popis lege palice uporabite oznaceni kot .

Podatki: m,L,k,pq

Resitev
4L2k sin og — mgL
= arcsin
4 ' ALk
Postopek
Nacin 1

Ker je sistem konzervativen, je najenostavnejsa reSitev z uporabo potencialne enrgije:

aEP —

sz—%—o

Torej zapisemo potencialno energijo sistema:
. 1 . . 2
E,=mgsinp+ §k (2L(sin o — sin ¢))

Zgornji izraz odvajamo pri ¢emer dobimo:

E
Q, = _(?%op = (4L%k(sin @o — sin ¢) cos ¢ — mgL cos ¢)

Pogoj stati¢nega ravnotezja zahteva, da je posploSena sila @, = 0:
(4L2k(sing00 —sing) —mgL)cosp =0

Netrivalno resitev zgornje enacbe predstavlja izraz:

_ aresi 4L2ksincp07mgL
v e ALk

Nacin 2

Izberemo posploseno koordinato ¢; = ¢. Uporabimo princip analiti¢ne statike in zapiSemo enac¢bo za
virtualno delo:

n
oW =" For;
=1

Index i predstavlja vse aktivne zunanje sile, ki delujejo na sistem. Na palico deluje sila teze in sila vzmeti.
Virtualno delo zaradi obeh sil zapiSemo v obliki:

W =EkALSys —mgdya
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7 izbrano posploseno koordinato ¢ sedaj zapiSemo oba pomika virtualna pomika in raztezek vzmeti:

ya = 2Lsin g, oy = %5@:2Lcosgo&p
¥

ay—G&p = Lcospdyp
dp

yo = Lsiny,  dyg =
AL = 2L(sin ¢y — sin @)

Dobljene izraze sedaj vstavimo v enacbo za virtualno delo:

oW = (4L2k(sin ©o — sin p) cos  — mgL cos p) dp

Qe

Pogoj staticnega ravnotezja zahteva W = 0, kar pomeni da mora biti posploSena sila (), = 0:
(4L%k(singg — sing) —mgL) cosp =0

Netrivalno resitev zgornje enacbe predstavlja izraz:

4L2ksingpg —mgL
412k

(p = arcsin (

1.12 (50 tock)

Kot strojnik/ca ste si naredili na sliki prikazano vozilo.

Z uporabo Lagrengevih enacb II. vrste dolocite gibalne enacbe
sistema.

Opombe: s je raztezek vzmeti, masa msy drsi v vodilu brez
trenja, masni vztrajnostni moment posamezne osi skupaj s ko-
lesom je J, njuna masa pa m. Karoserija ima maso 2m. Bodite
pozorni na absolutno gibanje mase ms. Poskusite uporabiti ko-
ordinati z in s.

Navodilo: a) je sistem konzervativen? b) dolocite stevilo pro-
stostnih stopenj (pazite na vzmet) in izberite posplosene koor-
dinate, ¢) dolo¢ite Lagrangevo energijsko funkcijo in d) izpeljite
gibalne enacbe.

Podatki: F,m,my =m,k,J =mr%, R, g.

Resitev
. 312 .
R+mrs+m ?+5R r—gmr = -—F
rI
k — S+ — = 0.
s+m< g+s+ R)
Postopek

a), b)
Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji (P=2); izberemo posploseni koordinati (N=P=2):
q1 = x, g = s. Do gibalnih enacb pridemo z uporabo Lagrangevih enacb 2. vrste: Tock:

doL oL .
S0 BT N, =1,...,N.
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Qb\l je j-ta nekonservativna posplosena sila.
Za obravnavani primer:

gai_ai:QN g@_@:QN
dt 90&  Ox v’ dt 95 Os s
Tock: 5
c)
Dolo¢imo torej Lagrangevo energijsko funkcijo L = Ex — Ep; najprej dolo¢imo kineti¢no energijo:
1 1 1 1
Ek = (2 (2m)x2) +2 X (2 (m)$2+ QJQOQ) + (27’71112) s
Tock: 5
kjer je hitrost rotacije koles:
_r
TR
in hitrost mase ms:
v =12 + 92
Visina mase ms je:
Y =cons—re—Ss.
Tock: 5
Nadaljujemo s potencialno energijo, ki je v potencialni energiji mase ms in v vzmeti:
L, 2
E,=mgy+ 5 k s“.
Tock: 5

Lagrangeva energijska funkcija torej je:

1 1 2 .9 1 L\ 2
L:—iksz—i—m:f—gm (cons—s—%)—i—Q (2mi2+m2rR;E )+2m (3’52—&—(—5—7;) )

d)
Potrebujemo Se nekonservativne posplosene sile, ki jih dolo¢imo s pomocjo virtualnega dela nekonserva-
tivnih sil:

SWN =" For; = —F ox,

7

Tock: 5
Sledi, da je virtualno delo nekonservativnih sil definirano z:
SWN=_—F x4+ 0 ds.
~—~— S~~~
QN @l
Kakor je prikazano zgoraj, razberemo nekonservativne posplosene sile. Tock: 5

Izracunamo odvode:
oL _gmr
dr R’

d oL . m i r? R Lo2r (-5 1F)
dt@a’c_2mx+2< 2 +mx>+2m<2x—R
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%*gm—ks
doL (. 1%
dt 05 R

Gibalni enachi torej sta:

2

R+mrs+m <31;+5R> r—gmr=-—F,

Resitev
1mg
PLT9%R
3mg
273%kR
Postopek

23

Tock: 5

Tock: 5

(30 tock)

Sistem na sliki je sestavljen iz dveh valjev mase m in
radija R, ki sta povezana z dvema vzmetema togosti
k in 2k. Z uporabo analiti¢ne mehanike in oznacenih
koordinat izracunajte staticno ravnovesno lego sis-
tema. Vzmeti so v narisani legi v neobremenjenem
stanju.

Podatki: m, R, k, g

Mozni so razli¢ni pristopi k reSevanju, tukaj bo prikazan postopek z uporabo Dirichletovega stabilnostnega

kriterija.

Sistem ima dve prostostni stopnji (P=2), pri ¢emer za posploSeni koordinati izberemo ¢; = ¢1 in g2 = ¢s.
Sistem je konzervativen, zaradi ¢esar lahko izracunamo posplosene sile z odvajanjem potencialne energije

po posplosenih koordinatah:

0B, _

=P _0, =12
3(]]'

Qj =

Potencialna energija sistema ima obliko:

1 1
B, = 3k (Rp1)* + 52k (2Reps = Rp1)” —mg Ry

Zgornji izraz odvajamo po posploSenih koordinatah:

OE,

Qapl — _ 7P _ 7]<;R2g01+2]€R2 (2902*501)

01

Tock: 10
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OF.
Qpy = =50 = —4kR* (202 —¢1) + mg R
P2
Tock: 10
Pogoj stati¢nega ravnotezja zahteva, da sta posploSeni sili enaki ni¢ @,, = 0 in @, = 0:
~kR%p1 +2kR* (22 — 1) =0
—4kR* (209 — 1) +mgR =0
Tock: 5
Iz zgornjih dveh enac¢b lahko izracunamo kot ¢, in @9 v stati¢ni ravnovesni legi:
_1mg
LT %R
_3myg
72T 8kR
Tock: 5

Kje so imeli studentje tezave?
Niso pravilno dolocili pola hitrosti spodnjega valja, zaradi ¢esar so imeli tezave pri izracunu relativnega
raztezka vzmeti.

1.14 (40 tock)

Sistem na sliki je sestavljen iz palice mase m in dolzine L, ki je vrtljivo vpeta v tocki O. Palica je preko
ro¢ice zanemarljive mase povezana z drsnikom mase 4m. Med drsnikom in podlago je koeficient trenja .
Na drsnik je preko vzmeti togosti k pripeta klada z maso 2m na katero deluje sila F. Med klado in
drsnikom je trenje zanemarljivo.

Dolocite:

a) ali je sistem konzervativen,

brezmasno telo b) stevilo prostostnih stopenj, izberite po-

‘ z sploSene koordinate in nastavite izraze za
F 5 f gibalne enacbe glede na Lagrangeve enacbe
m
IL.vrste,
I
¢) dolocite Lagrangevo energijsko funkcijo in
Podatki: Fy,m, L, k,g. d) dolocite posplosene sile nekonzervativnih sil.
Opombe: za zapis gibalnih ena¢b uporabite
. oznacene koordinate.
Resitev
1mL? 1 1 L 1
L= ng o+ §2m(—2L sinp @) + §2m(—2L sing g — i) — mggsingo — 5](31‘2

Qg: (2F Lsinp—12mguL siny)

QY =F

x

Postopek

Sistem je nekonservativen in ima dve prostostni stopnji (P=2); izberemo posploseni koordinati (N=P=2):
q1 = ¢, g2 = x. Do gibalnih enacb pridemo z uporabo Lagrangevih enacb 2. vrste:

doL OL .
S8 N, =1,...,N.
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Qb\l je j-ta nekonservativna posplosena sila.
Za obravnavani primer:

Tock: 10

Dolo¢imo torej Lagrangevo energijsko funkcijo L = Ex — E},; najprej dolo¢imo kineti¢no energijo:
1 . 1 1
Ek = §Jo<p2+§4m|’v%\ + §2m"l)§|

Hitrost drsnika in klade dobimo z odvajanjem pripadajocega krajevnega vektorja po ¢asu:

2L cos —2L sinp ¢
7‘1:( ) e ( OW),

2L cosp —x —2Lsinpp —1T
7'2:< 0()0 >7 ’U2:< 090%0 >7

Kineti¢no energijo sistema lahko sedaj zapisemo v obliki:

1mL? 1 1
- §m3 P+ gAm (=21 singp)? + 52m (=21 singp ¢ — )2

Ey
Tock: 10

Nadaljujemo s potencialno energijo, ki je v potencialni energiji palice in vzmeti:

L 1
E, = mggsingo—i— §]€:C2.
Tock: 5

Lagrangeva energijska funkcija torej je:

1mL? 1 1 L 1
L= §m3 o+ §2m(72L singp @)’ + §2m(f2L sing ¢ — i) fmggsingof 51{:1'2

Potrebujemo Se nekonservativne posplosene sile, ki jih dolo¢imo s pomocjo virtualnega dela nekonserva-
tivnih sil:

SWN = Z F?Iém- = —Féxg + Fy 01 = —Fdxg + 6mgpdxy,

Tock: 10

Potrebno je izracunati virtualen x; in xo:

%5@—% %&c =—-2Lsinpdp —00x

1 =2L cosp, dx1= R o

0 19)
To=2Lcosp—x, dxrg= ﬂ&p—i— A2 e — 9L sinp dp — dx
Op oz

Sledi, da je virtualno delo nekonservativnih sil definirano z:

SWN =(2FLsing—12mguL sing) o+ F oz.

QET QN

Kakor je prikazano zgoraj, razberemo nekonservativne posplosene sile. Tock: 5

Kje so imeli Studentje tezave?
Krajevni vektor do sile F' je enostavno absolutna koordinata. Za kineti¢no energijo klade je enostavno
treba uporabiti absolutno hitrost njenega tezisca.
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