
Osnutek za Bio�zika za mediinoBojan Boºi£, Jure Dergan, Rudolf Podgornik, Sa²a Svetina in Bo²tjan �ek² 2011/2012Poglavje 2MEHANIKAPojavov v naravi ne moremo razumeti brez primernega opisa medsebojnega delovanja njenih se-stavnih delov. Opisovanje narave bomo zato za£eli z opisovanjem teles in sil med njimi. Razlagobomo razdelili na opis to£kastih, togih in zveznih teles. Spoznali bomo, da je tak �zikalen opis zelosplo²en in omogo£a, da na podoben na£in obravnavamo zelo razli£ne stvari. Tako lahko n. pr. napodoben na£in opi²emo gibanje planeta okoli sona, gibanje atleta pri skoku v daljavo ali pa gibanjemolekule zraka. Po drugi strani lahko isto stvar v razli£nih situaijah opisujemo razli£no: molekuloDNK lahko pri opisu difuzije obravnavamo kot to£kasto telo, pri opisovanju strukture dvojne vija£-nie jo obravnavamo kot togo telo, £e pa nas zanima zvijanje molekule DNK v eli£nem jedru, joobravnavamo kot zvezno telo. Uporabe matematike se v tem poglavju ne bomo ustra²ili, saj vemo,da pri kvantitativnem opisovanju narave brez nje ne gre.2.1 Mehanika to£kastega telesa2.1.1 Opis gibanjaV tem poglavju se bomo nau£ili, kako se popi²e gibanje telesa∗. Zakaj pride do gibanja in kajdolo£a njegove lastnosti, bomo zvedeli ²ele v naslednjem poglavju - dinamiki. Za£eli bomo z naj-preprostej²im opisom � z opisom gibanja masne to£ke po premii ter nato pre²li na opis gibanjamasne to£ke po ravnini oziroma v prostoru. Na konu se bomo nau£ili popisati ²e gibanje togegatelesa, ki se lahko ²e rotira. Spotoma se bomo navadili uporabe nekaterih matemati£nih metod (od-vod, integral), ki jih bomo potrebovali tudi pozneje. Ogledali si bomo tudi nekaj zgledov uporabepridobljenega znanja.Opis gibanja masne to£keMasna to£ka je neskon£no majhen predmet, kar v praksi pomeni, da so njegove dimenzije mnogomanj²e od zna£ilnih dimenzij problema, ki ga obravnavamo. Za opis gibanja masne to£ke zadostuje,da ob vsakem trenutku poznamo njeno lego.Pri premo£rtnem gibanju se giblje to£ka po premii in njeno lego popi²emo tako, da napremii izberemo koordinatno izhodi²£e. Lego to£ke popi²emo s koordinato x, ki nam predstavljarazdaljo to£ke od koordinatnega izhodi²£a in je pozitivna na eni strani izhodi²£a ter negativna nadrugi (sl. 2.1). Tako gibanje imenujemo gibanje z eno prostostno stopnjo, ker lego popi²emo z enimsamim podatkom. Enota za koordinato x je seveda meter (m) ali kaka druga enota za dolºino, n.pr. 1 km = 103 m, 1 mm = 10−3 m, 1 µm = 10−6 m, 1 nm = 10−9 m. Gibanje je popisano, £epoznamo ob vsakem £asu t lego to£ke, to je njeno koordinato x. Poznati moramo torej koordinato
x kot funkijo £asa t: x = x(t).Hitrost to£ke nam pove, kak²no pot opravi to£ka oziroma kak²na je sprememba koordinate xv enoti £asa. Enota za hitrost je 1 ms−1 ali kaj sorodnega, n. pr. 1 km/h = (1/3,6) m/s. �e je

∗Opisu gibanja telesa pravimo kinematika. 19
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1 2−2 −1 0 3 4 x[m]Slika 2.1: Koordinatni sistem za opis lege to£ke pri premo£rtnem gibanju. Trenutna lega masneto£ke (koordinata x) je 2,3 m.predmet ob £asu t1 na mestu x1, ob £asu t2 pa na mestu x2, je v £asovnem intervalu ∆t = t2 − t1opravil pot ∆x = x2 − x1. Zato je njegova povpre£na hitrost (v̄) na tem intervalu podana z
v̄ =

∆x

∆t
. (2.1)Na diagramu, ki prikazuje odvisnost koordinate x od £asa (sl. 2.2), nam predstavlja povpre£nohitrost naklonski koe�ient premie, ki gre skozi to£ki T1(t1, x1) in T2(t2, x2). Naklonski koe�ientje namre£ de�niran kot razmerje med nasprotno in prileºno kateto.
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Slika 2.2: Krivulja, ki se za£ne v to£ki A in kon£a v to£ki D, predstavlja odvisnost lege masne to£ke(koordinato x) od £asa t. Na sliki je tudi pokazano, kako se izra£una povpre£na hitrost (en. 2.1).Mi bi pa radi dolo£ili trenutno hitrost ob £asu t1. �e £asovni interval ∆t zmanj²ujemo, seto£ka T2 pribliºuje po krivulji to£ki T1 in naklonski koe�ient ustrezne premie skozi T1 in T2nam podaja povpre£no hitrost v vedno manj²em £asovnem intervalu. Ko postane ∆t neskon£nomajhen in ga nadomestimo z diferenialom dt, je tudi opravljena pot neskon£no majhna in enakadiferenialu dx. Izraz za povpre£no hitrost (en. 2.1) preide v izraz za trenutno hitrost
v =

dx

dt
. (2.2)Trenutna hitrost je podana z odvodom koordinate x po £asu in predstavlja naklonski koe�ienttangente na krivuljo na sliki 2.2. Hitrost je pozitivna, £e se predmet giblje proti ve£jim x-om in jekrivulja na sliki 2.2 nara²£ajo£a (med to£kama A in B ter C in D), ter negativna, £e se predmetgiblje proti manj²im x-om in je krivulja padajo£a (med to£kama B in C). V to£kah, kjer doseºekoordinata ekstremne vrednosti (to£ki B in C), je tangenta vodoravna in zato hitrost enaka ni£.Pospe²ek pove, kako se spreminja hitrost s £asom, in je de�niran kot prirastek hitrosti na£asovno enoto. Njegova enota je 1 ms−2. Po analognem sklepanju, kot smo ga izvedli zgoraj zahitrost, pridemo do tega, da je pospe²ek (a) enak odvodu hitrosti po £asu oziroma, z upo²tevanjemizraza 2.2, drugemu odvodu koordinate x po £asu

a =
dv

dt
=

d2x

dt2
. (2.3)



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 21Geometrijsko pospe²ek predstavlja naklonski koe�ient tangente na krivuljo v = v(t) in je pozitiven,£e hitrost nara²£a (postaja bolj pozitivna ali manj negativna), in negativen, £e hitrost pada. Kohitrost doseºe najve£jo ali najmanj²o vrednost, je pospe²ek enak ni£.Izraza 2.2 in 2.3 omogo£ata, da iz znane odvisnosti x(t), to je iz poznavanja spreminjanja legetelesa s £asom, izra£unamo, kako se hitrost in pospe²ek spreminjata s £asom. Ve£krat pa nas zanimaobratni postopek: Iz znane odvisnosti pospe²ka od £asa a = a(t) bi radi dolo£ili, kako se spreminjahitrost v(t) in lega telesa x(t). Iz prvega dela ena£be 2.3 sledi, da je prirastek hitrosti dv v £asovnemintervalu dt podan z
dv = adt , (2.4)eloten prirastek hitrosti od za£etnega £asa (t0) do kon£nega £asa (t) pa je enak vsoti takih in�ni-tezimalnih prispevkov, ki jo izrazimo z integralom ∫ t

t0
adt. Hitrost ob £asu t (v(t)) je enaka za£etnihitrosti v0 ob £asu t0 plus prirastek hitrosti

v(t) = v0 +

t
∫

t0

adt . (2.5)Ker je sprememba lege dx v £asu dt enaka vdt, je koordinata x ob £asu t enaka njeni vrednostiob za£etnem £asu plus prirastek
x = x0 +

t
∫

t0

vdt . (2.6)Integrala ∫

adt in ∫

vdt, ki predstavljata prirastek hitrosti oziroma koordinate, sta enaka plo²£inimed krivuljo in absisno osjo na diagramu a(t) oziroma v(t), pri £emer se del plo²£ine, ki je podabsisno osjo, ²teje negativno (sl. 2.3).
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 0 Slika 2.3: Plo²£ina pod krivuljo v intervalu od t0do t v diagramu v(t) predstavlja opravljeno pot vtem intervalu.Zgledi premega gibanja
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 0Slika 2.4: Pri enakomernem gibanju kateregakoli predmeta je hitrost stalna. Plo²£ina pod £rto vintervalu od t0 do t predstavlja opravljeno pot (levo). Opravljena pot (x) v odvisnosti od £asa (t)pri enakomernem gibanju (desno).Enakomerno gibanje: Pri enakomernem gibanju je hitrost stalna: v = v0 = konst. Zato jepo en. 2.3 pospe²ek enak ni£ (a = 0). Primer enakomernega gibanja je gibanje vlaka po ravnem



22 POGLAVJE 2. MEHANIKAtiru, ko vlak ne pospe²uje. Koordinato predmeta dolo£imo po en. 2.6. Ker je hitrost konstantna, jeintegral trivialen
x − x0 =

∫ t

t0

vdt = vt

∣

∣

∣

∣

t

t0

= v(t − t0) , (2.7)kjer oznaka |tt0 pomeni, da moramo vzeti vrednost integrala na zgornji meji in od nje od²teti vrednostna spodnji meji. �e merimo £as od t0 = 0, ko je predmet v koordinatnem izhodi²£u x0 = 0, dobimodobro znano zvezo
x = vt , (2.8)ki nam pove, da je opravljena pot enaka zmnoºku hitrosti in £asa. Ta zveza seveda velja le zaenakomerno gibanje. Za enakomerno gibanje je torej pospe²ek enak ni£, hitrost je stalna, potoziroma koordinata pa nara²£a sorazmerno s £asom (sl. 2.4).Enakomerno pospe²eno gibanje: Pri enakomerno pospe²enem gibanju je pospe²ek stalen.Dobro znan primer enakomerno pospe²enega gibanja je prosti pad, ko se predmet giblje s stalnimpospe²kom, ki je enak pospe²ku prostega pada g = 9, 8 m/s2.Obravnavamo primer, ko ob £asu t = 0 z vi²ine z0 nad zemljo predmet vrºemo navpi£no navzgorz za£etno hitrostjo v0. Koordinatni sistem uvedemo tako, da je njegovo izhodi²£e na povr²ini zemljein da koordinata, ki jo bomo v tem primeru ozna£ili z z, nara²£a v smeri navzgor. Ker pospe²ekprostega pada deluje navzdol, v tem koordinatnem sistemu velja a = −g. Iz splo²ne ena£be 2.5sledi za t0 = 0

v = v0 − gt . (2.9)Hitrost predmeta se enakomerno spreminja. Odvisnost hitrosti od £asa je prikazana na sliki 2.5.
v

v
g

v

t

0

0 Slika 2.5: Odvisnost hitrosti v od £asa t pri pro-stem padu, £e ima predmet v za£etku hitrost v0 vsmeri navzgor.Za ilustraijo opi²imo gibanje predmeta bolj natan£no. Hitrost navzgor je v za£etku enaka v0 in natos £asom enakomerno pada. Vrednost ni£ doseºe po £asu v0/g, ko predmet pride do najvi²je to£ke. Potempostane hitrost negativna, kajti predmet sedaj pada. Absolutna vrednost hitrosti pa enakomerno nara²£ado pada telesa na tla.Koordinato oziroma lego predmeta z(t) dolo£imo iz ena£be 2.6 z upo²tevanjem izraza 2.9. �e vzamemo
t0 = 0, dobimo

z = z0 +

t
∫

0

(v0 − gt)dt = z0 + v0t −
g

2
t2 , (2.10)kjer smo upo²tevali, da je ∫

tdt = t2/2. Dobljeni izraz lahko pretvorimo v bolj nazorno obliko
z = z0 +

1

2

v2
0

g
−

1

2
g

(

t −
v0

g

)2

, (2.11)kjer je vsa £asovna odvisnost skrita v drugem delu, ki predstavlja parabolo, ki je s temenom obrnjenanavzgor. Teme je pri t = v0/g, kjer doseºe predmet najvi²jo to£ko
zmaks = z0 +

1

2

v2
0

g
. (2.12)
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Slika 2.6: Odvisnost lege predmeta (x) od £asa (t) priprostem padu, £e ima predmet v za£etku hitrost v0 vsmeri navzgor, za£etna lega pa je z0.Pot nara²£a kvadratno s £asom. Odvisnost z = z(t) je prikazana na sliki 2.6. �as T , po katerem predmetpade na tla, dobimo iz ena£be 2.11 z zahtevo, da je z = 0, hitrost ob padu na tla pa lahko dolo£imo izena£be 2.9.Zgled za neenakomerno pospe²eno gibanje � eksponentno padajo£ pospe²ek: Predstavljamosi, da ho£emo predmet, ki je ob £asu t0 = 0 v koordinatnem izhodi²£u (x = 0) in miruje (v0 = 0), pospe²itina neko kon£no hitrost. Zato mora biti pospe²ek razli£en od ni£ le v za£etku, ko telo pospe²ujemo, potempa mora dose£i vrednost ni£. Vzemimo, da pospe²ek eksponentno pada s £asom
a = a0e

−t/τ , (2.13)kjer je a0 za£etna vrednost pospe²ka, τ pa je karakteristi£en £as, ki pove, kako hitro pospe²ek pada. V£asovnem intervalu τ pospe²ek pade za faktor e ≈ 2, 7. Odvisnost pospe²ka od £asa je prikazana na sliki 2.7.
τ τ ’ t

a
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Slika 2.7: Diagram eksponentno padajo£ega pospe²kas £asom (en. 2.13). �rtkana krivulja prikazuje ekspo-nentno padajo£i pospe²ek z dalj²im karakteristi£nim£asom (τ ′).Hitrost izra£unamo s splo²nim izrazom (en. 2.5)
v = a0

t
∫

0

e−t/τdt = −a0τ

t
∫

0

e−t/τd

(

−
t

τ

)

= −a0τe−t/τ

∣

∣

∣

∣

t

0

= a0τ(1 − e−t/τ ) = vmaks(1 − e−t/τ ). (2.14)Tu smo upo²tevali, da je ∫

eudu = eu, pri £emer smo vzeli u = −t/τ . Z vmaks = a0τ smo ozna£ili maksimalnohitrost, ki jo predmet doseºe pri velikih £asih (t ≫ τ), ko gre pospe²ek proti ni£. Tedaj se predmet gibljeenakomerno. Pri majhnih £asih (t ≪ τ), ob za£etku pospe²evanja, pa hitrost linearno nara²£a s £asom (sl.2.8). Natan£nej²a analiza pokaºe, da tedaj velja v = a0t, kar pomeni, da imamo opravka z enakomernopospe²enim gibanjem s pospe²kom a0. Vmesno podro£je (t ≈ τ) predstavlja prehod iz podro£ja enakomernopospe²enega gibanja v podro£je enakomernega gibanja (sl. 2.8).Pot izra£unamo kot integral hitrosti (en. 2.6)
x = vmaks

t
∫

0

(1 − e−t/τ )dt = vmakst − vmaksτ(1 − e−t/τ ) . (2.15)Odvisnost poti od £asa je prikazana na sliki 2.9. Paraboli£na odvisnost na za£etku (t ≪ τ) je tipi£na zaenakomerno pospe²eno gibanje. Da se videti, da velja tedaj
x =

1

2
a0t

2 , (2.16)
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Slika 2.8: Spreminjanje hitrosti pri eksponentno pa-dajo£em pospe²ku s £asom, podanem z ena£bo 2.13.kar ustreza enakomerno pospe²enemu gibanju s pospe²kom a0. Pri velikih £asih, ko gre eksponentna funkijaproti ni£, velja
x = vmaks(t − τ) . (2.17)Linearna odvisnost je tipi£na za enakomerno gibanje, £asovni zamik τ pa predstavlja zakasnitev zaradipo£asnega pospe²evanja glede na gibanje, ko bi predmet imel stalno hitrost vmaks takoj od za£etka.
t

x

x= a t21

x= t( −

0

τ

maks  τ  )v

2 Slika 2.9: Spreminjanje poti pri eksponentno padajo-£em pospe²ku s £asom, podanem z ena£bo 2.13. �rt-kano sta narisani odvisnosti poti v za£etku in po zelodolgem £asu.Zgled za neenakomerno pospe²eno gibanje � gibanje stopala pri hoji: Gibanje stopala pri hojiv smeri hoje je neenakomerno. Stopalo ene noge med premikanjem druge noge miruje, potem pa se munekaj £asa hitrost pove£uje, nato pa zmanj²uje, dokler na konu koraka zopet ne zavzame vrednost ni£.Poskusimo £asovni potek hitrosti narisati na diagramu (sl. 2.10). De�nirajmo dve lahko izmerljivi koli£ini,ki sta zna£ilni za hojo. Ena je dolºina koraka (ℓ), druga pa £as trajanja koraka (τ). �as trajanja koraka jepodan s £asom, ki ga potrebujemo, da prestavimo stopalo iz enega mirujo£ega poloºaja za drugim stopalomv novi mirujo£i poloºaj pred drugim stopalom. Pri tem, bomo dejali, se premakne stopalo za razdaljo 2ℓ.Taka de�niija dolºine koraka je namre£ v skladu z obi£ajno uporabo tega pojma. �e pravimo, da smonapravili deset korakov, smo namre£ posamezno nogo premaknili petkrat, vsaki£ se je premaknila za 2ℓ,tako da je eloten premik res 10ℓ � deset dolºin koraka. Ali druga£e: pri vsakem premiku noge (za 2ℓ) sepremakne telo, ki je enkrat pred stopalom drugi£ pa za njim, le za ℓ, tako da se premaknemo po desetihkorakih res za 10ℓ naprej.
τ τ2

maksv

τ t30

v

Slika 2.10: Spreminjanje hitrosti stopala (v) s £a-som (t) pri hoji.Povpre£no hitrost lahko dolo£imo tako, da gledamo telo ali da gledamo stopalo. Obe hitrosti moratabiti seveda enaki. Telo se pri vsakem koraku, ki traja £as τ , premakne za eno dolºino koraka ℓ. Zato jepovpre£na hitrost
v̄ =

ℓ

τ
. (2.18)Stopalo se v £asovnem intervalu τ , ko se premika, premakne za 2ℓ, nato pa £as τ miruje, tako da v £asu 2τopravi pot 2ℓ . Povpre£na hitrost je zato spet enaka zgornji. �e vzamemo, da je dolºina koraka 0,75 m, £astrajanja koraka pa 0,5 s, hodimo s povpre£no hitrostjo 1,5 m/s.Da bi oenili, kolik²na je najve£ja hitrost stopala (vmaks), izrazimo v pribliºku odvisnost hitrosti stopalaod £asa kar s pozitivnim delom sinusne funkije. V intervalih 0 ≤ t ≤ τ , 2τ ≤ t ≤ 3τ , itd. je potem odvisnost
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v(t) = vmaks sin

πt

τ
, (2.19)kjer smo faktor π/τ v argumentu sinusa izbrali tako, da je hitrost enaka ni£ pri t = 0, naslednja ni£la pa jepri t = τ . V intervalih τ ≤ t ≤ 2τ , 3τ ≤ t ≤ 4τ , itd. je hitrost enaka ni£.S pomo£jo tega nastavka (en. 2.19) in splo²nega izraza (en. 2.6) lahko izra£unamo pot, ki jo opravistopalo v £asu τ , ki mora biti enaka dvojni dolºini koraka

2ℓ =

τ
∫

0

v(t)dt = vmaks

τ
∫

0

sin
πt

τ
dt . (2.20)Vpeljemo novo spremenljivko u = πt/τ , ki se spreminja v mejah od 0 do π in katere diferenial je du =

(π/τ)dt, ter dobimo
2ℓ =

vmaksτ

π

π
∫

0

sin udu =
vmaksτ

π
(− cosu)

∣

∣

∣

∣

π

0

=
vmaksτ

π
(− cosπ + cos 0) =

vmaksτ

π
· 2 . (2.21)Najve£ja hitrost stopala je potem enaka

vmaks =
πℓ

τ
= πv̄ . (2.22)Ugotovili smo, da je π-krat ve£ja od povpre£ne hitrosti. Za gornje podatke je najve£ja hitrost 4,7 m/s.Pospe²ek dobimo z odvajanjem hitrosti (en. 2.3)

a =
dv

dt
=

πvmaks

τ
cos

πt

τ
=

π2v̄

τ
cos

πt

τ
. (2.23)Pospe²ek je najve£ji na za£etku in na konu koraka (sl. 2.11). Ta maksimalna vrednost je za gornje podatke29,6 m/s2.

maksπv
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maksπv
τ

τ3τ 2τ t0
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Slika 2.11: Pospe²ek stopala (a) v odvisnosti od£asa (t) pri hoji.Gibanje masne to£ke v prostoru oziroma v ravniniLego to£ke v prostoru opi²emo tako, da uvedemo koordinatni sistem s koordinatnim izhodi²£emin tremi med seboj pravokotnimi osmi x, y in z (sl. 2.12). Lega to£ke je podana s tremi koordinatami
x, y in z. To£ka v prostoru ima torej tri prostostne stopnje, ker potrebujemo tri podatke za popisnjene lege. Te tri podatke lahko zdruºimo v eno samo koli£ino, to je krajevni vektor ~r. Koordinateto£ke x, y in z imenujemo komponente krajevnega vektorja ~r in zapi²emo ~r = (x, y, z). Vektor ~rponazorimo s pu²£io, ki sega od koordinatnega izhodi²£a do to£ke in kaºe proti to£ki. Velikostvektorja predstavlja oddaljenost to£ke od izhodi²£a, njegova smer pa smer, v kateri je to£ka gledena izhodi²£e.Pozneje bomo sre£ali ²e ve£ koli£in, za katere je poleg njihove velikosti pomembna tudi smer.Vse take koli£ine, kot so na primer hitrost, sila, pospe²ek, elektri£na poljska jakost itd., so vektorjiin je za njihovo dolo£itev potrebno poznati njihovo velikost, n. pr. velikost hitrosti, ter smer, n.pr. smer gibanja. Koli£ine kot masa, temperatura, tlak itd. so popolnoma podane le z velikostjo in
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z

T

z

r

x y

y
x Slika 2.12: Ponazoritev vektorja ~r v koordinatnemsistemu.jih imenujemo skalarji. Oglejmo si nekaj najosnovnej²ih pravil, ki veljajo za vektorje, na primeruvektorja ~r, ki dolo£a lego to£ke v prostoru.Kot smo ºe povedali, vektor lahko razstavimo na komponente x, y in z, kar pomeni, da lahko iz koordi-natnega izhodi²£a pridemo do to£ke T (sl. 2.12) tako, da se premaknemo za x v smeri x, za y v smeri y inza z v smeri z. Velikost vektorja predstavlja njegova dolºina, ki je enaka dolºini diagonale kvadra na sliki2.12. �e velikost vektorja ~r ozna£imo z r ali |~r|, velja

r = |~r| =
√

x2 + y2 + z2 . (2.24)
=

r

r d+

tdd vr

rSlika 2.13: Hitrost to£ke, pomnoºena z dt, je enakaspremembi lege to£ke (~r) v dt.
Hitrost to£ke je vektor, ki pove, kako hitro in vkateri smeri se spreminja lega to£ke v prostoru. Kerje lega to£ke podana s komponentami v smeri x, y,in z, je tudi vektor hitrosti podan s komponentamihitrosti v teh smereh, ki popisujejo spreminjanje po-sameznih komponent. Torej

~v = (vx, vy, vz) =
d~r

dt
=

(

dx

dt
,
dy

dt
,
dz

dt

)

. (2.25)Smer vektorja hitrosti je v splo²nem druga£na odsmeri ~v (sl. 2.13).Podobno velja za pospe²ek, ki predstavlja spre-membo hitrosti na £asovno enoto in je tudi vektor, katerega velikost pove velikost spreminjanja hitrosti na£asovno enoto, smer pa smer spreminjanja hitrosti
~a = (ax, ay, az) =

d~v

dt
=

(

dvx

dt
,
dvy

dt
,
dvz

dt

)

=

(

d2x

dt2
,
d2y

dt2
,
d2z

dt2

)

. (2.26)Gibanja to£ke v ravnini ne bomo podrobneje ²tudirali, ker predstavlja poseben primer gibanja v prostoruz omejitvijo na ravnino x−y, v kateri je stalno z = 0. Torej potrebujemo za popis lege to£ke le dve koordinati
x in y in je to gibanje z dvema prostostnima stopnjama. V vektorski notaiji lahko tako gibanje popi²emoz dvokomponentnimi vektorji poloºaja ~r, hitrosti ~v in pospe²ka ~a.Sestavljeno gibanjeIz izrazov 2.25 in 2.26 vidimo, da veljajo med posameznimi komponentami vektorja ~r, hitrosti inpospe²ka iste zveze kot za premo£rtno gibanje. Zato si lahko poljubno gibanje to£ke v prostorumislimo razstavljeno na troje premo£rtnih gibanj v smereh x, y in z, ki so med seboj neodvisna inza vsako posebej veljajo znane zveze med koordinato, hitrostjo in pospe²kom (en. 2.2, 2.3, 2.5, in2.6). Ne smemo pa pozabiti, da tako dobljene posamezne komponente v vsakem trenutku tvorijovektor, ki popisuje elotno gibanje. Tako sestavljeno gibanje si bomo podrobneje ogledali na primeruv naslednjem poglavju.Zgledi za sestavljeno gibanjeDvoje enakomernih gibanj: Kot prvi primer sestavljenega gibanja si oglejmo gibanje £olna, ki se s stalnohitrostjo v0 glede na reko giblje pravokotno nanjo. Ker se reka giblje glede na obalo s hitrostjo v1, je hitrost



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 27£olna glede na obalo vektorska vsota hitrosti £olna glede na reko in hitrosti reke glede na obalo (sl. 2.14a). Vkoordinatnem sistemu, prikazanem na sliki 2.14a, lahko obe hitrosti izrazimo kot dvokomponentna vektorja
~v0 = (0, v0)

~v1 = (v1, 0) (2.27)tako, da je elotna hitrost, ki je vsota obeh, enaka
~v = ~v0 + ~v1 = (v1, v0) . (2.28)Poloºaj £olna izra£unamo z integraijo hitrosti
~r = (x, y) = (v1t, v0t) . (2.29)�oln se giblje po premii y = (v0/v1)x. Reko prepluje tedaj, ko je y enak ²irini reke (l). Za to potrebuje £as

T = l/v0, v tem £asu pa se premakne vzdolº reke v smeri toka za lv1/v0.
y

v

v

l

0

1 v1

0v

x

α

baSlika 2.14: (a) Gibanje £olna, ki pluje s stalno hitrostjo (~v0) pravokotno glede na reko. (b) �oln pluje poddolo£enim kotom (α) glede na reko, da se giblje pravokotno glede na breg.V kak²no smer bi moral £oln pluti glede na reko, da bi jo preplul pravokotno glede na breg? Tako,da je komponenta elotne hitrosti v smeri toka reke enaka ni£. �e kot α (sl. 2.14b) poda odmik od smeripravokotno na reko, je
~v0 = (−v0 sin α, v0 cosα) . (2.30)Komponenta vsote ~v1 + ~v0 smeri x mora biti enaka ni£. Torej

v1 − v0 sinα = 0 (2.31)in kot α, ki dolo£a smer, je podan z
sin α =

v1

v0

. (2.32)Ta ena£ba ima re²itev le za v0 ≥ v1, £e pa je hitrost reke ve£ja od hitrosti £olna, ena£ba 2.32 nima re²itvein ne moremo pluti pravokotno na breg.Po²evni met: Predmet vrºemo ali izstrelimo z vi²ine z0 pod kotom α (sl. 2.15). Kako bo letel? Gibanjerazstavimo na vodoravno komponento (smer x) in navpi£no komponento (smer z). V smeri x se gibljepredmet enakomerno, v smeri z pa enakomerno pospe²eno s teºnostnim pospe²kom g.
d

z v

z α

x

0

0

Slika 2.15: Pri po²evnem metu opisuje gibanje pred-meta v koordinatnem sistemu parabola.



28 POGLAVJE 2. MEHANIKA�e je velikost za£etne hitrosti v0, sta njeni komponenti v smereh x in z

v0,x = v0 cosα , v0,z = v0 sinα . (2.33)Gibanje v smeri x je enakomerno, zato se hitrost ne spreminja, vx = v0,x in koordinata x nara²£a enakomernos £asom
x = v0,xt . (2.34)Gibanje v navpi£ni smeri smo ºe obravnavali na strani 22, kjer smo ugotovili, da se vi²ina predmeta nadzemljo spreminja po ena£bi 2.11, ki jo tu le prepi²emo s spremenjenimi oznakami; za£etna hitrost navzgorje sedaj v0,z. Zato

z = z0 +
1

2

v2
0,z

g
−

1

2
g

(

t −
v0,z

g

)2

. (2.35)Z eliminaijo £asa (t) iz ena£b 2.34 in 2.35 dobimo krivuljo, po kateri predmet leti
z = z0 +

1

2

v2
0,z

g
−

1

2

g

v2
0,x

(

x −
v0,xv0,z

g

)2

. (2.36)Predmet se giblje po paraboli (sl. 2.15). Predmet doseºe najvi²jo to£ko z vi²ino z0 + v2
0z

/(2g) pri x =

v0,xv0,z/g. Razdaljo, do katere predmet prileti v smeri x ob padu na tla (d), dobimo iz ena£be 2.36 zzahtevo z = 0.Kroºenje
2

T 1

r
φ

x

y

l

e
e Slika 2.16: Kroºenje masne to£ke v ravnini x−y.Enakomerno kroºenje je posebna oblika gibanja, kjer se masna to£ka giblje po krogu z radijem

r v ravnini x − y s stalno hitrostjo (sl. 2.16). Ravnina, v kateri poteka kroºenje, je pravokotna naos. Kjub tem, da je hitrost stalna, pa na kroºe£o masno to£ko vendarle deluje pospe²ek in vsledtega tudi sila∗. Ta pospe²ek imenujemo entrifugalni pospe²ek in ustrezno silo entrifugalna sila.Poglejmo si, kako ga lahko izra£unamo.�eprav je kroºenje gibanje v ravnini, pa ima zgolj eno samo prostostno stopnjo. To je poslediatega, da je lega masne to£ke popolnoma dolo£ena zgolj z vrednostjo kota φ. Koordinati masne to£keT lahko namre£ izrazimo kot
x = r cos φ , y = r sin φ . (2.37)Kroºenje je torej popolnoma podano, £e vemo, kako se kot φ spreminja s £asom. Hitrost spremi-njanja kota je potem podana s kotno hitrostjo ω

ω =
dφ

dt
, (2.38)hitrost spreminjanja kotne hitrosti pa s kotnim pospe²kom α

α =
dω

dt
=

d2φ

dt2
. (2.39)Zveze med kotom (φ), kotno hitrostjo (ω) in kotnim pospe²kom (α) so enake kot pri premo-£rtnem gibanju med koordinato x, hitrostjo v in pospe²kom a, zato tudi za enakomerno kroºenje

∗Zveza med silo in pospe²kom je opisana v poglavju 2.1.2.



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 29in enakomerno pospe²eno kroºenje veljajo analogne zveze kot pri premo£rtnem gibanju. Za ena-komerno kroºenje, na primer, je kotna hitrost ω stalna, zato je kotni pospe²ek enak ni£, kot pase spreminja linearno s £asom, φ = ωt. Frekvena kroºenja (ν) pove ²tevilo vrtljajev na £asovnoenoto. Njena enota je Hertz (1 Hz = 1 s−1). �e merimo kot v radianih, je en vrtljaj enak kotu 2πin se kotna hitrost izraºa s frekveno kot:
ω = 2πν . (2.40)Pot, ki jo prepotuje to£ka pri zavrtitvi za kot φ, je enaka loku kroºnega izseka (l) s kotom φ.�e merimo kot v radianih, velja
l = rφ . (2.41)Veljavnost te zveze je evidentna. Lok je vsekakor sorazmeren kotu φ in radiju kroga, sorazmernostnifaktor pa mora biti tak, da da za el obrat (φ = 2π) obseg kroga (2πr).Hitrost je po de�niiji podana s spreminjanjem poti po £asu, torej

v =
dl

dt
= r

dφ

dt
= rω , (2.42)pospe²ek pa s spreminjanjem hitrosti

at =
dv

dt
= r

dω

dt
= rα . (2.43)Vendar moramo biti pri tem pazljivi, ker sta hitrost in pospe²ek vektorja, tukaj pa smo gledalispremembe velikosti. Uporabimo na²e znanje o vektorjih. Krajevni vektor ~r, ki dolo£a lego to£ke,lahko glede na en. 2.37 napi²emo

~r = (r cos φ, r sin φ) = r~e1 , (2.44)kjer smo uvedli enotski vektor ~e1 = (cos φ, sin φ). Vektor ~e1 je enotski vektor, ker je njegova velikost(po en. 2.24) enaka ena. Izraz 2.44 pomeni, da krajevni vektor ~r kaºe v radialni smeri ~e1, njegovavelikost pa je stalna |~r| = r.Vektor hitrosti dobimo z odvodom vektorja
~v =

d~r

dt
= r

dφ

dt
(− sin φ, cos φ) = rω~e2 , (2.45)kjer smo uvedli enotski vektor ~e2, ki kaºe v smeri tangente. Ugotovili smo, da je hitrost po velikostienaka rω, kar se ujema z izrazom 2.42, njena smer pa se spreminja in je vedno tangenialna, ker seto£ka giblje v vsaki to£ki v smeri kroºnie.Vektor pospe²ka dobimo z odvodom vektorja hitrosti

~a =
d~v

dt
= r

d2φ

dt2
(− sin φ, cos φ) + r

(

dφ

dt

)2

(− cos φ,− sin φ) = rα~e2 − rω2~e1 . (2.46)Pri tem smo najprej odvajali po £asu velikost vektorja hitrosti, nato pa ²e njegovo smer. Pospe²ek,ki obstaja zaradi spreminjanja velikosti hitrosti, ima tangenialno smer in je po velikosti enak izrazu2.43, kjer smo pospe²ek ºe ozna£ili z indeksom t: tangenialni pospe²ek. Za enakomerno kroºenjesta kotni pospe²ek in zato tangenialni pospe²ek enaka ni£. Drugi del pospe²ka: −rω2~e1 ima smerproti sredi²£u kroga in ga zato imenujemo radialni pospe²ek. Po velikosti je enak
ar = rω2 =

v2

r
. (2.47)Radialni oziroma entrifugalni pospe²ek je razli£en od ni£ tudi za enakomerno kroºenje, torej zakroºenje s stalno kotno hitrostjo. Takrat je hitrost sier po velikosti stalna, se pa ves £as spreminjanjena smer. Posledia spreminjanja smeri po velikosti sier stalne hitrosti vodi do entrifugalnegapospe²ka.Za zgled izra£unajmo radialni pospe²ek pri entrifugi, ki se vrti s frekveno 35 Hz. Na mestu,ki je za 10 m oddaljeno od osi, je radialni pospe²ek pribliºno enak 500g (g = 9, 81 m/s−2),∗ kjersmo za radialni pospe²ek upo²tevali ena£bo 2.47, za kotno hitrost (ω) pa ena£bo 2.40.

∗Pose²ek prostega pada je vpeljan z ena£bo 2.51.



30 POGLAVJE 2. MEHANIKA2.1.2 DinamikaV prej²njem poglavju smo se nau£ili, kako popi²emo gibanje teles, v tem pa bomo spoznali, kajpovzro£a gibanje oziroma spremembe gibanja. Gibanje povzro£ajo sile. Medtem ko gibanje opi²emos razli£nimi koli£inami, kot so lega, hitrost in pospe²ek, dinamika povezuje trenutne vrednosti tehkoli£in s silami.Newtonov zakonNewtonov zakon pove, na kak²en na£in sile dolo£ajo gibanje. Newtonov zakon ima slede£o obliko
~F = m~a , (2.48)kjer je ~a vektor pospe²ka, m masa telesa in ~F sila, ki deluje na telo. �e deluje na telo ve£ sil, je ~Fvektorska rezultanta vseh sil. Glede na to, da je sila vzrok za pospe²ek, bi bilo najbrº primernejeNewtonov zakon napisati v obliki
~a =

~F

m
. (2.49)�e je sila poznana, je gibanje popolnoma podano, £e poznamo za£etno lego to£ke in njeno za£etnohitrost. �e je sila enaka ni£, se telo giblje enakomerno oziroma miruje, £e je v za£etku mirovalo.V primeru torej, da na telo ne delujejo nobene sile, to bodisi miruje ali pa se giblje s konstantnohitrostjo. To je eden od osnovnih zakonov dinamike.Vrste silGlede na izvor, doseg in velikost lo£imo med seboj razli£ne vrste sil. Glede na velikost teles medkaterimi delujejo jih razvrstimo na sile kratkega dosega in sile dolgega dosega. Sili dolgegadosega sta gravitaijska sila in elektromagnetna sila. Sile, kot so n. pr. ²ibka jedrska in mo£najedrska sila, so kratkega dosega (pogl. 7.2.2).

e
r

gF
gF

ba
e

m

1

2

m

m Slika 2.17: Skii za prikaz delovanja gravi-taijske sile.Navedimo nekaj sil, s katerimi se lahko sre£amo v vsakdanjem ºivljenju.� Gravitaijska sila med to£kastimi masami: Med telesoma z masama m1 in m2 delujetako imenovana gravitaijska sila. Sila, s katero deluje telo z maso m1 na telo z maso m2,zapi²emo v vektorski obliki kot
~Fg = −κ

m1m2

r2
~e . (2.50)

r je razdalja med masama, κ pa gravitaijska konstanta. Sila deluje v smeri premie, kipovezuje obe masi, kar ponazorimo z enotskim vektorjem ~e = ~r/r (sl. 2.17a). Znak minus vizrazu 2.50 pomeni, da je sila privla£na.� Sila teºe: Ker je velikost zemlje veliko ve£ja od velikosti teles na njeni povr²ini lahko gravi-taijsko silo med zemljo in telesom mase m na povr²ini zemlje izrazimo kot (sl. 2.17b)
~Fg = −gm~e , (2.51)pri £emer so v faktorju g, tako imenovanem pospe²ku prostega pada, zajeti prispevki vsehdelov zemlje ∆mi (g = κ

∑

i ∆mi cos ϑi/r
2
i , pri tem je ~ri vektor od dela zemlje ∆mi do telesana povr²ine zemlje in ϑi kot med vektorjema ~ri ter ~e.



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 31� Elektrostatska sila med to£kastimi naboji: Med to£kastima elektri£nima nabojema e1in e2 v vakuumu deluje Coulombska sila. Sila naboja e1 na naboj e2 je enaka (prim. sl. 4.3na str. 117)
~FC =

e1e2

4πε0r2
~e . (2.52)r je razdalja med nabojema, ε0 pa je in�uen£na konstanta. S Coulombovo silo se bomoukvarjali v poglavju "Elektri£ni in magnetni pojavi" na strani 117.� Medmolekularne sile: Silo med molekulami in atomi lahko napi²emo pribliºno v oblikiLennard-Jonesove sile, ki ima obliko

~FLJ =

(

12a

r13
−

6b

r7

)

~e . (2.53)kjer sta a in b pozitivni konstanti. Prvi £len v zgornji ena£bi je posledia odboja med mole-kulama zaradi kvantno mehanskih pojavov, drugi pa je posledia privlaka med njima zaradi�uktuirajo£ih elektri£nih dipolov molekul. O tem ve£ kasneje (pogl. 5.3).� Sila trenja: Sila trenja (F t) je sorazmerna sili, s katero deluje telo pravokotno na podlago(N):
Ft = µN . (2.54)

µ je koe�ient trenja.� Sila vzmeti: Sila vzmeti je enaka
F = −kx . (2.55)

x je odmik vzmeti od mirovne lege, k pa je konstanta vzmeti. Znak minus pomeni, da je smersile vzmeti nasprotna smeri odmika (sl. 2.18). Zaradi linearne zveze med silo in odmikom selahko vzmeti uporabljajo za merjenje sil.
x

k F Fz Slika 2.18: Zaradi zunanje sile (Fz) se vzmet raz-tegne. x je odmik desnega kona vzmeti od lege,ko je sila enaka ni£. Sila vzmeti (F ) je nasprotnoenaka zunanji sili.Posledie Newtonovega zakonaNewtonov zakon ima vrsto zanimivih posledi, ki so v njem sier impliitno vsebovane, a ne nao£iten na£in. Poglejmo si jih nekaj.Zakon o ohranjevanju gibalne koli£ine: Iz Newtonovega zakona lahko za za£etek izpeljemodvoje koristnih in uporabnih zvez. Prvo dobimo tako, da ena£bo 2.48 pomnoºimo z in�nitezimalno£asovno spremembo dt
~F dt = m

d~v

dt
dt = m d~v . (2.56)Ko se²tejemo prispevke sile od za£etnaga £asa (t1) do kon£nega £asa (t2), dobimo

t2
∫

t1

~F (t) dt =

~v2
∫

~v1

m d~v = ~G2 − ~G1 = ∆ ~G . (2.57)Izraz na levi, ki ga imenujemo sunek sile, je enak spremembi gibalne koli£ine, ki je de�nirana kot
~G = m~v. �e je sunek sile enak ni£, za kar ni nujno potrebno, da je sila enaka ni£, se gibalna koli£inav tem £asovnem intervalu ne spremeni, potemtakem se gibalna koli£ina ohranja, oziroma

t2
∫

t1

~F (t) dt = 0 sledi ~G = konstanta . (2.58)



32 POGLAVJE 2. MEHANIKAOmenimo le ²e to, da lahko sunek sile v primeru, da imamo opravka s konstantno silo, izrazimo kot
~F (t2 − t1). V splo²nem pa je enak plo²£ini pod krivuljo, ki opisuje odvisnost sile od £asa (sl. 2.19).

dtF t( )

F t( )

t1t 2t

t2

t1 0
Slika 2.19: Plo²£ina pod krivuljo, ki opisuje spre-minjanje sile od £asa (F (t)), je enaka sunku sile.Delo, mo£ in zakon o ohranitvi kineti£ne energije: Naslednjo posledio Newtonovegazakona dobimo tako, da pomnoºimo ena£bo 2.48 skalarno z in�nitezimalnim elementom poti d~r.Na levi strani ena£be torej dobimo ~F ·d~r. Sedaj de�niramo novo �zikalno koli£ino, ki jo imenujemodelo sile in jo ozna£imo s £rko A

A =

~r2
∫

~r1

~F · d~r . (2.59)Delo sile je eden od osnovnih �zikalnih koneptov. �e je sila konstantna in se telo giblje v smerisile, je delo, ki ga opravi sila na dani poti, enako kar produktu sile in poti, na kateri deluje. �e nekaºeta v istih smereh, potem je delo sile enako skalarnemu produktu med silo in potjo. V primeru,da sta si sila in pot, po kateri se telo giblje, kot je primer pri enakomernem kroºenju, pravokotni,sila ne opravi nobenega dela.Mo£ je koli£ina, ki pove, v kolik²nem £asu opravimo delo. De�niramo jo z izrazom
P =

dA

dt
. (2.60)�e ena£bo 2.59 odvajamo po £asu, dobimo

P = ~F ·
d~r

dt
= ~F · ~v . (2.61)�e sila ni pravokotna na smer gibajo£ega se telesa, opravljamo delo, ker skalarni produkt med siloin hitrostjo ni enak ni£.Poglejmo ²e, kaj dobimo, ko pomnoºimo z diferenialom poti d~r = ~vdt, desno stran ena£be 2.48.Dobimo

m
d~v

dt
· ~vdt = m~v · d~v . (2.62)Ko sedaj to ena£bo integriramo po d~v ter upo²tevamo, da je

∫

~v · d~v =

∫

(vxdvx + vydvy + vzdvz) =
1

2
(v2

x + v2
y + v2

z) =
v2

2
,dobimo

~v2
∫

~v1

m~v · d~v =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv1

2. (2.63)Sedaj de�nirajmo ²e novo koli£ino in sier kineti£no energijo masnega dela z maso m

Wk =
1

2
mv2 . (2.64)Tako lahko spravimo obe ena£bi, 2.59 in 2.63, skupaj v tole pomembno posledio Newtonovegazakona

A = Wk,2 − Wk,1 . (2.65)



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 33Delo sil pri gibanju je torej enako spremembi kineti£ne energije. V kolikor sila pri gibanju neopravi nobenega dela, £e je reimo pravokotna na pot dela kot pri kroºenju, potem je kineti£naenergija konstanta gibanja in se torej med gibanjem ne spreminja. Tej posledii Newtonovega zakonapravimo tudi zakon o ohranjevanju kineti£ne energije.Konzervative sile in potenialna energija�e izra£unano delo sile pri premiku telesa iz to£ke 1 v to£ko 2 ni odvisno od poti, po kateri smotelo premikali, pravimo, da so sile, ki to gibanje povzro£ajo, konzervativne. Gravitaijska sila jekonzervativna sila. Poleg gravitaijske sile so to ²e n. pr. Coulombska sila, Lennard-Jonesova silain sila vzmeti. Delo sile trenja (en. 2.54) pa je od poti, po kateri premikamo telo, odvisno. Sile,katerih delo pri gibanju je odvisno od poti dela, ki se giblje, imenujemo disipativne sile.Delovanje konzervativnih sil lahko vedno opi²emo s potenialno energijo. Za premo£rtnogibanje je potenialna energija Wp(x), pri £emer velja naslednja zveza med silo in potenialnoenergijo
F (x) = −

dWp(x)

dx
, (2.66)£e ima sila smer koordinate x.Za konzervativno silo v poljubni smeri v prostoru zapi²emo ena£bo 2.66 v posplo²eni obliki z vpeljavogradienta potenialne energije

~F (~r) = −∇Wp(~r) . (2.67)Gradient potenialne energije (∇Wp) je vektor s komponentami dWp

dx ,
dWp

dy in
dWp

dz , ki ga lahko v simboli£niobliki zapi²emo tudi kot dWp/d~r (dodatek str. 260).Potenialne energije, ki ustrezajo prej na²tetim konservativnim silam (en. 2.50, 2.51, 2.52, 2.53in 2.55), se da dobiti v obliki� za gravitaijsko silo Wp(~r) = −κ
m1m2

r� za silo teºe Wp(~r) = mgz� za Coulombsko silo Wp(~r) =
e1e2

4πε0r� za medmolekulsko silo Wp(~r) =
a

r12
−

b

r6� za silo vzmeti Wp(~r) =
1

2
kx2V naslednjem koraku si odgovorimo ²e na vpra²anje, zakaj lahko trdimo, da je Wp(~r) potenialnaenergija masnega dela.Zakon o ohranjevanju energijePri zakonu o ohranjevanju kineti£ne energije smo ugotovili, da je elotno delo, ki ga pri gibanjuopravi zunanja sila, enako spremembi kineti£ne energije. Za konzervativne sile dobi ta trditevposebno elegantno obliko. Namre£, £e se vrnemo k de�niiji opravljenega dela sile (en. 2.59), potemjo lahko za konzervativne sile zapi²emo v obliki
A =

~r2
∫

~r1

~F · d~r = −

~r2
∫

~r1

dWp(~r)

d~r
· d~r . (2.68)Ker je iskanje gradienta nasprotna operaija, kot je integriranje po ~r, integral na desni strani niodvisen od poti med ~r2 in ~r1, pa£ pa je enak zgolj razliki potenialnih energij

A = Wp(~r1) − Wp(~r2) , (2.69)



34 POGLAVJE 2. MEHANIKAtorej je odvisen le od razlike potenialnih energij na za£etku in na konu gibanja. Zdruºimo sedajskupaj ena£bo 2.69 in zakon o ohranjevanju kineti£ne energije (en. 2.65), pa dobimo zakon oohranjevanju energije
Wk,2 + Wp(~r2) = Wk,1 + Wp(~r1) . (2.70)Vsota kineti£ne in potenialne energije na za£etku gibanja mora biti enaka vsoti kineti£ne in po-tenialne energije na konu gibanja. Vsota potenialne in kineti£ne energije se torej med gibanjemne spreminja s £asom. Kon£no tudi lahko vidimo, zakaj je termin potenialna energija za Wp(~r)smiselen, saj nastopa popolnoma enakovredno s kineti£no energijo v zakonu o ohranjevanju energije.Kot zgled za ohranjevanje energije lahko obravnavamo spust to£kastega telesa, ki brez trenjadrsi po klanu (sl. 2.20). Vsota kineti£ne in potenialne energije se v vsakem trenutku ohranja. Kertelo v za£etku miruje, je njegova kineti£na energija enaka spremembi potenialne energije.

v = 0

z

z

v2

1

2

1 Slika 2.20: Ko spustimo telo z maso m, ki v za-£etku miruje, po klanu, se njegova potenialnaenergija pretvori v kineti£no. V prikazanem pri-meru velja mv2
2/2 = mgz1 − mgz2.�eprav pojem energije neposredno izhaja iz Newtonovega zakona in torej vsebuje identi£no in-formaijo, dodatno pripomore k razumevanju �zikalnih pojavov. Zveze med raznimi vrstami energijelahko namre£ koristno uporabimo tudi kadar sil samih ne poznamo ali pa so obravnavani sistemitako kompliirani, da bi bila direktna uporaba drugega Newtonovega zakona iz prakti£nih razlogovnemogo£a.Vsoto kineti£ne in potenialne energije v zgornji formulaiji zakona o ohranjevanju energijev£asih poimenujemo tudimehanska energija. Mehanska energija se ne spreminja, £e v mehanskemsistemu ne delujejo disipativne sile. �e v sistemu delujejo disipativne sile, se del mehanske energijepretvori v toploto, kot bomo ugotovili pri termodinamiki. Takrat se vsota kineti£ne in potenialneenergije s £asom zmanj²uje, pravimo tudi, da se disipira. Pri termodinamiki bomo uvideli (pogl.3.3.1), da je tudi toplota vrsta energije in da izrek o ohranjevanju energije velja ²e vedno, £e prise²tevku energij upo²tevamo tudi toplotno energijo. Videli bomo tudi, da poznamo ²e ve£ drugihvrst energije kot so elektri£na energija, energija kemijskih vezi, energija sevanja, jedrska energija,itd.Ve£ino proesov, ki jih preu£ujemo v neºivem in tudi ºivih sistemih, lahko opredelimo kotproese, pri katerih se pretvarja energija iz ene od svojih oblik v drugo, kar seveda je ravno vsebinazakona o ohranjevanju energije. Primer iz ºivega sveta. Pri fotosintezi se energija sevanja pretvarja venergijo kemijskih vezi. Pri delovanju mi²i se energija kemijskih vezi pretvarja v kineti£no energijo.Oko pretvarja energijo sevanja najprej v energijo kemijskih vezi in nato v elektri£no energijo (pogl.6.5.5).Zakon o ohranjevanju energije predstavlja enega od najpomembnej²ih temeljev naravoslovnihznanosti. Brez njega sveta preprosto ne moremo razumeti.Dinamika kroºenja masne to£keEna£ba gibanja pri kroºenju: Kot smo spoznali v poglavju 2.1.1, je kroºenje okrog stalne osiposebna vrsta gibanja, ki ga na najbolj primeren na£in opisujemo s kinemati£nimi parametri kotom(φ), kotno hitrostjo (ω) in kotnim pospe²kom (α). Temu opisu ustrezno je potrebno prirediti tudiNewtonov zakon (en. 2.48). Masna to£ka, ki kroºi na razdalji r od osi, se giblje pospe²eno le,£e ima sila, ki nanjo deluje, komponento v smeri tangente na kroºnio (sl. 2.21). Tangenialnipospe²ek je glede na Newtonov zakon enak at= Ft/m, ustrezen kotni pospe²ek pa je potem (en.2.43) α = Ft/rm. Koli£ina, ki najbolj ustrezno opredeljuje vzrok za pospe²eno vrtenje, pa ni na



2.1. MEHANIKA TO�KASTEGA TELESA 35primer tangenialna sila ali razmerje med njo in razdajo r, ampak navor (M), ki je de�niran kotprodukt razdalje r in tangenialne sile:
M = rFt . (2.71)Ena£ba gibanja se torej glasi
M = Jα , (2.72)pri £emer smo de�nirali vztrajnostni moment masne to£ke J kot
J = mr2 . (2.73)Vrtenje masne to£ke torej opisujemo z ena£bo gibanja, ki je analogna ena£bi za premo£rtno gibanjamasne to£ke, le da v slednji nadomestimo pospe²ek s kotnim pospe²kom, silo z navorom, maso paz vztrajnostnim momentom.

F

M

F
F

r

r

’

ϕ

φ
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r

ϕ
Slika 2.21: Na to£kasto telo z maso m, ki se gibljepo kroºnii z radiem r, deluje sila ~F . ~F t je njenatangenialna komponenta, ~F r pa njena radialnakomponenta. ϕ je kot med smerjo vektorja ~r, kidolo£a lego masne to£ke, in smerjo sile. U£ineksile na masno to£ko, ki lahko kroºi v ravnini, jeve£ji pri ve£jem kotu ϕ in s tem pri ve£ji ro£ii(r′).Dodajmo ²e nekaj podrobnosti o navoru. Analogno kot merimo sile z raztegnitvijo proºne vzmeti(en 2.55), lahko navore merimo s polºastimi vzmetmi (sl. 2.22). Kot zasuka polºaste vzmeti (φ) jenamre£ sorazmeren navoru

φ =
M

D
, (2.74)kjer je D, tako imenovana direkijska konstanta, zna£ilna konstanta za vsako polºasto vzmet.

M

φ

Slika 2.22: Polºasta vzmet.Pri de�niiji navora (en. 2.71) smo upo²tevali, da vrte£o se masno to£ko pospe²uje samo tan-genialna komponenta sile. Izraz za navor pa lahko napi²emo tudi v bolj splo²ni obliki, tako da vnjem nastopa poljubna sila, ki deluje na masno to£ko (sl. 2.21). V tem primeru moramo napisatinavor kot vektorski produkt vektorja, ki kaºe od osi²£a do mesta prijemali²£a sile, in sile, torej
~M = ~r × ~F . (2.75)Velikost tega vektorskega produkta je rF sin ϕ = Fr′, kjer je ϕ kot med vektorjem ~r ter ~F in

r′ = r sinϕ ro£ia, to je pravokotna razdalja od sredi²£a kroºenja do premie, na kateri leºi vektorsile. Na sliki 2.21 vidimo, da je produkt F sinϕ ravno enak tangenialni komponenti sile (F t), zatose ena£ba 2.75 ujema z ena£bo 2.71. Vidimo pa iz ena£be 2.75, da je navor vektor, katerega smerje pravokotna na ravnino, v kateri leºita vektorja ~r in ~F , in se ujema s smerjo osi vrtenja. Navorje pozitiven, £e deluje tako, da se masna to£ka vrti v nasprotni smeri od gibanja urinega kazala,negativen pa, £e povzro£a pospe²evanje vrtenja v smeri urinega kazala.



36 POGLAVJE 2. MEHANIKAIsto smer, kot jo ima navor, lahko pripi²emo tudi kotnemu pospe²ku, ki ga sedaj ozna£imo zvektorjem (~α). V splo²nem torej velja
~M = J~α . (2.76)Enakomerno kroºenje: Zanima nas, kak²na sila in navor delujeta na masno to£ko, ki kroºienakomerno. V tem primeru je kotni pospe²ek enak ni£ (pogl. 2.1.1). Iz Newtonovega zakona zakroºenje (en. 2.72) razberemo, da je tudi navor na masno to£ko enak ni£. Toda to ²e ne pomeni,da na masno to£ko ne deluje nobena sila. Kot smo ugotovili v poglavju 2.1.1, se pri enakomernemkroºenju masna to£ka giblje pospe²eno proti osi, pri £emer je velikost pospe²ka enaka ω2r. Zato jepo Newtonovem zakonu (en. 2.48) sila enaka

~F = −mω2~r . (2.77)Predznak minus kaºe, da je sila vedno usmerjena proti osi. Navor te sile je enak ni£, ker je ro£iav tem primeru enaka ni£.Zakon o ohranjevanju vrtilne koli£ine: Iz Newtonovega zakona za kroºenje lahko prav takoizpeljemo koristne zveze. Prvo, analogno ena£bi 2.57, dobimo tako, da ena£bo 2.72 pomnoºimo zdiferenialom £asa dt
Mdt = J

dω

dt
dt = J dω . (2.78)Pri kroºenju kotna hitrost (ω) nadome²£a obi£ajno hitrost. Ko integriramo (se²tejemo prispevke)navora od za£etnega £asa (t1) do kon£nega £asa (t2), dobimo

t2
∫

t1

Mdt =

ω2
∫

ω1

J dω = Γ2 − Γ1 = ∆Γ . (2.79)Izraz na levi je sunek navora, ki je enak spremembi vrtilne koli£ine, de�nirane kot Γ = Jω. �eje sunek navora enak ni£, za kar ni nujno potrebno, da je navor v intervalu med t1 in t2 ves £asenak ni£, se vrtilna koli£ina ohranja. Zakon o ohranjevanju vrtilne koli£ine je analogen ustreznemuzakonu za ohranjevanje gibalne koli£ine (en. 2.57).Delo in zakon o ohranitvi kineti£ne energije: Analogno kot pri premo£rtnem gibanjulahko tudi pri kroºenju masne to£ke de�niramo delo. V ta namen pomnoºimo Newtonov zakon zakroºenje (en. 2.72) z diferenialom kota zasuka okrog osi (dφ). Na levi strani ena£be torej dobimo
Mdφ. Ker se v splo²nem navor, ki deluje na masno to£ko, spreminja s kotom zavrtitve (φ), je deloenako integralu navora po φ

A =

∫ φ2

φ1

Mdφ , (2.80)kjer sta φ1 in φ2 za£etni in kon£ni kot. �e je navor stalen, je delo enako kar produktu navora inspremembi kota.Ko pa desno stran ena£be 2.72 pomnoºimo z diferenialom kota (dφ = ωdt) in upo²tevamozvezo med kotnim pospe²kom ter kotno hitrostjo (α =dω/dt), dobimo
J

dω

dt
ωdt = Jωdω . (2.81)Ko nato ta izraz integriramo po ω od za£etne kotne hitrosti (ω1) do kon£ne kotne hitrosti (ω2),dobimo

ω2
∫

ω1

Jωdω =
1

2
Jω2

2 −
1

2
Jω1

2 . (2.82)Sedaj vpeljemo ²e izraz za kineti£no energijo pri kroºenju masnega dela
Wk =

1

2
Jω2 , (2.83)



2.2. MEHANIKA TOGEGA TELESA 37da dobimo stavek o delu in kineti£ni energiji
A = Wk,2 − Wk,1 , (2.84)ki smo ga zapisali podobno kot pri translaiji (en. 2.65). Delo navora pri kroºenju je torej enakospremembi kineti£ne energije. �e ni navora na masno to£ko, tudi opravljenega dela ni in kineti£naenergija se med kroºenjem ne spreminja.2.2 Mehanika togega telesa2.2.1 Opis gibanja togega telesaDo sedaj smo obravnavali le to£kasta telesa, ki nimajo razseºnosti. Realna telesa imajo kon£norazseºnost. Kadar se medsebojne razdalje posameznih sestavnih delov telesa ne spreminjajo, ime-nujemo tako telo togo telo. Lego togega telesa dolo£a ²est parametrov - togo telo ima ²est prostostnihstopenj. Lego telesa na primer lahko popi²emo s tremi koordinatami izbrane to£ke na telesu in stremi koti, ki dolo£ajo orientaijo telesa.�e si predstavljamo na predmetu neko izbrano smer, potrebujemo namre£ dva kota za dolo£itevorientaije te smeri v prostoru, tretji kot pa ustreza zavrtitvi okoli te smeri. Dolo£itev lege inorientaije telesa v prostoru je lahko pomembna pri nekaterih postopkih v mediini (sl. 2.23). Primerje obsevanje z ionizirajo£imi deli. Paienta moramo s pomo£jo premi£ne in zavrtljive obsevalnemize orientirati tako, da ionizirajo£e sevanje u£inkuje na dolo£enem mestu v organizmu in da pritem naredi £im manj ²kode drugim delom organizma.

Slika 2.23: Postavitev in orientaija obsevalnemize dolo£a orientaijo paienta v prostoru.Ker lego togega telesa popi²emo s koordinatami izbrane to£ke na telesu in s koti, ki dolo£ajoorientaijo, tudi gibanje telesa popi²emo z gibanjem izbrane to£ke ter s spreminjanjem treh kotov, kipopisujejo orientaijo. Gibanje to£ke popi²emo tako, kot smo se nau£ili v prvem delu tega poglavja,spreminjanje kotov pa predstavlja vrtenje, ki ga popi²emo tako kot kroºenje. V splo²nem lahkopopi²emo spreminjanje treh kotov kot vrtenje okoli treh med seboj pravokotnih osi.2.2.2 Dinamika togega telesaDinamika togega telesa, sestavljenega iz masnih to£kPri opisu gibanja teles kon£nih razseºnosti moramo upo²tevati, da se telesa, poleg tega da sepremikajo po prostoru, lahko tudi vrtijo oziroma rotirajo. Telesa se lahko tudi samo vrtijo. Tako sena primer vrti vetrnia pri vetrni elektrarni. Ko sedé spremljamo teni²ko tekmo, na²e telo miruje,gibanje ºogie pa spremljamo z obra£anjem � vrtenjem glave. Vsakdanji primer gibanja, pri katerem



38 POGLAVJE 2. MEHANIKAse telo vrti in hkrati spreminja svojo lego v prostoru, je gibanje Zemlje okoli Sona. Morda se tudispomnite, kako se giblje frisbi. V splo²nem moramo pri spreminjanju lege togega telesa upo²tevatipoleg treh stopenj prostosti, ki dolo£ajo njegovo lego v prostoru, tudi njegove stopnje prostostizaradi vrtenja okrog treh neodvisnih osi (pogl. 2.2.1). Gibanje togega telesa zato obravnavamo kotgibanje, sestavljeno iz translaije in rotaije. Translaijo bomo obravnavali kot gibanje masneto£ke, katere masa je enaka masi obravnavanega togega telesa, nahaja pa se v masnem sredi²£utelesa, ki ga bomo de�nirali v nadaljevanju. Rotaijo v splo²nem obravnavamo z vrtenjem okrogtreh osi, ki potekajo skozi masno sredi²£e telesa. Vendar se bomo tukaj v glavnem omejili naobravnavo vrtenja okrog le ene osi. Da bi lahko £im bolj uporabili znanje, ki smo ga pridobili priopisu gibanja masne to£ke, se bomo najprej ukvarjali z gibanjem teles, ki so sestavljena iz masnihto£k. Dobljene rezultate bomo za toga telesa z zvezno porazdeljeno maso posplo²ili v naslednjempoglavju.
Slika 2.24: Primer molekule: molekula H20.Primeri togih teles, ki so sestavljena iz masnih to£k, so molekule (sl. 2.24). Masa molekuleje namre£ prakti£no vsa zbrana v jedrih atomov, ki jo sestavljajo in katerih velikost je za ²tirido pet redov velikosti manj²a od velikosti atomov samih. Jedra atomov, ki sestavljajo dolo£enomolekulo, se v prvem pribliºku nahajajo na to£no dolo£enih medsebojnih legah. Na sliki 2.25aje prikazana molekule vode tako, da so podane koordinate jeder kisika in obeh vodikov glede naizbrani koordinatni sistem. Lega masnega sredi²£a molekule je podana z

~rt =
1

m

N
∑

i=1

mi~ri , (2.85)pri £emer sta m =
∑N

i=1 mi masa molekule in N ²tevilo atomov v molekuli, ki je v primeru molekulevode enako 3. Lego masnega sredi²£a molekule vode lahko hitro izra£unamo s pomo£jo bolj spretnoizbranega koordinatnega sistema (sl. 2.25b). Masno sredi²£e togega telesa v£asih poimenujemo kotteºi²£e telesa, kajti izkaºe se, da ima rezultanta sil, ki delujejo na togo telo zaradi sile teºe, svojeprijemali²£e ravno v njegovem masnem sredi²£u.Sedaj bomo pokazali, da lahko glede na gornjo de�niijo masnega sredi²£a (en. 2.85) napi²emoNewtonov zakon v obliki ena£be 2.48 tudi za translaijsko gibanje togega telesa. Newtonov zakon(en. 2.48) velja za vsako masno to£ko, ki sestavlja na²e togo telo, posebej
mi

d2~ri

dt2
= ~Fi +

∑

j

~Fi,j . (2.86)V ena£bi 2.86 smo upo²tevali, da poleg zunanje sile ~Fi, ki deluje na i-ti atom molekule, lahkos silami delujejo nanj tudi drugi atomi s silami ~F i,j, ki jih imenujemo notranje sile. �e sedajse²tejemo leve strani ena£be 2.86 za vse atome, ki sestavljajo molekulo, in izena£imo dobljenovsoto z vsoto vseh desnih strani ena£be 2.86, dobimo
N

∑

i=1

mi
d2~ri

dt2
=

N
∑

i=1

~Fi = ~F , (2.87)pri £emer smo upo²tevali, da se zaradi nasprotnega medsebojnega delovanja vseh parov atomov no-tranje sile med seboj izni£ijo. ~F je rezultanta vseh zunanjih sil, ki delujejo na molekulo. Levostran ena£be 2.87 lahko preuredimo s tem, da zamenjamo vrstni red se²tevanja in odvajanja,
∑N

i=1 mi
d2~ri

dt2
= d2

dt2
(
∑N

i=1 mi~ri). Z upo²tevanjem ena£be 2.85 lahko izrazimo vsoto ∑N
i=1 mi~ri kot
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Slika 2.25: Molekula vode v razli£nih koordinatnih sistemih. d je razdalja med masnim sredi²£emmolekule in masnim sredi²£em atoma kisika.produkt mase telesa in pospe²ka masnega sredi²£a. Vidimo, da za translaijsko gibanje togega te-lesa, sestavljenega iz masnih to£, velja Newtonov zakon kot je podan z ena£bo 2.48, s tem da sepospe²ek nana²a na pospe²ek masnega sredi²£a
~F = m~at . (2.88)Da opi²emo vrtenje togega telesa, sestavljenega iz masnih to£k, okoli stalne osi, najprej napi²emoena£bo gibanja za vsako to£ko posebej

Mi = Jiαi , (2.89)kjer je J i = miri2, z ri oddaljenostjo i-tega atoma od osi, Mi pa je vsota vseh navorov, ki delujejona i-ti atom. Oznako, da sta kotni pospe²ek in navor vektorja, smo izpustili, ker obravnavamovrtenje okoli ene osi. Zopet se²tejemo posebej leve in desne strani ena£be 2.89 za vse masne to£ketogega telesa. Upo²tevamo, da imajo vse masne to£ke telesa isto kotno hitrost in isti tangenialnipospe²ek, ne glede na to, kako oddaljene so od osi. Izkaºe se, da je ena£ba gibanja za vrtenje togegatelesa okrog stalne osi, ki jo tako dobimo, enaka ena£bi 2.72, pri £emer pa je vztrajnostni momentsedaj enak
J =

N
∑

i=1

mir
2
i , (2.90)navor pa je enak vsoti vseh navorov, ki delujejo na togo telo, M =

∑N
i=1 Mi.Ker lahko opi²emo gibanje togega telesa, sestavljenega iz masnih to£k, z ena£bo 2.72, veljataza to telo tudi ena£bi 2.79 in 2.84, ki smo ju iz nje izvedli. �e enkrat pa naj poudarimo, da gre vprimeru togega telesa za posplo²itev de�niije vztrajnostnega momenta, ki upo²teva, da so lahkomasne to£ke, ki sestavljajo togo telo, razli£no oddaljene od osi.Vztrajnostni moment togega telesa je odvisen od poteka osi skozi to telo. Kot primer si oglejmovztrajnostne momente molekule vode za vrtenje okrog razli£nih osi. Na sliki 2.26 je narisana mo-lekula vode v ravnini z � y, tako da se nahaja njeno masno sredi²£e v izhodi²£u koordinatnegasistema. Vztrajnostni moment za vrtenje okrog osi z je enak Jz = 2mH(asinθ)2, za vrtenje okrogosi y Jy = mOd2 + 2mH(aosθ − d)2, za vrtenje okrog osi x pa Jx = mOd2 + 2mHd*2, kjer je d∗razdalja med masnim sredi²£em molekule in masnim sredi²£em atoma vodika.V splo²nem lahko toga telesa vrtimo tudi okrog osi, ki ne prebadajo njihovega masnega sredi²£a.�e je os vrtenja vzporedna z eno od osi vrtenja, ki prebada masno sredi²£e in za katero poznamovztrajnostni moment, lahko ustrezen vztrajnostni moment izra£unamo po Steinerjevem izreku,ki se glasi

J ′ = J + mr2
t . (2.91)
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Slika 2.26: Izbrane osi za vrtenje molekule vode.Vidimo, da je vztrajnostni moment za poljubno os vedno ve£ji od vztrajnostnega momenta za os,ki poteka skozi masno sredi²£e telesa. Za molekulo vode, ki bi se vrtela okrog osi, ki gre skozi jedrokisika in je vzporedna osi y, bi bil vztrajnostni moment enak J ′

y = Jy + mH2Od2.Dinamika togega telesa z zvezno porazdeljeno masoZa toga telesa, katerih velikost je bistveno ve£ja od velikosti molekul, si lahko predstavljamo, daje njihova masa po prostoru, ki ga zavzemajo, porazdeljena zvezno. �e temu ustrezno de�niramovztrajnostni moment, veljajo tudi za opis dinamike togih teles z zvezno porazdeljeno maso ena£be2.72, 2.79 in 2.84. Vztrajnostni moment takega togega telesa z zvezno porazdeljeno maso izra£unamotako, da vsoto v ena£bi 2.90 zamenjamo z ustreznim integralom. Imamo
J =

∫

r2dm . (2.92)kjer je r oddaljenost dela mase telesa (dm) od osi. Integrirati moramo po elotnem volumnu telesa,zato je bolj prakti£no, da zamenjamo integraijo po masi z integraijo po volumnu. V ta namenvpeljemo gostoto telesa na mestu ~r kot
ρ(~r) =

dm

dV
. (2.93)Gostota pove, koliko mase se nahaja v dolo£enem volumnu telesa. Ena£bo 2.92 lahko potem napi-²emo kot

J =

∫

ρ(~r)r2(~r)dV (2.94)Za bolj²o predstavo si kot primer izra£unajmo vztrajnostni moment palie z dolºino ℓ in s presekom
S, ki je narejena iz snovi, katere gostota (ρ) je povsod enaka. Ker je masno sredi²£e palie nanjeni sredini, bomo izra£unali vztrajnostni moment za os, ki gre skozi sredino palie in je na njopravokotna (sl. 2.27). Razdaljo od osi ozna£imo z x. Diferenial volumna je enak Sdx. Ker stagostota in presek konstanta, lahko napi²emo

J = 2 · Sρ

∫ ℓ/2

0

x2dx = 2 ·
ρSx3

3

∣

∣

∣

ℓ/2

0
=

mℓ2

12
, (2.95)kjer smo upo²tevali, da je m = ρSℓVztrajnostni moment iste palie izra£unamo za os, ki je postavljena pravokotno na smer paliena njenem za£etku, po Steinerjevem izreku in dobimo J ′ = J + m(ℓ/2)2 = mℓ2/3.Kot zgled za ohranjevanje energije lahko obravnavamo spust valja, ki se kotali po klanu (sl.2.28). Ker telo v za£etku (v to£ki 1) miruje, je njegova kineti£na energija v to£ki 2 enaka spremembipotenialne energije. Kineti£na energija je enaka vsoti prispevkov zaradi translaije (mv2

2/2) inrotaije (Jω2
2/2), pri £emer je m masa valja, J njegov vztrajnostni moment, v2 njegova kon£nahitrost in ω2 njegova kon£na kotna hitrost.
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ℓℓ Slika 2.27: Izbrane osi za vrtenje palie. Vztraj-nostni moment palie je ve£ji okrog osi, ki greskozi za£etek palie (slika desno).

z1

z2

2v

v = 0 ,1

ω2

= 01ω Slika 2.28: Ko spustimo valj, ki v za£etku miruje,po klanu, se njegova potenialna energija pre-tvori v kineti£no, tako da velja mv2
2/2+Jω2

2/2 =
mg(z1 − z2).2.3 Mehanika zveznih snovi2.3.1 Zvezne snoviPod zveznimi snovmi razumemo razseºna telesa, ki se lahko gibljejo tako, da razdalje med po-sameznimi deli teles ne ostajajo ve£ konstantne. Bistvena razlika med to£kasto maso in zveznimisnovmi je v tem, da so zvezne snovi vedno kon£nih dimenzij in imajo ponavadi kon£en volumenin kon£no povr²ino. Primer gibanja zvezne snovi sta hidrodinamski tok in elasti£no valovanje. Zaprvega lahko navedemo obi£ajen tok vode, pri katerem se za£etne razdalje med posameznimi deliteko£ine lahko poljubno spremenijo. Za drugega pa ²irjenje ultrazvo£nega valovanja v vodi, prikaterem so relativne spremembe v razdaljah med posameznimi deli teko£ine sier majhne, vendarpa pride do usklajenega gibanja mnoºie delov teko£ine.�eprav imajo vse snovi atomsko oziroma molekularno strukturo, jih v mehaniki zveznih snovi,ki velja za makroskopska telesa, lahko popolnoma ustrezno opi²emo z gostoto snovi (ρ). Gostotasnovi je povezana s elotno maso snovi z ena£bo

m =

∫

ρ(~r, t)dV, (2.96)kjer integriramo po elotnem volumnu snovi.Zvezne snovi lo£imo na pline, kapljevine in trdne snovi. Plinom in kapljevinam v£asih re£emotudi teko£ine. Trdne snovi se od teko£in razlikujejo v tem, da v stati£nem primeru dopu²£ajo obstojstriºne obremenitve (pogl. 2.3.2). Obstoj striºnih napetosti v trdni snovi se kaºe tudi v tem, damoramo ºebelj v trdno snov potisniti s preej veliko silo, medtem ko je ta sila za teko£ine za nekajvelikostnih redov manj²a.Razlika med plini in kapljevinami pa je predvsem ta, da plini nimajo dobro de�nirane povr²inein da vedno privzamejo obliko posode, v kateri se nahajajo, medtem ko kapljevine vedno tvorijodobro de�nirano povr²ino ter zavzamejo obliko, pri kateri je ob danih zunanjih pogojih njihovapovr²ina najmanj²a. Za prvi primer lahko vzamemo zemeljsko atmosfero, ki nima dobro de�niranemeje in njena gostota z vi²ino od zemeljskega povr²ja zvezno pojema. Za drugi primer pa bo seveda²e najbolj ustrezna prav vodna kapljia, ki ima vedno dobro de�nirano povr²ino.Kar se ti£e gostote, so ponavadi plini najbolj redki, sledijo jim kapljevine in na konu, kotnajbolj goste, trdne snovi. Gostota zraka ob oeanski povr²ini je pribliºno tiso£krat manj²a odgostote vode. Gostota ledu pa ni ve£ja od vode, kar je obi£ajno res pri primerjavi drugih teko£in intrdnih snovi, pa£ pa je manj²a. To je le ena od ²tevilnih anomalij vode. Od plinov, preko kapljevinin na konu do trdnih snovi se spreminja tudi stopnja nereda v snovi. Medtem ko so plini zelorazurejeni in je gibanje njihovih molekul povsem kaoti£no, molekule teko£ine kaºejo red kratkegadosega, medtem ko trdne snovi kaºejo urejenost molekul dolgega dosega kot reimo v kristalih.



42 POGLAVJE 2. MEHANIKA2.3.2 Zvezne snovi v mirovanjuTo£kasto telo miruje, £e je vsota vseh sil nanj enaka ni£. Takrat pravimo tudi, da je v stati£nemravnovesju. Za toga telesa mora biti v stati£nem ravnovesju poleg vsote vseh sil tudi vsota vsehnavorov enaka ni£. Za zvezna telesa pa je pogoj za stati£no ravnovesje ²e bolj zahteven, saj imamov tem primeru zvezno porazdeljene sile, ki delujejo tudi na povr²ino zveznega telesa. Poglejmo sipogoje in nekaj primerov stati£nega ravnovesja zveznih teles. Da bi razumeli stati£no ravnovesjezveznih teles, pa moramo najprej analizirati sile, ki lahko na tak²na telesa delujejo.Volumske in povr²inske sile na zvezno teloKako se na silah odraºa dejstvo, da ima zvezno telo kon£en volumen in zato tudi kon£no povr²ino?Sile na zvezno telo so lahko v splo²nem dveh vrst. Eno so volumske sile, ki so porazdeljene poelotnem volumnu zveznega telesa (sl. 2.29). Njihov prispevek k elotni sili ~F zapi²emo kot
~FV −→

∫

V
d~FV , (2.97)kjer je d~FV volumska sila na majhen del telesa. Sila ~FV je lahko zgolj funkija £asa.Slika 2.29: Delovanje sil na telesa. Levo: Primerdelovanja sile na masno to£ko. Desno: Na zve-zno telo lahko delujejo sile, ki so porazdeljenopo prostornini telesa (~FV), in sile, ki delujejopo povr²ini (~FS). ~FS lahko na vsakem majhnemdelu povr²ine razstavimo na normalno in tangen-ialno komponento, kot je prikazano s sivima pu-²£iama.Vendar to ²e niso vse sile, ki lahko delujejo na zvezno telo. Sile lahko delujejo tudi na njegovopovr²ino (sl. 2.29). Obstoj kon£ne povr²ine je tudi tista lastnost zveznih teles, ki jih bistveno lo£iod to£kastih teles. Od togih teles, ki imajo sier tudi povr²ino, pa jih lo£i to, da je mejna povr²inaza zvezna telesa lahko spremenljiva. Prispevek povr²inskih sil k elotni sili lahko zapi²emo kot

~FS −→

∫

S
d~FS . (2.98)V ena£bi 2.98 sedaj namesto po elotnem volumnu integriramo po elotni povr²ini telesa S alipa po povr²ini njegovega dela. Ni nujno, da povr²inske sile delujejo pravokotno na neko povr²inotelesa. Na sliki 2.29 je shematsko prikazano, kako lahko povr²insko silo na ploskev razstavimo nanormalno in tangenialno komponento.Pasalov zakonZa idealne teko£ine velja, da povr²inske sile delujejo pravokotno na povr²ino telesa. V tem primerulahko ena£bo 2.98 prepi²emo v obliko

~FS = −

∫

~np(~r, t)dS , (2.99)pri £emer je p(~r, t) tlak, ~n pa je enotski vektor normale na povr²ino telesa, ki po de�niiji gledavedno v smeri ven iz telesa, ki na drugo telo deluje s silo FS . Iz zgornje de�niije sledi, da je tlakenak kar sili na povr²insko enoto telesa, torej p = FS/S. Tlak predstavlja posplo²itev pojma silena zvezna telesa s kon£no razseºnostjo in zato tudi s kon£no povr²ino. Tlak merimo v enoti pasal(1 Pa = 1 N/m2).



2.3. MEHANIKA ZVEZNIH SNOVI 43Tlak smo sier vpeljali kot skalar, a v splo²nem je pri zveznih telesih tlak bolj zapletena mate-mati£na koli£ina, ki jo poimenujemo tenzor. Medtem ko ima skalar eno samo komponento, vektorima tri, pa ima tenzor lahko v splo²nem devet komponent. Nekatere komponente tega tenzorjabomo potrebovali kasneje pri obravnavi striºnih sil.Tako kot volumske sile ima tudi tlak v zveznih telesih lahko razli£ne vzroke. Kot primere sibomo natan£neje pogledali tri vrste tlaka v mirujo£ih teko£inah: hidrostati£ni tlak, zra£ni tlakin povr²insko napetost. V prvem in tretjem primeru se omejimo na kapljevine, ki so ve£ ali manjnestisljive in je zato njihova gostota stalna. V drugem primeru pa se posvetimo plinom, ki so stisljiviin je zato potrebno to kon£no stisljivost tudi upo²tevati.StisljivostSpremembe gostote so pri gibanju plinov veliko ve£je kot pri gibanju kapljevin in trdnih snovi. �evzamemo posodo, v kateri imamo plin ali pa teko£ino, z osnovno povr²ino S, ali pa kvader trdnesnovi z osnovno ploskvijo S, ter nanjo pritisnemo s silo dF , potem se gostota snovi spremeni za dρ.To spremembo gostote lahko opi²emo s stisljivostjo, ki je de�nirana z ena£bo
dρ

ρ
= χ

dF

S
. (2.100)

χ je koe�ient stisljivosti, ki ga merimo v m2/N. Stisljivost je za razli£ne snovi razli£na. Nekajprimerov stisljivosti teko£in je navedenih v tabeli 2.1. Stisljivosti trdnih snovi so ponavadi manj²eod stisljivosti kapljevin, stisljivosti plinov pa so za nekaj velikostnih redov ve£je od stisljivostikapljevin. Tabela 2.1: Izotermna stisljivost (pogl. 3.3.6) nekaterih teko£in.snov voda etilni alkohol kloroform Hg zrakizotermna stisljivost (χT)(20◦C, 1, 0 · 105 Pa) 4,6 11,2 10,0 0,40 105[10−10 m2/N℄Glede na to, da smo de�nirali tlak kot silo na povr²insko enoto, lahko ena£bo 2.100 zapi²emotudi nekoliko druga£e:
dρ

ρ
= χdp, (2.101)kjer je dp sprememba tlaka, ki povzro£i spremembo gostote (dρ). Za teko£ino v mirovanju je tlakskalar in ima torej eno samo komponento.Hidrostati£ni tlakPrimer volumsko porazdeljene zunanje sile je sila teºe. Izberimo si nek del teko£ine, na neki globinipod njeno povr²ino. Zaradi sile teºe ostala teko£ina s silami deluje na izbrani del teko£ine. Kerdelujejo sile okoli²ke teko£ine na ta del preko njegove povr²ine, lahko govorimo o hidrostati£nemtlaku, kot sili teºe okoli²ke teko£ine na enoto povr²ine izbranega dela.Kot bolj konkreten primer si oglejmo, za koliko se v teko£ini hidrostati£ni tlak na vi²ini z + dzrazlikuje od hidrostati£nega tlaka na vi²ini z.Hidrostati£ni tlak za nestisljive teko£ine: Omejimo se na primer, ki ustreza nestisljiviteko£ini. Na plast z debelino dz deluje na zgornjo ploskev povr²ine S sila (p + dp)S � pa£ glede nasplo²no de�niijo tlaka � navzdol, na spodnjo ploskev pa sila pS navzgor (sl. 2.30). Na plast delujetudi sila njene lastne teºe mg = Sdzρg in sier navzdol. Vsota vseh treh sil mora biti v ravnovesjuenaka ni£, zato dobimo

dp = −gρdz . (2.102)
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p(z)S

S

p(z)
z

p(z+   z)

p(z+   z)S

d
d

d Slika 2.30: Sile na plast v teko£ini (prikazano spu²£iami) povr²ine S in debeline dz. Sile, ki sopravokotne na os z, se izni£ijo.Pri dvigu za dz se tlak zmanj²a, za koliko, pa je odvisno od gostote teko£ine. Za majhne spremembeglobine lahko zgornjo ena£bo zapi²emo v obliki diferenialne ena£be
dp(z)

dz
= −gρ. (2.103)�e je gostota stalna in torej ni odvisna od globine z, kar prav gotovo dobro velja za vodo, ki jepreej slabo stisljiva, zgornjo diferenialno ena£bo lahko re²imo v obliki

p(z) = p(0) − gρz . (2.104)
p(0) je tlak na povr²ini vode. Koordinata z ima v globinah negativne vrednosti, hidrostati£ni tlakse zato z globino ve£a!Razliko med silama, ki delujeta med spodnjo in zgornjo ploskvijo (dpS), imenujemo silo vzgona.Sila vzgona je po velikosti enaka teºi izpodrinjene teko£ine (gρdzS) in deluje navzgor, ker je spodajve£ji tlak. Sila vzgona na telo s prostornino V je torej enaka Fv = gρV , kjer je seveda ρ gostotateko£ine.Hidrostati£ni tlak za stisljive teko£ine: Zra£ni tlak ob morski gladini je 1,013·105 N/m2 inje posledia teºe zraka. Pri vi²jih vi²inah je tlak manj²i, ker prispevajo k teºi zraka samo zra£ne plastinad to vi²ino. Odvisnost zra£nega tlaka od vi²ine nam pribliºno opi²e tako imenovana barometrskaformula.Pri izpeljavi barometrske formule bomo upo²tevali, da se gostota zraka z vi²ino spreminja inda je sorazmerna tlaku zraka na dani vi²ini. Zato je zrak pri ve£jih nadmorskih vi²inah redkej²i.Pri tem predpostavimo, da je temperatura konstantna. To sier ni £isto res, toda nas ne moti,ker ºelimo opisati pojav le v grobem. Sorazmernost med tlakom in gostoto, kot jo bomo kasnejeizpeljali za idealni plin, lahko zapi²emo kot

p(z)

ρ(z)
=

p0

ρ0

, (2.105)kjer sta p0 in ρ0 vrednosti tlaka in gostote zraka ob morski gladini. Vidimo, da se mora v temprimeru hkrati s tlakom spreminjati tudi gostota teko£ine: opravka imamo torej s stisljivo teko£ino.Ena£bo 2.103, ki pove, kako se zaradi sile teºe spremeni tlak pri spremembi vi²ine, zapi²emosedaj tako, da gostoto zraka izrazimo s pomo£jo ena£be 2.105. Namesto ena£be 2.103 sedaj dobimo
dp(z)

dz
= −

gρ0

p0
p(z) . (2.106)Re²itev te diferenialne ena£be, ki podaja odvisnost tlaka od vi²ine, p(z), je eksponentna funkija

p(z) = p0e
−gρ0z/p0 . (2.107)Vrednost konstantnega faktorja gρ0/p0, ki nastopa v eksponentu v ena£bi 2.107, je 10 ms-2·1,3kg m-3/105 Nm-2 = 1,3·10-4 m-1. Po barometrski ena£bi (en. 2.107) torej pade tlak na polovi£novrednost na vi²ini ln 2·p0/gρ0 = 5·103 m.



2.3. MEHANIKA ZVEZNIH SNOVI 45Povr²inska napetostOmenili smo ºe, da se med teko£inami kapljevine lo£ijo od plinov po tem, da imajo dobro de-�nirano povr²ino oziroma gladino. Na tej gladini pa povr²inske sile ne delujejo le pravokotno napovr²ino, ampak lahko delujejo tudi tangentno na povr²ino. V tem primeru ima tlak poleg normalnekomponente tudi tangenialno komponento.Namesto da bi govorili o tangentni komponenti tlaka, lahko popolnoma enakovredno govorimotudi o povr²inski energiji. Ker imajo molekule ob povr²ini manj sosednjih molekul kot molekulev notranjosti teko£ine, je zato njihova povpre£na vezavna energija manj²a. �e namre£ povr²inopove£amo, moramo nekaterim molekulam, ki se pred tem nahajajo v notranjosti teko£ine, dodatinekaj energije, da dobijo energijo povr²inskih molekul. Delo pri nastanku povr²ine dS je tako enako
dA = σdS , oziroma A = σS. (2.108)Vrednost sorazmernostnega koe�ienta σ, povr²inske napetosti, je odvisna od lastnosti obehsnovi, ki sta v stiku in tvorita povr²ino. Da dobimo elotno delo (A) pri nastanku povr²ine (S),moramo povr²insko napetost pomnoºiti z velikostjo povr²ine. Le £e je ena od teh snovi plin, pri-spevajo k povr²inski napetosti skoraj izklju£no lastnosti kapljevine. Vrednosti povr²inske napetostivode v kontaktu z raznimi teko£inami so navedene v tabeli 2.2.Tabela 2.2: Povr²inska napetost vode (σ) v kontaktu z raznimi snovmi.snov zrak benzen Hg etilni eter n-heksan

σ (20◦C) [mN/m℄ 72,8 35 375 10,7 51Povr²inska napetost vode se lahko spremeni zaradi vpliva povr²insko aktivnih snovi, ki jihimenujemo surfaktanti.. Lega surfaktantov, ki so v stiku z zrakom, je prikazana na sliki 2.31. Takoje n. pr. povr²inska napetost vode s surfaktanti v plju£nih me²i£kih (alveolah) pribliºno 12 kratmanj²a od povr²inske napetosti vode brez surfaktantov. To nam omogo£a, da lahko dihamo kljubtemu, da pri tem spreminjamo povr²ino plju£ in neprestano opravljamo delo, ki ga opisuje ena£ba2.108. �e surfaktanti ne bi drasti£no zmanj²ali povr²inske napetosti plju£nh alveol, bi nas to delopopolnoma iz£rpalo.
Slika 2.31: Shematski prikaz lege surfaktantov.Ker je povr²inska napetost povezana s tangentno komponento tlaka oziroma sile ob povr²ini,vodi h gibanju delov teko£ine v tangentni smeri teko£ine. Tak²no gibanje je lahko zelo zapletenoin sodi ºe v naslednje poglavju. Tu si bomo raje ogledali tri stati£ne primere posledi povr²inskenapetosti: Laplaeov zakon, Young - Dupréjev zakon in kapilarni dvig.Laplaeov zakonPri mehur£ku sta s plastjo kapljevine lo£eni dve plinski fazi. Tipi£en primer mehur£ka je milnimehur£ek, ki lo£uje zrak v notranjosti mehur£ka od zunanjega zraka. Plast teko£ine je v temprimeru kar voda, ujeta med dva tanka sloja molekul detergenta.



46 POGLAVJE 2. MEHANIKAUgotoviti ºelimo, za koliko je tlak v notranjosti mehur£ka (pn) ve£ji od tlaka zunaj mehur£ka(pz), da je sistem stabilen, to je, da se radij mehur£ka (r) s £asom ne spreminja. Teºnja zaradipovr²inske napetosti je, da se mehur£ek zmanj²a, ker bi se s tem zmanj²ala elotna povr²ina teko-£ine. V mehur£ku je ujeta dolo£ena koli£ina zraka. Zaradi zmanj²anja prostornine mehur£ka pa vnotranjosti nara²£a tlak. Mehur£ek je stabilen pri najmanj²i vrednosti energije sistema (sl. 2.32).�e ho£emo mehur£ek, ki je stabilen, pove£ati ali zmanj²ati, moramo v vsakem primeru opravitidelo.
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Slika 2.32: Energija mehur£ka v odvisnosti od ra-dija. rm je radij mehur£ka v stabilnem stanju.Izra£unajmo sedaj delo, ki ga opravimo, £e pove£amo radij kroglastega mehur£ka za dr. �e s
pn in pz ozna£imo tlak v mehur£ku in v njegovi zunanjosti, je razlika sil med notranjo in zunanjopovr²ino po Pasalovem zakonu enaka (pn−pz)·4πr2, delo zaradi razlike sil med notranjo in zunanjopovr²ino pri spremembi radija za dr pa je enako (en. 2.59)

(pn − pz) · 4πr2dr . (2.109)�e z dV ozna£imo spremembo prostornine mehur£ka, je delo pri tem pove£anju prostornine enako
(pn − pz)dV . (2.110)Delo, ki ga opravimo, da pove£amo povr²ino mehur£ka, je po de�niiji (en. 2.108) enako σdS, kjerje dS elotna sprememba povr²ine milnie. Za kroglast mehur£ek je torej delo zaradi pove£anjapovr²ine milnie enako

σ · 2 · d(4πr2) = σ · 16πrdr . (2.111)Pri tem smo upo²tevali, da imamo dve povr²ini, zunanjo in notranjo, in zato tudi faktor 2. �eupo²tevamo, da je delo zaradi razlike tlaka pri spremembi prostornine mehur£ka za dV ravno enakospremembi povr²inske energije pri spremembi povr²ine milnie za dS, dobimo
pn − pz =

4σ

rm
. (2.112)Tlak v notranjosti mehur£ka je glede na zunanji tlak tem ve£ji, £im manj²i je njegov radij. Zgornjoena£bo imenujemo tudi Laplaeov zakon. Da je tlak znotraj milnega mehur£ka zares ve£ji kotzunaj, kar opisuje ravno Laplaeov zakon, se lahko prepri£amo vsak dan, £e milni mehur£ek po£imo.Young - Dupréjev zakonObravnavamo sti£i²£e treh snovi (sl. 2.33). Snov 1 je trdna snov, snov 2 plin, snov 3 pa kapljevina.Povr²inske napetosti razli£nih stikov so σ1,2, σ2,3 in σ3,1, kot sledi iz slike. Meja med snovema 2 in3 je v sti£i²£u nagnjena glede na povr²ino snovi 1 za kot ϑ. Poiskali bomo vrednost kota mo£enja

ϑ, pri kateri je sistem v ravnovesju. Po analogiji s prej²njim primerom bomo zopet izra£unali silo,ki nasprotuje premiku meje med 1 in 2, ter dobili Newtonov ravnovesni pogoj takrat, ko je ta silaenaka ni£.�e mejo med 1 in 3 premaknemo za razdaljo dx proti levi strani, pove£amo povr²ini medsnovema 2 in 3 ter med snovema 1 in 3, zmanj²amo pa povr²ino med 1 in 2. Delo, ki smo ga pritem opravili, je enako
dA = σ1,3ℓdx + σ2,3ℓdx cos ϑ − σ1,2ℓdx = 0 , (2.113)
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Slika 2.33: (a) Skia k razlagi pogoja za kot mo£enja. Na levi je pove£an del, kjer pride do stikatreh snovi. S £rtkano £rto je narisana meja po premiku. (b) Vodne kapljie na listu.kjer je ℓ dolºina meje. Zopet se spomnimo de�niije dela, ki je sila krat razdalja, na kateri siladeluje (dx), pa dobimo za elotno silo (FS), ki nasprotuje spremembi povr²ine pri premiku mejemed 1 in 2 za dx
FS = ℓ(σ1,3 + σ2,3 cos ϑ − σ1,2). (2.114)V ravnovesju mora biti elotna sila, ki deluje na mejo med 1 in 2 ni£, od koder ºe sledi Young -Dupréjev zakon v obliki

σ1,3 + σ2,3 cos ϑ − σ1,2 = 0. (2.115)Kosinus kota ϑ je lahko pozitiven (0 < ϑ < π/2). To pomeni, da snov 3 bolj mo£i podlago1 kot snov 2. �e pa je negativen (π/2 < ϑ < π), velja obratno. �e je snov 3 voda, v slednjemprimeru imenujemo povr²ino 1 hidrofobno, sier pa pravimo, da je hidro�lna. Superhidrofobnepovr²ine, kot je povr²ina lotosovega lista, imajo kot mo£enja skoraj π. Do popolnega mo£enjapride, ko velja σ1,2 ≥ σ1,3. Takrat se kapljevina razleze po podlagi in govorimo o popolnemmo£enju.Kapilarni dvigVoda mo£i steklo, torej je kot mo£enja med vodo in steklom manj²i od π/2. Predstavljajmo si,da imamo vodo v kapilari radija r. Ob steni kapilare je rob vode zaradi mo£enja zavihan navzgor,kar pomeni, da je vi²ina vode v steklenih kapilarah vi²ja od gladine izven kapilare. Temu pojavupravimo tudi kapilarni dvig.
1

2

3 h

ϑ

dh

r2 Slika 2.34: Skia k razlagi kapilarnega dviga.Izra£unajmo vi²ino kapilarnega dviga. Dolo£imo najprej delo, potrebno, da vi²ino dviga vodev kapilari spremenimo za dh. �e povi²amo stolpe teko£ine v kapilari za dh (sl. 2.34), pove£amo



48 POGLAVJE 2. MEHANIKApovr²ino med snovema ozna£enima z 1 ter 3 in zmanj²amo povr²ino med snovema ozna£enima z1 ter 2. Delo pri pove£anju povr²ine med snovema 1 ter 3 je enako σ1,3 · 2πrdh, pri zmanj²anjupovr²ine med snovema 1 ter 2 pa je enako −σ1,2 ·2πrdh Zaradi spremembe v povr²inah je opravljenodelo enako (σ1,3 − σ1,2) · 2πrdh, ustrezna sila zaradi povr²inske napetosti pa je enaka
(σ1,3 − σ1,2) · 2πr . (2.116)Delo, ki ga pri isti spremembi opravimo zaradi sile teºe, je enako gρπr2hdh, ustrezna sila zaraditeºe pa je enaka

gρπr2h . (2.117)Da smo dvignili stolpe za dh, smo namre£ morali dvigniti prostornino πr2dh vode od gladine dovi²ine h. �e sedaj upo²tevamo, da mora biti v ravnovesju vsota vseh sil, ki delujejo na stolpe vode,enaka ni£, dobimo
(σ1,3 − σ1,2)2πr + gρπr2h = 0 (2.118)oziroma

h =
2σ2,3 cos ϕ

gρr
, (2.119)kjer smo upo²tevali ²e zvezo med povr²inskimi napetostmi (en. 2.115). �e bi uporabili zgornjoena£bo za kapilarni dvig pri oeni najvi²je moºne vi²ine drevesa, bi naleteli na neprijetno presene-£enje: namre£ najve£ji moºni kapilarni dvig vode v eluloznih evkah �ema je okrog deset metrov,nekatera drevesa pa so visoka tudi preko sto metrov. Odgovor na to uganko se skriva v negativnemtlaku vode in izhlapevanju na povr²ini listov, ki dobesedno sesa vodo v vi²ino.Elasti£na napetostPri povr²inski napetosti smo ugotovili, da je povr²inska energija sorazmerna z velikostjo povr²ine,torej s kvadratom stranie povr²ine. Sorazmernostni koe�ient je bil povr²inska napetost povr²inekapljevine. Nekaj analognega imamo tudi pri trdnih telesih, ko se deformirajo. Pod deformaijov splo²nem razumemo spremembo oblike trdnega telesa. Ne pozabimo: trdna telesa se lo£ijo odteko£in po tem, da lahko v stati£nem primeru prena²ajo striºne napetosti, zato se v splo²nemdeformirajo na bolj zapleten na£in kot teko£ine.Zvezna telesa se deformirajo kot odgovor na zunanjo silo, ki deluje bodisi na njihovo povr²inoali pa po elotnem volumnu. Ko zunanja sila preneha delovati, lahko telo zavzame prvotno oblikoali pa tudi ne. V prvem primeru imenujemo tako telo proºno telo, v drugem pa plasti£no telo.Tipi£en primer proºnega telesa je proºna vzmet, to je v navoje zvita ºia, ki smo jo ºe omenili vpoglavju o silah. Tipi£en primer plasti£nega telesa pa je ºve£ilni gumi.Vsako deformaijo lahko v splo²nem razstavimo na del, ki ustreza spremembi volumna, na striºnidel brez deformaije volumna in na vrtenje. Poglejmo si nekaj posebnih primerov defomraij.Natezna obremenitev: Pri obravnavi deformaij teles je koristno, da lo£imo vpliv lastnostisnovi od vpliva njihove oblike. Kako ta vpliva lo£imo, bomo najprej pokazali na primeru najboljpreproste obremenitve, ki jo imenujemo natezna obremenitev. Pri natezni obremenitvi gre zapodalj²anje podolgovatega telesa (n. pr. palie ali ravne ºie) zaradi sile, s katero ga raztegujemovzdolº njegove dolºine. Raztezek je tem ve£ji, £im dalj²e je telo, odvisen pa je tudi od mehanskenapetosti, to je razmerja med silo in presekom telesa. Za ve£ino snovi velja, da se telo z za£etnodolºino ℓ0 in presekom S zaradi delovanja sile F podalj²a za ℓ− ℓ0 tako, da je relativna spremembadolºine ((ℓ − ℓ0)/ℓ0) enaka

ℓ − ℓ0

ℓ0
=

1

E

F

S
=

1

E
p . (2.120)kjer je p natezni tlak, sila na enoto povr²ine pravokotne na smer deformaije. Pri tem smo privzeli, daje pozitivna smer sile obratna natezni deformaiji. �e bi bila pozitivna smer sile de�nirana v smerideformaije, bi morali zgornjo ena£bo zapisati z minusom. Reipro£na vrednost sorazmernostne



2.3. MEHANIKA ZVEZNIH SNOVI 49Tabela 2.3: Proºnostni moduli nekaterih snovi.snov kav£uk les beton steklo svine jeklo diamant
E[GPa℄ 0,1 10 30 60 18 200 1220konstante (E) se imenuje proºnostni oziroma Youngov modul. Proºnostni moduli nekaterihsnovi so navedeni v tabeli 2.3.Vpeljemo lahko tudi proºnostno energijo te deformaije (Wpr) in sier v obliki

Wpr =
1

2
ESℓ0

(

ℓ − ℓ0

ℓ0

)2

. (2.121)Z upo²tevanjem obi£ajne zveze med gradientom energije in sile dobimo, da je
F = −

dWp

dℓ
= −ES

ℓ − ℓ0

ℓ0
. (2.122)�e upo²tevamo ²e, da je v tej ena£bi pozitivna smer sile de�nirana kot smer defomaije, smo sevrnili natanko na ena£bo 2.120.
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obmocje

obmocje

meja tecenja
0

0 Slika 2.35: Shemati£na odvisnost relativnespremembe dolºine ((ℓ − ℓ0)/ℓ0) od nateznegatlaka (F/S). �e je nateznost manj²a od mejeproºnosti, se telo vrne v prvotno lego. Obmo£jeveljavnosti Hookovega zakona zakona je oºjekot obmo£je proºnosti.Gornja zveza, bodisi za silo (en. 2.120) ali pa za proºnostno energijo (en. 2.121) v odvisnostiod deformaije, se imenuje Hookov zakon. Veljavnost Hookovega zakona je omejena. Snovi na-mre£ ostanejo proºne (elasti£ne) samo do dolo£ene natezne obremenitve (sl. 2.35). �e je mehanskanapetost ve£ja od za neko snov zna£ilne mejne vrednosti, postane telo plasti£no. Plasti£no teloje telo, katerega oblika se pri razbremenitvi ne povrne v prvotno lego. Mejna vrednost mehanskenapetosti se imenuje meja proºnosti. Pri ve£jih nateznih obremenitvah postane telo plasti£no. Pri²e ve£jih obremenitvah pa pride po tako imenovani meji te£enja do viskoelasti£nega toka, kjerºe zelo majhno pove£anje mehanske napetosti povzro£i, da se telo raztegne bistveno bolj, kot seraztegne v obmo£ju elasti£nosti in plasti£nosti. Pri tako imenovani meji trdnosti snovi pa se telopretrga. Primer prekora£itve meje trdnosti so zlomi kosti pri smu£arskih (ali drugih) padih.Striºna obremenitev: Ve£krat smo ºe omenili, da se teko£ine lo£ijo od trdnih teles po tem,da lahko dopu²£ajo striºno obremenitev. Poglejmo si sedaj to trditev natan£neje. Do striºne obre-menitve pride, £e na telo deluje striºna mehanska napetost. Pri tem nastane gradient deformaijetelesa v smeri, pravokotni na striºno silo (sl. 2.36). �eprav je torej pri striºni obremenitvi defor-maija v druga£ni smeri kot pri natezni obremenitvi, pa za deformaijo velja isti Hookov zakon,a z drugim elasti£nim modulom. Striºni kot (α) je v tem primeru sorazmeren striºni sili (Fs) inobratno sorazmeren plo²£ini, na kateri sila deluje
α =

1

Es

Fs

S
=

1

Es
ps . (2.123)



50 POGLAVJE 2. MEHANIKAObratna vrednost sorazmernostne konstante (Es) se imenuje striºni elasti£ni modul in ima vsplo²nem drugo vrednost kot Youngov elasti£ni modul. ps je striºna napetost oziroma tlak, ki delujev smeri mejne povr²ine (sl. 2.36). Kon£na deformaija je torej podana z
α =

1

Es

Fs

S
. (2.124)

Fs

Fs

ℓ

Sα

0 Slika 2.36: Deformaija telesa pri striºni obreme-nitvi.Tudi tu lahko izpeljemo proºnostno energijo striºne deformaije (Wpr) v obliki, ki je analognatisti za natezno deformaijo, in sier
Wpr =

1

2
EsSℓ0α

2 . (2.125)Od tu naprej pa zopet z upo²tevanjem obi£ajne zveze med gradientom energije in sile dobimo, daje
Fs = −

1

ℓ0

dWp

dα
= −EsSα . (2.126)Tudi tu moramo upo²tevati de�niijo pozitivnega spreminjanja striºnega kota in smo tako nazajna ena£bo 2.124.Striºne deformaije dobimo tako pri izotropnih trdnih telesih kot pri kristalih, le da so prislednjih bolj izrazite. V splo²nem se pri trdnih snoveh deformaija lahko spremeni v poljubni smeriin torej nima nujno smeri sile, ki jo povzro£a. Obe smeri sovpadata le pri natezni deformaijiizotropnega telesa.Pri deformaiji proºnega telesa opravljamo delo. Lahko re£emo, da se je zaradi opravljenega delaspremenila energija telesa. Sila, ki povzro£a, da se deformirano proºno telo vrne v prvotno lego,je konservativna sila in ji zato ustreza neka potenialna energija. Ta je seveda ravno proºnostnaenergija telesa.Konstanta vzmeti: Sila vzmeti je sorazmerna negativni vrednosti odmika od ravnovesne lege(en. 2.55), kjer je sorazmernostni koe�ient konstanta vzmeti. Vrednost k za vija£no vzmet jeodvisna tako od snovi, iz katere je vzmet narejena, kot tudi od geometrijskih parametrov vzmeti, kotsta presek ºie, njena dolºina pa tudi razdalja med navoji v vija£ni vzmeti. V posebnem primeru,ko je vzmet ravna ºia, lahko iz primerjave s Hookovim zakonom (en. 2.120), kjer upo²tevamo zanatezno deformaijo zvezo x = ℓ − ℓ0, dobimo, da je

k =
ES

ℓ0
, (2.127)kjer je S presek ºie in ℓ0 njena dolºina pred deformaijo.Direkijska konstanta: Sorazmernostni koe�ient v Hookovem zakonu za torzijsko vzmet(en. 2.74) se imenuje direkijska konstanta. De�niija direkijske konstante je analogna de�niijikonstantne vzmeti k. Njena vrednost ni odvisna samo od lastnosti snovi, ampak tudi od obliketelesa. Direkijska konstanta za ºio dolºine l in polmera R (sl. 2.37) je na primer enaka Džica =

πEsR
4/2l, kar pomeni, da je kot zasuka pri danem navoru obratnosorazmeren s £etrto potenopolmera ºie.
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M
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a b
M Slika 2.37: (a) Na ºio z direkijsko konstanto Ddelujemo z navorom M . (b) Deformaija telesa pritorzijski obremenitvi. Zaradi ilustrativnosti pol-mer ºie ni v pravem razmerju z njeno dolºino.2.3.3 Zvezne snovi v gibanjuGibanje zveznih snovi lahko opi²emo na razli£ne na£ine. V splo²nem predstavljajo spremenljivkezveznih teles gostota snovi, poloºaji posameznih delov snovi ter njihove hitrosti in pospe²ki. Toje seveda druga£e od opisa gibanja masne to£ke, kjer je ponavadi funkija £asa zgolj njena hitrost,masa pa je konstantna. Gibanje teko£in ponavadi opi²emo z lokalno gostoto snovi (ρ(~r, t)) in lokalnohitrostjo (~v(~r, t)). Spremenljivki povesta, kak²na je gostota oziroma hitrost teko£ine na mestu ~r inpri £asu t. Gostota je ustrezna spremenljivka tudi za opis gibanja trdnih snovi, ker se ta lahkoneodvisno spreminja. Za trdne snovi pa ponavadi vzamemo poleg gostote (ρ(~r, t)) kot osnovnospremenljivko ²e premik dela trdne snovi (~u(~r, t)), ki je odvisen od ~r in t.Medtem ko so spremembe gostote pri gibanju plinov lahko zelo velike, kot je primer pri uhajanjuplina iz plinske bombe, pa so ustrezne spremembe gostote pri gibanju kapljevine preej manj²e injih je potrebno upo²tevati le pri gibanjih z veliko hitrostjo. Za trdne snovi je ponavadi dovolj doberpribliºek, £e predpostavimo, da se gostota s £asom ne spreminja, da so torej nestisljive (da so togatelesa). Tudi za mnoge kapljevine je ta pribliºek preej dober.Pri gibanju teko£in dostikrat govorimo o tokovniah, ki opisujejo gibanje posameznih delovteko£ine. Tokovnie so krivulje, ki imajo v vsakem delu teko£ine smer lokalne hitrosti. �e se to-kovnie med seboj ne prepletajo, govorimo o laminarnem gibanju teko£ine. Laminarno gibanjeteko£ine je potemtakem gibanje, pri katerem lahko sledimo poti, po kateri se giblje izbran delteko£ine. Gibanju teko£ine lahko na primer sledimo, £e ji na dolo£enem mestu dodamo barvilo.Poti posameznih delov teko£ine opredeljujejo tokovnie. Poseben primer laminarnega gibanja jestaionarno gibanje, kjer se hitrost v vsakem delu teko£ine ne spreminja s £asom.�e se tokovnie med sabo prepletajo, imamo v splo²nem opravka s turbulentnim gibanjemteko£ine. Turbulentno gibanje je tak²no gibanje teko£ine, pri katerem se razli£ni deli teko£ine medsabo me²ajo ter delajo vrtine. Zaradi vrtin£enja teko£ine ne moremo predvideti, kje se bo £eznekaj £asa nahajal posamezen del teko£ine. �e bi teko£ini na nekem mestu dodali malo barvila, biopazili, da se £ez nekaj £asa barvilo razleze na druge dele teko£ine. Teko£ina se je preme²ala.�e nas zanima, koliko teko£ine se pri gibanju premakne, potem lahko de�niramo masni tokteko£ine (Φm) kot

Φm =
dm

dt
. (2.128)Masni tok je torej masa teko£ine, ki se prestavi na £asovno enoto. Enota za masni tok je 1 kg/s.

n
dz

v

α

S

Slika 2.38: V splo²nem teko£ina ne te£e pravoko-tno na ploskev S, kot kaºejo tokovnie. α je kotmed normalo na ploskev (~n) in hitrostjo teko£ine(~v). V £asu dt je prete£ena masa enaka ρSdz.Na masni tok pa lahko gledamo ²e druga£e. Postavimo se v gibajo£o se teko£ino in merimo,koliko le-te se prestavi preko neke povr²ine S. V £asu dt je volumen prestavljene teko£ine dV = Sdz,



52 POGLAVJE 2. MEHANIKAkjer je dz razdalja, za katero se prestavi teko£ina, merjena pravokotno na povr²ino S, torej v smerinjene normale ~n (sl. 2.38). Ta razdalja je ravno enaka produktu normalne komponente hitrosti(v cos α) in £asa dt. Normalna komponenta hitrosti teko£ine je enaka skalarnemu produktu medhitrostjo in normalo na povr²ino S: (~v · ~n). Masni tok lahko zapi²emo ²e druga£e. Ker je majhnasprememba mase v primeru nestisljive teko£ine enaka ravno dm = ρdV , velja glede na vse povedano
Φm =

dm

dt
= ρ

S v cos αdt

dt
= ρ v cos α S . (2.129)Od tod pa se ºe nakazuje de�niija nove koli£ine in sier gostote masnega toka teko£ine (~jm) t.j. masa teko£ine, ki v £asovni enoti preide skozi enoto povr²ine. Gostota masnega toka je vektor,ki ima smer hitrosti gibanja teko£ine in ga iz zgornje ena£be lahko zapi²emo kot

~jm = ρ~v . (2.130)Enota za gostoto masnega toka je torej 1 kg/m2s.�e je hitrost toka neenakomerna po povr²ini S, moramo v zgornjem rezultatu integrirati popovr²ini, skozi katero te£e tok in ne le z njo mnoºiti. S pomo£jo gostote masnega toka sam masnitok zapi²emo tudi v obliki
Φm =

∫

ρv cos αdS =

∫

jm cos α dS , (2.131)kjer integral poteka po povr²ini, skozi katero te£e tok.Poleg masnega toka in njegove gostote de�niramo ²e volumski tok (ΦV) in gostoto volum-skega toka (~jV). Volumski tok teko£ine opisuje, kolik²en volumen teko£ine na £asovno enoto sepri gibanju premakne, torej
ΦV =

dV

dt
. (2.132)Enota za volumski tok je 1 m3/s. Gostota volumskega toka pa opisuje volumen teko£ine, ki v £asovnienoti preide skozi enoto povr²ine. �e je hitrost teko£ine pravokotna na ploskev, skozi katero te£etok, lahko pri konstantni gostoti teko£ine na osnovi de�niiji za ΦV (en. 2.132), ρ (en. 2.93) in Φm(en. 2.131) zapi²emo

jV =
ΦV

S
=

1

S

dV

dt
=

1

Sρ

dm

dt
= v . (2.133)Po velikost ustreza gostota volumskega toka kar hitrosti teko£ine, zato je enota za gostoto vo-lumskega toka 1 m/s. �e je gostota teko£ine konstantna, sta masni in volumski tok povezana kot

Φm = ρΦV. Analogno velja tudi za ustrezni gostoti toka (~jm = ρ~jV).Newtonov zakon za zvezna telesaKot ºe vemo iz poglavja o dinamiki to£kaste mase, se pri dinamiki spra²ujemo ne le po opisugibanja ampak tudi po njegovem vzroku. Za masno to£ko je vzrok gibanja to£kasta sila, ki na tomaso deluje. Ker je pri zveznih telesih njihova razseºnost kon£na, je potrebno v tem primeru tudinadgraditi konept sile kot smo to storili v primeru zveznega telesa v mirovanju. �e se zvezno telogiblje, potem mora seveda za vsak njegov del veljati Newtonov zakon (en. 2.48).Kako bi ta zakon lahko posplo²ili na primer zveznih teles? Ker je masa zveznega telesa sevedazvezno porazdeljena z gostoto ρ, potem je smiselna posplo²itev desne strani Newtonovega zakonakar
m~a −→

∫

dm~a =

∫

ρ(~r, t)~a(~r, t) dV . (2.134)Tu smo upo²tevali, da je majhna sprememba oziroma diferenial mase kar ρ(~r, t)dV , kar sledi izzgornje de�niije gostote (en. 2.96). Integral tu je po elotnem volumnu telesa.



2.3. MEHANIKA ZVEZNIH SNOVI 53Newtonov zakon gibanja lahko torej za zvezno telo zapi²emo v obliki
~FV + ~FS =

∫

ρ(~r, t)~a(~r, t)dV . (2.135)Povr²inske in volumske sile smo ºe de�nirali v primeru statike zveznega telesa. Bistveno razliko vprimerjavi z Newtonovim zakonom za to£kasto telo predstavlja zgolj zadnji del, ki vsebuje tlak,oziroma silo na enoto povr²ine telesa. Zvezna telesa se torej lahko gibljejo tako zaradi delovanjavolumskih kot povr²inskih sil.Za teko£ine, ki ne prena²ajo striºnih sil, je tangenialna komponenta sile enaka ni£. Newtonovzakon za zvezna telesa smo zapisali v obliki, pri kateri na levi strani nastopajo vse sile, ki delujejo navolumen in na povr²ino gibajo£ega se zveznega telesa (en. 2.135). Drugi £len na levi strani ena£be2.135 je posledia tega, da ima vsak volumen teko£ine vedno tudi mejno povr²ino, preko katerelahko delujejo povr²inske sile. Le-te pooseblja ravno konept tlaka. Kot bomo videli kasneje (str.54), vse teko£ine ne ubogajo ena£be 2.135. Tiste ki jo, pa imenujemo idealne teko£ine. Idealneteko£ine se razlikujejo od realnih teko£in po tem, da nimajo viskoznosti.Dinamika idealnih teko£in: Bernoullijeva ena£baPri obravnavi gibanja masne to£ke smo ugotovili, da je ena od posledi Newtonovega zakona ener-gijski zakon. Energijski zakon za gibanje idealnih in nestisljivih teko£in bomo izrazili z Bernoullijevoena£bo. Spomnimo se, da za masno to£ko energijski zakon trdi, da se elotna energija masne to£ke,ki je enaka vsoti kineti£ne in potenialne energije, s £asom ne spreminja, da se torej ohranja.Podobno velja tudi za zvezno telo.
l1

l2

z2

v

v

p

p

S

S

2

2
2

1

1

1

z1

d

d Slika 2.39: Pri gibanju teko£ine v evi pride dospremembe mehanske energije med mestoma 1 in2. Prete£eno prostornino v £asu dt na izbranihmestih izrazimo v obliki dV = S1dl1 = S2dl2, pri£emer sta S1 in S2 ustrezna preseka evi ter dl1 in
dl2 sta premika, ki sta enaka v1dt oziroma v2dt.Kako se spremeni zakon o ohranjevanju energije, £e nimamo opravka z masno to£ko pa£ pa zidealno nestisljivo teko£ino z gostoto ρ? Omejimo se na teko£ino, ki enakomerno te£e v evi (sl.2.39). Obravnavamo teko£ino med presekoma S1 in S2. V £asu dt se teko£ina premakne. Na sliki2.39 je poloºaj teko£ine po premiku ozna£en s £rtkano £rto. Ker privzamemo, da te£e teko£inaproti desni, je je na levi strani manj. Ustrezna prostornina tega dela teko£ine je dV , ki ima masodm = ρdV . Na desni stran je ve£ teko£ine. Ker je teko£ina nestisljiva, sta prostornina in masa tegadela teko£ine enaki kot na levi strani. Vsoto ustreznih sprememb v kineti£ni in potenialni energijipo premiku teko£ine zapi²emo z izrazom

1

2
dm v2

2 −
1

2
dm v2

1 + dm g z2 − dm g z1 . (2.136)Po zakonu o ohranitvi energije je sprememba vsote kineti£ne in potenialne energije (izraz 2.136)enaka delu, ki ga pri gibanju opravijo povr²inske sile zaradi tlaka. Na mestih 1 in 2 je v splo²nemrazli£en tlak. Na mestu 1 je delo po Pasalovem zakonu (en. 2.99) enako
p1S1dl1 = p1dV , (2.137)



54 POGLAVJE 2. MEHANIKAna mestu 2 pa je delo negativno, ker teko£ina opravi delo, torej
− p2S2dl2 = −p2dV , (2.138)pri £emer smo z dl1 in dl2 ozna£ili premik teko£ine pri presekih S1 in S2. �e izena£imo spremembovsote kineti£ne in potenialne energije (izraz 2.136) z delom povr²inskih sil (izraza 2.137 in 2.138)in £e nato nastalo ena£bo delimo z dV , dobimo po preureditvi Bernoullijevo ena£bo

1

2
ρ v2

1 + ρ g z1 + p1 =
1

2
ρ v2

2 + ρ g z2 + p2 . (2.139)Ugotovili smo, da je vsota gostote kineti£ne energije, gostote potenialne energije in tlaka prigibanju idealne teko£ine konstantna. Bernoullijeva ena£ba je posplo²itev zakona o ohranjevanjuenergije pri zveznih telesih, konkretno v zgornjem primeru pri gibanjju idealne, nestisljive teko£ine.V nadaljevanju bomo obravnavali dva primera, pri katerih se ustrezen pojav pojasni z uporaboBernoullijeve ena£be.Zastojni tlakO zastojnem tlaku govorimo, £e gibajo£a se teko£ina zadene na oviro (sl. 2.40). Teko£ina se oboviri ustavi, zato se tam pove£a tlak. Predpostavimo, da se gibanje odvija na isti vi²ini in torejspremembe potenialne energije niso pomembne. Tlak tik ob oviri v primerjavi z tlakom teko£inedale£ stran od ovire lahko potem izra£unamo iz poenostavljene Bernoullijeve ena£be, ki jo zapi²emov obliki
p1 +

1

2
ρv2

1 = p2 , (2.140)torej
∆p = p2 − p1 =

1

2
ρv2

1 . (2.141)Tej razliki tlakov pravimo tudi zastojni tlak. Zastojni tlak dobimo tudi v primeru, £e teko£inamiruje, giblje pa se telo. Pojav je popolnoma analogen pojavu, ko naleti gibajo£a se teko£ina naoviro.
1 2

v1 Slika 2.40: V to£ki 1 se teko£ina giblje s hitrostjo
v1, v to£ki 2 pa je hitrost teko£ine enaka ni£.Zaradi zastojnega tlaka deluje na telo poljubne oblike sila upora, ki je sorazmerna kvadratuhitrosti gibanja telesa

Fv2 = cS ·
1

2
ρv2 (2.142)

S je presek telesa. c je konstanta, ki je odvisna od oblike telesa (aerodinami£ne oblike telesa). Zaplo²£o je c = 1, 1, za kroglo c = 0, 4, ribe pa imajo c ≈ 0, 04. Kot bomo videli kasneje, je opisana silaupora pomembna predvsem pri velikih hitrostih, pa ²e takrat so razmere pri realnem toku bistvenobolj zapletene in je dejansko podro£je hitrosti, kjer velja kvadraten zakon upora, preej majhno.Dinamika viskoznih teko£inNewtonov zakon v obliki ena£be 2.135 ne velja vedno. Ne velja predvsem za tiste teko£ine, prikaterih je notranje trenju veliko. Za opis notranjega trenja nam bo sluºil tale miselni eksperiment.Imamo teko£ino, predeljeno z ravno steno na dva dela. Spodnji, reimo, miruje, zgornji pa se gibljeenakomerno s hitrostjo v v smeri, vzporedni s predelno steno. Sedaj steno nenadoma odstranimo inugotovimo, da za£ne zgornja gibajo£a se teko£ina na sti£ni povr²ini vle£i za sabo spodnjo mirujo£oteko£ino. Na meji med teko£inama torej delujejo striºne sile.
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zd

v

+ dv      vSlika 2.41: Med plastema, kise gibljeta z razli£nima hitro-stima v in v + dv, deluje sila.Plasti sta na oddaljenosti dz.
�e sedaj po£akamo nekaj £asa, dobimo zvezen pro�l hitrosti,dale£ spodaj je hitrost ni£, dale£ zgoraj pa v. Pravimo, da se vzpo-stavil gradient hitrosti. Gradient hitrosti kaºe od spodnjih slojevproti zgornjim slojem, v smeri osi z. Gradient hitrosti preko slojadebeline dz prikazuje slika 2.41. Ta gradient hitrosti, ki ima smerpravokotno na samo hitrost, imenujemo tudi striºna hitrost teko-£ine. Zaradi gradienta hitrosti vle£ejo zgornji sloji teko£ine spodnjesloje s silo, ki je pravokotna na ta gradient hitrosti in zanjo velja

F = ηS
dv

dz
, (2.143)kjer je S ploskev plasti, dv je razlika med hitrostima plasti, katerih medsebojna razdalja je dz.

η je koe�ient viskoznosti, katerega vrednost je odvisna od teko£ine. V tabeli 2.4 so podanikoe�ienti viskoznosti za nekatere snovi.Tabela 2.4: Koe�ient viskoznosti za razli£ne snovi.snov zrak voda Hg smola
η(20◦C) [kg/ms2℄ 1, 7 · 10−5 0,001 0,0017 107Zgornjo zvezo lahko za zvezen gradient hitrosti zapi²emo tudi kot

ps = η
dv

dz
. (2.144)V povr²inski sili imamo tako poleg pravokotne komponente, ki jo opisuje Pasalov zakon (en. 2.99),tudi striºno komponento. Zgornja ena£ba (en. 2.144) velja veliko bolj splo²no, kot predpostavljana² miselni eksperiment, in sier velja za striºno komponento tlaka na vsaki povr²ini, ki obkroºapoljuben del teko£ine v gibanju. Ta viskozna komponenta sile na poljubno povr²ino znotraj teko£ineje druga£ne vrste kot vse sile, ki smo jih spoznali doslej, saj je funkija prostorske porazdelitvehitrosti v teko£ini. To ima zelo pomembne posledie. �e namre£ vstavimo ta dodaten striºni tlakodvisen od viskoznosti v Newtonovo ena£bo gibanja za zvezna telesa, ugotovimo, da energijski zakonne velja ve£. Nasprotno. Energija se stalno izgublja, se torej disipira, in njene izgube na enoto £asoso sorazmerne z volumskim integralom kvadrata striºne hitrosti po vsej teko£ini. Sorazmernostnikoe�ient je ravno viskoznost η.Ta disipaija energije ima izjemno pomembne posledie, ki jih lahko vidimo vsak dan pri opa-zovanju toka teko£in. Od teh posledi si poglejmo nadrobneje tri: Stokesov upor, sedimentaijskohitrost in Hagen-Poiseuillov zakon toka po eveh.Stokesov uporKako se kaºe ta neprestana disipaija energije zaradi viskoznosti? Imamo mirujo£o kroglo, ki lebdiv gibajo£i se viskozni teko£ini. Tik ob krogli teko£ina miruje, saj se ne more gibati ne pravokotno nevzporedno s povr²ino krogle. Dale£ stran od krogle teko£ina po predpostavki te£e s stalno hitrostjo.Vmes pa imamo seveda zvezno porazdeljeno striºno hitrost. Tokovnie pri tak²nem gibanju teko£ineprikazuje slika 2.42.Iz mehanike to£kastega telesa vemo, da je za gibanje, ki ga povzro£a sila, potrebna mo£ (en.2.61), £e hitrost gibanja ni pravokotna na silo. Sedaj obravnavamo tak primer, saj deluje sila vsmeri tokovni. Prej smo sier brez dokaza podali trditev, da se pri viskoznem toku disipira mo£,ki je sorazmerna z volumskim integralom kvadrata striºne sile. Striºna hitrost obstaja v elotnemtoku teko£ine, ki se giblje mimo mirujo£e krogle, nastaja pa ves £as ob povr²ini krogle. Leva stranena£be 2.61 je torej sorazmerna s kvadratom hitrosti, saj je enaka volumskemu integralu kvadrata
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F

r Slika 2.42: Gibanje viskozne teko£ine okrogkroglie polmera r. Sila kroglie na teko£ino(~F ) je nasprotna smeri tokovni na veliki od-daljenosti.striºne hitrosti in sorazmerna z viskoznostjo. Iz de�niije porabljene mo£i, ki se kuri pri tak²nemgibanju, potemtakem sledi, da na kroglo deluje sila viskoznega upora (~Fv), ki je sorazmernaviskoznosti in hitrosti. Natan£en izra£un pokaºe, da je enaka
~Fv = 6πrη~v , (2.145)kjer je r radij kroglie. Zgornji ugotovitvi, ki pravi, da na mirujo£o kroglio v gibajo£i se teko£inideluje sila sorazmerna z radijem in hitrostjo teko£ine dale£ stran od kroglie, pravimo tudi Stokesovzakon viskoznega upora. Seveda bi dobili enako silo, tudi £e bi se gibala kroglia in bi mirovalateko£ina.Pri uporabi Bernoullijeve ena£be smo odkrili, da je sila upora v teko£ini sorazmerna s kvadratomhitrosti (en. 2.142). To seveda velja le za tok idealne teko£ine. V viskozni teko£ini je sila upora o£itnolinearno odvisna od hitrosti. �e oba izraza za velikost sile upora pri gibanju teko£ine okrog oviredelimo (in pri tem ne upo²tevamo stevil£nih faktorjev), dobimo Reynoldsovo ²tevilo

Re =
ρv2r2

rηv
=

ρvr

η
. (2.146)Reynoldsovo ²tevilo nam pove, kdaj lahko efekte viskoznosti in s tem disipaije zanemarimo in kdajne. �e je Reynoldsovo ²tevilo veliko, potem velja kvadratni zakon upora in so efekti viskoznostizanemarljivi. �e je majhno, velja linearni zakon upora in efekti viskozne disipaije so bistveni.Vidimo, da so za opredelitev efektov viskoznosti pomembne koli£ine gostota teko£ine, velikosttelesa, hitrost toka in koe�ient viskoznosti.Sedimentaijska hitrostZaradi zunanje sile se dele v raztopini giblje, njegovo gibanje pa sku²a ustaviti sila viskoznegaupora, £e je le Reynoldsovo ²tevilo, ki ustreza temu gibanju, dovolj majhno. Do potovanja pridezaradi razlike v gostotah med delem ter raztopino in zaradi gravitaije ali entrifugalne sile∗ privrtenju. Ker je kon£na hitrost tega potovanja odvisna od razlike med gostoto dela in raztopine, serazli£no gosti deli med seboj separirajo. To je tudi tisti efekt, ki ga pri sedimentaiji izkori²£amo.Lo£imo dve vrsti sedimentaijskega postopka glede na zunanjo silo. Pri sedimentaiji zaradigravitaije je sila teºe dela izravnana s silo vzgona in upora, ki delujeta v nasprotnih smereh. Prisedimentaiji zaradi entrifugalne sile pa je le-ta izravnana s silo vzgona in upora. V prvem primerulahko za razliko med silo teºe in silo vzgona zapi²emo

Ft =
4πr3

3
∆ρg, (2.147)kjer je r polmer dela, za katerega smo predpostavili, da ima obliko krogle, in ∆ρ je razlika medgostoto dela ter gostoto raztopine. Centrifugalno silo, zmanj²ano za silo vzgona, pa lahko zapi²emokot

Fc =
4πr3

3
∆ρ ω2R. (2.148)

∗Centrifugalna sila je sistemska sila. �e telo kroºi, deluje nanj entrifugalna sila v smeri radija. Centrifugalna silaima nasprotno smer in enako velikost kot radialna sila.



2.3. MEHANIKA ZVEZNIH SNOVI 57Tu je R oddaljenost dela od osi vrtenja. Podobno kot pri hidrostatskem tlaku, kjer sila vzgona kaºev nasprotno smer pove£evanja tlaka, tudi pri vrtenju teko£ine kaºe sila vzgona v nasprotno smer kotentrifugalna sila. V zgornji ena£bi je ω kotna hitrost vrtenja entrifuge. Ker je entrifugalna silaneposredno odvisna od kotne hitrosti, ki jo v entrifugi lahko nastavimo, se jo da zlahka spreminjatiin zato predstavlja primernej²o metodo za sedimentaijo delev. V obeh primerih smo od gonilnesile, bodisi teºe bodisi entrifugalne sile, od²teli del, ki gre na ra£un vzgona. Zato v obeh izrazihnastopa razlika gostot. Obe sili (Ft in Fc) povzro£ata, da se za£ne dele v raztopini gibati. Vprimeru teºe navzdol in v primeru entrifugalne sile radialno navzven. Hitrosti potovanja so lahkozelo majhne, £e je le razlika med silo teºe in vzgona majhna.Temu gibanju nasprotuje sila Stokesovega viskoznega upora (en. 2.145), ki je za dovolj majhnedele, ko je Reynoldsovo ²tevilo majhno, sorazmerna hitrosti gibanja dela. Dele se na za£etkugibanja pospe²uje, nato pa se ustali pri neki staionarni vrednosti hitrosti, torej tak²ni, ki se s£asom ne spreminja ve£. V staionarnem ravnovesju mora biti seveda vsota vseh sil, ki delujejo natelo, enaka ni£.Sedimentaijsko ravnovesje torej opisujeta ena£bi
Ft =

4πr3

3
∆ρg = 6πrηv = Fv , (2.149)v primeru sile teºe ali pa

Fc =
4πr3

3
∆ρω2R = 6πrηv = Fv , (2.150)v primeru entrifugalne sile. Iz obeh zgornjih ena£b lahko zlahka izra£unamo staionarno oziromaravnovesno vrednost hitrosti.Sedimentaijski koe�ient (s) de�niramo kot razmerje med sorazmernostnim faktorjem med Fu ter

g (oziroma Fu in ω2r) in sorazmernostnim faktorjem med Fz ter v

s =
Ft/g

Fu/v

(

ali s =
Fc/ω2R

Fu/v

)

. (2.151)Enota za sedimentaijski koe�ient je svedberg (1 S = 1−13 s). Sedimentaijski koe�ient je odvisen samood lastnosti dela in teko£ine. Uporabimo ga za dolo£anje gostote makromolekul in s tem tudi molekularnemase. Iz zgornjih ena£b lahko sedaj izlu²£imo vrednost sedimentaijskega koe�ienta v obliki
s =

2∆ρr2

9η
, (2.152)in je za oba primera, za teºnostno in za entrifugalno sedimentaijo, isti. Sedimentaijski koe�ient lahkospreminjamo s spreminjanjem viskoznosti ali pa s spreminjanjem razlike gostot med delem in raztopino.�e reimo dodamo raztopini visokomolekularne sladkorje, lahko gostoto spremenimo bolj kot viskoznost indoseºemo bolj²o sedimentaijo.Hagen - Poiseuilleov zakonZaradi viskoznosti te£e teko£ina skozi tanko ev le, £e sta tlaka na obeh straneh evi razli£na. Vnasprotnem primeru se hitro ustavi. Volumski tok teko£ine skozi ev, vzdolº katere deluje tla£narazlika, opisuje Hagen - Poiseuilleov zakon.Hagen-Poiseuillov zakon bomo izpeljali v dveh korakih. Najprej bomo dolo£ili odvisnost hitrostiteko£ine od razdalje r od vzdolºne osi evi. Na teko£ino valja z radijem r delujeta dve sili: sila zaradirazlike tlakov med obema stranema (∆p = p1 − p2)

F∆p = πr2∆p (2.153)in sila zaradi viskoznosti (en. 2.143), ki deluje striºno na pla²£ valja (sl. 2.43)
Fη = −η · 2πrℓ

dv

dr
. (2.154)
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1

ℓ

p rπ 2

rπ 2p

R

r

Slika 2.43: Predstavljene so sile, ki delujejo na valj polmera r v valju polmera R in dolºine ℓ.Striºna sila zaradi viskoznosti je predstavljena z debelima pu²£iama, sili zaradi tlakov na konehevi pa s tankimi.Vrednost te sile (Fη) je pozitivna, ker se hitrost teko£ine manj²a z ve£anjem razdalje r in je zatoodvod dv/dr < 0. Pri pretakanju po tanki evi se vzpostavi staionarno stanje, ko je sila, ki teko£inopoganja, po velikosti enaka sili, ki teko£ino zaustavlja:
F∆p = Fη . (2.155)�e vstavimo izraza za obe sili (ena£bi 2.153 in 2.154) v ena£bo 2.155, dobimo

πr2∆p = −η · 2πrℓ
dv

dr
. (2.156)Ena£bo 2.156 preuredimo tako, da dobimo hitrost na njeni levi strani, radij pa na njeni desni strani:

dv = −
∆p

2ηℓ
rdr . (2.157)Z integraijo na obeh straneh ena£be 2.157 dobimo

v(r) − v(0) = −
∆p

4ηℓ
r2 . (2.158)

v(r) je hitrost teko£ine v valjni plasti v oddaljenosti r od osi evi, v(0) pa je hitrost na sredini evipri r = 0. Velikost te hitrost dobimo, £e upo²tevamo, da je hitrost teko£ine ob steni (pri r = R)enaka ni£: v(R) = 0 . Hitrost v evi je torej odvisna od kvadrata oddaljenosti od osi evi:
v(r) =

∆p

4ηℓ
(R2 − r2) . (2.159)Hitrost ima torej v evi kvadraten oziroma paraboli£ni pro�l. Ob steni miruje, najhitreje pa segiblje na sredini evi. Tam je hitrost enaka v(0) = ∆p
4ηℓR

2. Vsi vklju£ki v teko£ini se bodo torej gibalipredvsem po sredini evi, saj so tam striºne sile viskoznosti, ki so sorazmerne odvodu hitrosti poradiju, najmanj²e.V drugem koraku te izpeljave bomo izra£unali volumski tok nestisljive teko£ine skozi ev vodvisnosti od ∆p. �e se spomnimo de�niije gostote volumskega pretoka (en. 2.133), lahko zapi²emoizraz za volumski tok skozi ev
ΦV =

∫

vdS, (2.160)pri £emer moramo integrirati po vsem kroºnem preseku evi, ki je pravokoten na hitrost teko£ine.Torej dobimo
ΦV = 2π

∫ R

0

v(r)rdr =
π∆p

2ηℓ

∫ R

0

(R2 − r2)rdr . (2.161)



2.4. MEHANSKO RAVNOVESJE IN NIHANJE 59Pri integraiji moramo izra£unati naslednja dva dolo£ena integrala (tabela D.1 na str. 261)
∫ R

0

rdr =
r2

2

∣

∣

∣

∣

R

0

=
R2

2
in

∫ R

0

r3dr =
r4

4

∣

∣

∣

∣

R

0

=
R4

4
.Celoten volumski tok skozi ev je torej na konu enak

ΦV =
π∆p

2ηℓ

[

R2

2
−

R2

4

]

=
πR4∆p

8ηℓ
. (2.162)Volumski tok skozi ev je torej sorazmeren tla£ni razliki med za£etkom in konem evi, koe�ientpa je odvisen od radija evi, njene dolºine in viskoznosti. To je kon£na oblika Hagen-Poiseuilleovegazakona. Zapi²emo jo lahko tudi na nekoliko druga£en na£in. In sier vpeljemo hidrodinamski uporevi, ki naj bo enak

Rη =
8ηℓ

πR4
. (2.163)S to de�niijo se potem Hagen-Poiseuilleov zakon glasi

ΦV =
∆p

Rη
. (2.164)Hagen-Poiseuilleov zakon, zapisan z ena£bo 2.164, je podobne oblike kot Ohmov zakon zaelektri£ni tok (en. 4.65 na str. 131). Pri Ohmovem zakonu je elektri£ni tok sorazmeren z elektri£nonapetostjo med za£etkom in konem ºie in obratno sorazmeren z uporom ºie, tako da je volumskitok analogen elektri£nemu toku, razlika tlakov je analogna elektri£ni napetosti, hidrodinamski uporpa je analogen uporu ºie. Za upor ºie izpeljemo (pogl. 4.1.12), da je enak

RI =
ℓ

πσR2
. (2.165)kjer je σ elektri£na prevodnost. Tu je vidna tudi razlika med hidrodinamskim in elektri£nim uporom.Medtem ko je hidrodinamski upor obratno sorazmeren z radijem evi na £etrto poteno, je elektri£niupor obratno sorazmeren z radijem ºie na drugo poteno. Tu se torej analogija med elektri£nim inhidrodinamskim uporom kon£a. Iz nje pa lahko na konu zlahka dobimo tudi skupen hidrodinamskiupor sistema, sestavljenega iz ve£ vzporedno ali zaporedno ali poljubno zvezanih evi in siernatanko po pravilih, ki jih poznamo iz elektrike (pogl. 4.4.4), £e le vlogo napetostne razlike prevzamerazlika tlakov in vlogo elektri£nega toka masni tok teko£ine.2.4 Mehansko ravnovesje in nihanje2.4.1 Mehansko ravnovesjeTelesa lahko mirujejo, £e nanje ne deluje nobena sila. Obi£ajno pa telesa niso izolirana in nanjetorej delujejo sile. Iz Newtonovih zakonov sledi, da lahko telo vendarle miruje tudi v tem primeru,£e sta le vsoti vseh sil in navorov, ki delujejo nanj, enaki ni£:

∑

i

~Fi = 0 (2.166)
∑

j

~Mj = 0 (2.167)V takem primeru pravimo, da je telo v mehanskem ravnovesju.V ravnovesju sta torej vsoti vseh zunanjih sil in navorov na telo enaki ni£. Mehanika mehanskegaravnovesja (statika) je zelo pomembna tudi v mediini (n. pr. v ortopediji, ²portni mediini, dentalnimediini ipd.), kjer lahko z njeno pomo£jo analiziramo obremenitve mi²i in kosti v telesu. �e nas na



60 POGLAVJE 2. MEHANIKAprimer zanima razporeditev sil na dolo£en del telesa, najprej dolo£imo vse zunanje sile, ki delujejona ta del telesa, ter nato z uporabo zgornjih dveh ena£b dolo£imo tudi velikost teh sil.Ravnovesna stanja telesa se lahko med seboj razlikujejo glede na to, kaj se zgodi s telesom, £ega malo izmaknemo iz ravnovesja. O tem se lahko prepri£amo ob pogledu na sliko 2.44, ki prikazujerazli£ne lege kvadra na ravnih tleh. Legi kvadra A in D sta o£itno ravnovesni, saj je kvader v tehlegah v mirovanju. Prav tako je ravnovesna lega C, kjer z malo spretnosti teºi²£e kvadra postavimoravno nad to£ko stika s podlago (navor sile teºe, ki bi kvader lahko zavrtel okoli te to£ke, je torejni£). Lega B je neravnovesna, saj se kvader v njej spontano prekune na tla. �e kvader izmaknemoiz ravnovesja, se bo v prikazanih treh ravnovesnih legah obna²al druga£e:� �e kvader malo premaknemo iz ravnovesne lege A, bodo na kvader za£ele delovati sile (navori),ki ga bodo vrnili nazaj v isto ravnovesje. Lega A je torej stabilno ravnovesje.� �e kvader malo premaknemo iz ravnovesne lege C, bodo na kvader za£ele delovati sile (navori),ki ga bodo prekunili stran od lege C. Lega C je torej nestabilno ravnovesje (labilna lega).� �e kvader malo premaknemo iz ravnovesne lege D, se bo vrnil nazaj v isto ravnovesje D. �epa kvader mo£no premaknemo iz ravnovesne lege D, se bo prekunil v lego A. Lega D je torejlokalno stabilno ravnovesje (v tem kontekstu legi A v£asih pravimo globalno ravnovesje).
Slika 2.44: Razli£ne lege kvadra na tleh (levo) ter shemati£ni prikaz ustrezne potenialne energije(desno). Lege A, C in D so ravnovesne, lega B pa je neravnovesna. Lega A je globalno stabilnaravnovesna lega (pri globalnem minimumu potenialne energije), lega D je lokalno stabilna ravno-vesna lega (pri lokalnem minimumu potenialne energije), lega C pa je nestabilna ravnovesna lega(pri maksimumu potenialne energije)Ravnovesna stanja si lahko lepo predstavljamo, £e analiziramo potenialno energijo telesa (sl.2.44 desno). Vidimo, da globalno stabilno ravnovesje ustreza globalnemu minimumu potenialneenergije, lokalno stabilno ravnovesje ustreza lokalnemu minimumu potenialne energije, nestabilnoravnovesje pa ustreza maksimumu potenialne energije. V splo²nem ravnovesna stanja ustrezajoekstremom potenialne energije (t.j. to£kam, kjer je odvod potenialne energije po spremembi legeenak ni£), neravnovesna stanja pa klanem. V kasnej²ih poglavjih bomo videli, da so opisani pojmizelo pomembni in uporabni tudi pri drugih (tudi ne-mehanskih) sistemih. Tako jih bomo spet sre£alin. pr. pri termodinamiki, kjer ravnovesje sistema sier ne bo pogojeno z mehanskimi silami in bovlogo mehanske potenialne energije prevzel termodinamski potenial.2.4.2 NihanjeV prej²njem poglavju smo videli, da se sistem, ki ga izmaknemo iz stabilne ravnovesne in spustimo,vrne nazaj v ravnovesje. Pogosto pa se sistem zaradi svoje vztrajnosti ne ustavi v ravnovesju,temve£ okoli ravnovesja zaniha. Nihanje je torej spontano periodi£no gibanje sistema okoli rav-novesja. Osnovne lastnosti nihanja si lahko nazorno predstavimo na preprostem sistemu, n. pr. privzmetnem nihalu na gladki podlagi (sl. 2.45).Uteº z maso m na gladki podlagi brez trenja je v ravnovesju, ko vzmet ni niti skr£ena nitiraztegnjena. �e uteº odmaknemo iz ravnovesne lege, nanjo za£ne delovati sila vzmeti, ki kaºe nazaj
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k m

Slika 2.45: Vzmetno nihalo je telo mase m, ki jepritrjeno z vzmetjo na steno, pri £emer brez stri-ºnih sil drsi po podlagi. Lastnosti vzmeti podajakonstanta k.proti ravnovesju. Ob tem bo vzmet dobila dolo£eno hitrost, zato se v ravnovesju ne bo ustavila,temve£ bo zaradi svoje vztrajnosti nadaljevala pot na drugo stran. Na drugi strani sila vzmeti spetkaºe nazaj proti ravnovesju in elotna zgodba se ponovi. Dobimo nihanje uteºi okoli ravnovesja, kije torej periodi£no gibanje.Najve£ji odmik pri nihanju imenujemo amplituda nihanja. �as, ki ga potrebuje telo, da sevrne v za£etno lego, je perioda oziroma nihajni £as. Reipro£na vrednost periode je frekvenanihanja (ponavadi jo ozna£imo z ν), ki pove, kolikokrat na enoto £asa nihalo zaniha. Frekvenanihanja je pogosto odvisna le od �zikalnih lastnosti nihajo£ega sistema, zato jo v takih primerihimenujemo tudi lastna frekvena nihanja (ν0).Nihanje vzmetnega nihala si poglejmo ²e bolj natan£no. Sila vzmeti, ki vle£e nihalo nazaj vravnovesje je sorazmerna negativni vrednosti odmika od ravnovesja (en. 2.55, sl. 2.18), F = −kx.Ker je pospe²ek (a) drugi odvod odmika po £asu, se Newtonov zakon za gibanje proºne vzmetiglasi:
mẍ = −kx , (2.168)kjer je

ẍ =
d2x

dt2
=

ddx
dt

dt
. (2.169)Drugi odvod odmika x po £asu je torej sorazmeren negativni vrednosti odmika. Iz matematikevemo, da ima to lastnost za odvisnost odmika od £asa (x(t)) sinusna funkija. Re²itev ena£be zaNewtonov zakon za na² primer, ki pove, kako se odmik nihala spreminja s £asom, je torej sinusnonihanje:

x(t) = xm sin(ω0t − δ) , (2.170)pri £emer je xm amplituda nihanja. Argument v sinusni funkiji (ω0t−δ) se imenuje faza. Konstanta
δ se imenuje fazni premik (ali zamik) in je odvisna od lege nihala ob £asu t = 0. �e se n. pr.ob £asu t = 0 telo nahaja v mirovni legi (x = 0), je δ = 0, £e pa je v tem trenutku telo najboljodmaknjeno od mirovne lege (x = xm), je δ = π/2. Konstanta ω0 je lastna kroºna frekvenanihanja in je povezana z lastno frekveno ν0 kot

ω0 = 2πν0 . (2.171)O tem, da sinusno nihanje zares ustreza Newtonovem zakonu (en. 2.168), se prepri£amo tako, daizra£unamo drugi odvod odmika po £asu (x(t)) (en. 2.170). Izraza pa sta enaka le, £e je kroºnafrekvena ω0 enaka
ω0 =

√

k

m
. (2.172)Vidimo, da je v na²em primeru kroºna frekvena ω0 zares odvisna le od �zikalnih lastnosti obrav-navanega nihala, ne pa n. pr. od za£etnega odmika od ravnovesja.V splo²nem za nihanje velja, da se med nihanjem energija pretvarja iz ene vrste v drugo in nazaj.Pri preprostem vzmetnem nihalu se tako kineti£na energija uteºi pretvarja v proºnostno energijovzmeti in nazaj. V okviru Hookovega zakona, kjer so raztezki sorazmerni sili, je proºnostna energijavedno sorazmerna kvadratu raztezka.�e v sistemu ni trenja in torej velja zakon o ohranitvi energije, se vsota kineti£ne in proºnostneenergije sistema ne spreminja. Celotna energija nihanja je enaka delu, ki smo ga vloºili v sistem,ko smo ga na za£etku spravili iz ravnovesja. Pri odmiku od ravnovesne lege vzmetnega nihala x jevsota kineti£ne (en. 2.83) in proºnostne (str. 33) energije enaka

W =
1

2
mv2 +

1

2
kx2 . (2.173)



62 POGLAVJE 2. MEHANIKANajve£jo vrednost proºnostne energije ima nihalo pri najve£jem odmiku, x = xm. Takrat je
W = kx2

m/2, kar pomeni, da je amplituda sorazmerna kvadratnemu korenu elotne energije ni-hala. Najve£jo vrednost kineti£ne energije pa ima nihalo takrat, ko se nahaja pri x = 0. Ker stasi najve£ja vrednost proºnostne energije in najve£ja vrednost kineti£ne energije enaki, velja, da stasi amplituda nihanja in najve£ja hitrosti nihala vm sorazmerna, sorazmernostni faktor pa je enakkroºni frekveni
vm = ω0xm . (2.174)Sinusnem nihanju pravimo tudi harmoni£no nihanje. Za harmoni£no nihanje je torej zna£ilno,da je sila, ki vle£e sistem nazaj v ravnovesje, sorazmerna odmiku iz ravnovesja. Vsa nihanja paniso harmoni£na � £e sila ni sorazmerna odmiku od ravnovesja (in je n. pr. odvisna od kvadrataodmika), sistem ne niha sinusno temve£ preej bolj zapleteno. Tako je pri neharmoni£nem nihanjulahko frekvena nihanja odvisna tudi n. pr. od amplitude in ni nujno le lastnost nihala. Pogosto pridedo neharmoni£nega nihanja, £e so odmiki od ravnovesja zelo veliki. Po drugi strani pa velja, da jepri majhnih odmikih od ravnovesja ve£ino nihanj harmoni£nih (kmalu bomo spoznali matemati£nonihalo, ki je en tak primer).2.4.3 Nekaj primerov razli£nih nihalPri nitnem ali matemati£nem nihalu niha telo z maso m, pritrjeno na brezteºni vrvii dolºine

ℓ (sl. 2.46). Gibanje lahko obravnavamo kot vrtenje okrog osi skozi pritrdi²£e vrvie. Odmik odmirovne lege merimo s kotom φ. Pri odmiku φ deluje na telo navor M = −ℓmg sin φ. Ena£bagibanja∗ se glasi
Jα = −ℓmg sin φ (2.175)oziroma, ker je za to£kasto telo J = mℓ2 (en. 2.73), zapi²emo lahko tudi
α = −

g

ℓ
sin φ , (2.176)kjer je

α ≡ φ̈ ≡
d2φ

dt2
. (2.177)Nihanje matemati£nega nihala ni harmoni£no, ker φ̈ ni sorazmeren odmiku φ ampak sinusu ustre-znega kota (sin φ). Pri majhnih odmikih velja sin φ ≈ φ in imamo zato takrat opravka s harmoni£nimnihanjem s kroºno frekveno ω0 =

√

g/ℓ.
Ft

os

φ

mg

Fr

Slika 2.46: Matemati£no nihalo. Silo teºe (m~g)lahko razstavimo na dve komponenti - na tangen-ialno komponento (Ft = mg sin φ) in na kompo-nento v smeri radija (Fr = mg cos φ). K navoruprispeva le tangeialna komponenta.Teºno nihalo se razlikuje od nitnega nihala v tem, da telo ni to£kasto, ampak togo. Odmik odmirovne lege merimo s kotom φ, ki ga oklepata navpi£nia in premia, ki te£e od osi skozi teºi²£etelesa. Ena£ba gibanja se glasi:
Jφ̈ = −ℓtmg sin φ , (2.178)

∗Tako pogosto imenujemo Newtonov zakon, ki je za kroºenje izraºen z ena£bo 2.72.



2.4. MEHANSKO RAVNOVESJE IN NIHANJE 63kjer so J vztrajnostni moment telesa glede na os vrtenja, m masa telesa, ℓt pa razdalja od osido teºi²£a telesa. Pri majhnih odmikih od mirovne lege velja sinφ ≈ φ. Tudi to nihanje je v temprimeru harmoni£no s kroºno frekveno ω0 =
√

ℓtmg/J . Matemati£no nihalo je seveda posebenprimer teºnega nihala, pri katerem je vsa masa zbrana v teºi²£u in je vztrajnostni moment nihalapreprosto J = mℓ2
t .

Fr

mg

ϕ

Ft

os
t tezisce

sinϕt

Slika 2.47: Teºno nihalo. Podobno je matemati£-nemu, le da pri njem ne niha masna to£ka temve£togo telo.Pri su£nem oziroma torzijskem nihalu imamo opravka s striºno deformaijo torzijske vzmeti.Pri torzijskem nihalu se lahko predmet z vztrajnostnim momentom J vrti na osi, pri £emer je odmikod ravnovesja (kot ϑ) sorazmeren z navorom vzmeti, ki je pritrjena na os (sl. 2.48). Navor torzijskevzmeti je sorazmeren s kotom torzijske deformaije (en. 2.74), po smeri pa deformaiji nasprotuje(M = −Dϑ), kar seveda vemo iz vsakdanjega ºivljenja. Potem Newtonovo ena£bo gibanja za kotdeformaije (ϑ) zapi²emo v obliki
Jϑ̈ = −Dϑ . (2.179)Tudi re²itev zgornje ena£be predstavlja harmoni£no nihanje za kot ϑ s kroºno frekvena ω0 =

√

D/J .
J

D Slika 2.48: Torzijsko nihalo: togo telo z vztrajno-stnim momentom J niha v vodoravni legi, ker jenjegova navpi£na os pritrjena na torzijsko vzmet.
D je direkijska konstanta vzmeti.Sedaj si oglejmo gibanje gladine vodnega stolpa v polkroºni evi (sl. 2.49). �e vodni stolpeizmaknemo iz njegove ravnovesne lege, tako da reimo pihnemo v en del evi, potem za£ne nihati.Sila, ki vle£e stolpe nazaj v ravnovesje, ko sta gladini v krakih evi na vi²inah −x in x, je vtem primeru teºnost. �e se ena gladina dvigne za x, torej se druga za enako dolºino spusti, saj jeteko£ina nestisljiva, potem je teºnostna sila enaka

F = −Sρg · 2x . (2.180)Newtonove ena£ba gibanja v tem primer je
ma = −Sρg · 2x , (2.181)kjer so m masa kapljevine v nihalu, S presek vodnega stolpa, ρ gostota kapljevine in x odmik odravnovesne. Ker je masa enaka ρSl (l je dolºina vode v polkroºni evi) sledi diferenialna ena£baza lego x

ẍ = −
2g

ℓ
x , (2.182)



64 POGLAVJE 2. MEHANIKAki ima re²itev v obliki harmoni£nega nihanja s kroºno frekveno ω0 =
√

2g/ℓ.
ℓ

−x

x

Slika 2.49: Nihanje vodnega stolpa. Ravnovesnalega stolpa je ozna£ena s £rtkano £rto.2.4.4 Du²eno nihanjeZaradi trenja med nihalom in njegovo okolio so nihanja v splo²nem du²ena, kar pomeni, da ampli-tuda nihanja s £asom pada toliko £asa, dokler gibanje ne usahne. Zaradi trenja se seveda zmanj²ujetudi elotna energija nihanja. Kot primer du²enega gibanja bomo obravnavali du²eno harmoni£nonihanje, pri katerem je sila trenja sorazmerna hitrosti gibanja (vsa du²ena nihanja niso te vrste -pri vzmetnem nihalu na hrapavi podlagi n. pr. je sila trenja konstantna ne glede na hitrost). Primersile trenja, ki je sorazmerna hitrosti, je sila zaradi viskoznosti (str. 56, en. 2.145). Ena£ba gibanjase v tem primeru glasi:
ma = −kx − bv , (2.183)kjer je b konstanta. Tudi v tem primeru se da re²itev izraziti z elementarnimi funkijami

x(t) = x(0)e−βt sin(ωdt − δ) , (2.184)pri £emer je β = b/(2m), kroºna frekvena pa
ωd =

√

ω2
0 − β2 . (2.185)Amplituda du²enega nihanja torej eksponentno pada (sl. 2.50).

t

x(t)

x(0)e−   tβ
x(0)

 0

−x(0)

Slika 2.50: Spreminjanje amplitude (x(0)e−βt) inodmika (x(t)) v odvisnosti od £asa (t) pri du²e-nem nihanju.Du²enje je lahko tako mo£no, da je
β > ω0 . (2.186)V tem primeru telo ne zaniha, ampak se, £e ga odmaknemo od ravnovesne lege in spustimo, ekspo-nentno pribliºuje ravnovesni legi.



2.4. MEHANSKO RAVNOVESJE IN NIHANJE 652.4.5 Vsiljeno nihanje, resonanaObravnavamo gibanje du²enega nihala, na katerega deluje periodi£na sila F (t) = F 0 sinωt. Ena£bagibanja se glasi
ma = −kx − bv + F0 sin ωt . (2.187)Nihalo niha s frekveno sile. Re²itev gornje ena£be je
x(t) = xm(ω) sin(ωt − δ(ω)) . (2.188)Amplituda nihanja kot tudi razlika v fazi med nihanjem zunanje sile in nihala sta odvisni odfrekvene in sier je amplituda enaka

xm(ω) =
F0

k

1
√

(

1 −
ω2

ω2
0

)2

+
4β2ω2

ω4
0

, (2.189)fazna razlika pa se izrazi kot
tan δ =

2βω

ω2
0 − ω2

. (2.190)Odvisnost amplitude in faze od frekvene nihanja sile prikazuje slika 2.51.
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Slika 2.51: Resonan£ne krivulje. Odvi-snost amplitude (xm) (zgoraj) in faznegapremika (δ) (spodaj) od razmerja medkroºno frekveno vsiljenega nihanja inlastno kroºno frekveno (ω/ω0) za raz-merje β/ω0 je 1, 0,5, 0,25, 0,125 in 0.Pri frekvenah osilaije sile, ki so veliko manj²e od lastne frekvene nihala, je amplituda nihanjanihala enaka F0/mω2
0, nihanje nihala pa poteka so£asno s £asovnim spreminjanjem sile. Amplitudanihanja se zelo pove£a, ko je frekvena osilaije sile pribliºno enaka lastni frekveni nihala. Sila innihalo sta takrat v resonani in nihalo niha s faznim zaostankom π/2. Pri frekvenah osilaije sile,ki so veliko ve£je od lastne frekvene nihala, se amplituda pribliºuje vrednosti ni£, fazna razlika pavrednosti π (sl. 2.51).2.4.6 Meritev sunka sile, balisti£no nihalo, balistokardiogra�jaZ nihalom lahko dolo£imo sunek sile. �e sila deluje na mirujo£e nihalo v £asovnem intervalu,ki je kratek v primerjavi s trajanjem ene periode nihanja, je namre£ amplituda nastalega nihanja



66 POGLAVJE 2. MEHANIKAsorazmerna sunku sile. Zaradi sunka sile se je spremenila gibalna koli£ina nihala mvm (vm je najve£jahitrost nihala). Ker je vm = ω0xm, dobimo, da je ∫

Fdt = mω0xm, oziroma
xm =

1

mω0

∫

Fdt . (2.191)Nihala, prirejena za merjenje sunka sile, oziroma gibalne koli£ine, imenujemo balisti£na nihala.V mediini se opisana metoda uporablja pri balistokardiogra�ji, s katero lahko izmerimo suneksile sr£ne mi²ie. Paienta uleºemo na mizo, ki lahko niha. Ko sr£na mi²ia potisne kri iz levegaprekata v smeri glave, dobi zaradi zahteve po ohranitvi gibalne koli£ine telo na mizi hitrost vnasprotni smeri, zato malo zaniha. Sunek sile sr£ne mi²ie lahko izmerimo iz odmika nihanja mize.2.4.7 Sestavljeno nihanjeDo sedaj smo obravnavali le nihanje preprostih sistemov, ki so imeli le eno stopnjo prostosti. Vpraksi pa pogosto sre£amo tudi bolj kompliirana nihala, ki imajo ve£ stopenj prostosti. Primer stan. pr. dve matemati£ni nihali, ki sta povezani z vzmetjo (sl. 2.52). Sestavljeno nihanje je tudi nihanjeatomov v molekulah, ki si jih lahko v prvem pribliºku predstavljamo kot sestavljena vzmetna nihala(jedra atomov predstavljajo mase, interakije med atomi pa vzmeti).
Slika 2.52: Primer nihala, ko sta matemati£ni ni-hali povezani z vzmetjo.�eprav je nihanje sestavljenih nihal lahko zelo zapleteno, pa se izkaºe, da lahko vsako sestavljenonihanje opi²emo kot vsoto lastnih nihanj sistema, od katerih ima vsako svojo lastno frekveno.�tevilo lastnih nihanj sistema je enako ²tevilu prostostnih stopenj nihanja sistema. Pri dveh pove-zanih matemati£nih ali vzmetnih nihalih je ²tevilo prostostnih stopenj nihanja enako 2 in je tudi²tevilo lastnih nihanj enako 2. Sistem ima torej dve lastni kroºni frekveni, ω0,1 in ω0,2. Poljubnogibanje takega sistema se napi²e lahko kot vsota nihanj z lastnimi frekvenami.

x2 = xm,1 sin(ω0,1t − δ1) + xm,2 sin(ω0,2t − δ2) . (2.192)Pri molekulah z N atomi je ²tevilo prostostnih stopenj enako 3N , vendar je nekaj teh prostostnihstopenj povezanih z gibanjem elotne molekule in ne z nihanjem. Linearne molekule imajo tako
3N −5 lastnih nihanj (pri linearnih molekulah tri prostostne stopnje odpadejo na translaijo teºi²£amolekule, dve pa na rotaijo elotne molekule), prostorske pa 3N −6 (ploskovne oziroma prostorskemolekule imajo tri translaijske in tri rotaijske prostostne stopnje). Molekula O2 ima tako enolastno nihanje z eno lastno frekveno, molekula H2O pa ima tri lastna nihanja in tri ustreznelastne frekvene nihanja (sl. 2.53). Ni naklju£je, da so mnoge makroskopske lastnosti snovi tesnopovezane z lastnimi nihanji molekul, ki snov sestavljajo. Molekula vode n. pr. dobro absorbirainfrarde£o svetlobo, saj so vse tri njene lastne frekvene v podro£ju frekven infrarde£e svetlobe.Pri opisu sestavljenega nihanja nas velikokrat zanima, s kolik²nim deleºem so pri nihanju ude-leºena posamezna lastna nihanja. Podatek o tem nam da spekter nihanja, diagram, v katerem nari-²emo velikost amplitud pri posameznih lastnih kroºnih frekvenah nihala. Tako imenovani energijskispekter pa nam podaja energijo, ki jo pri nihanju nihala prispeva posamezno lastno nihanje. Celotnaenergija nihanja je namre£ enaka vsoti energij, ki jih pripi²emo posameznim lastnim nihanjem.Nihalo ima lahko tudi neskon£no stopenj prostosti. Primer takega nihala je struna. Vsak delstrune predstavlja neodvisno stopnjo prostosti. Zato je tudi ²tevilo lastnih frekven strune ne-skon£no. Lastne frekvene nihanja strune so mnogokratniki najniºje, t.j. osnovne frekvene strune.(Ve£ o tem bomo izvedeli v poglavju Valovanje.) Primer spektra strune je prikazan na sliki 2.54.
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Slika 2.53: Molekula vode ima tri lastna nihanja. Lastni frekveni prvega in drugega lastnega nihanjasta pribliºno 110 THz, lastna frekvena zadnjega pa je pribliºno pol manj²a. Poljubno gibanjemolekule vode je mogo£e sestaviti kot translaijo teºi²£a molekule, rotaijo molekule ter vsoto trehlastnih nihanj molekule.
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Slika 2.54: Spekter strune. V spektru nihanjastrune je neskon£no ²tevilo lastnih frekven, kipa so vse mnogokratnih osnovne lastne frekvenestrune ω0.


