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Predgovor

Pric¢ujoci ucbenik je namenjen studentom tistih univerzitetnih pro-
gramov, ki vkljucujejo samo eno leto matematike. Nastala je na pod-
lagi izkusSenj, ki jih imam s poucevanjem tekstilcev in lesarjev. Prvi
trije deli so posveceni funkcijam ene spremenljivke, zadnji trije pa lin-
earni algebri, funkcijam ve¢ spremenljivk in diferencialnim enac¢bam.
Na programih, kjer poucujem, je statistiki namenjen poseben pred-
met, zato vsebin iz verjetnostnega racuna in statistike nisem vkljucil.
Vsako poglavje se konca s primeri izpitnih vprasanj, ki so namenjena
utrjevanju snovi. Posebna pozornost je namenjena skicam. Matema-
tika namre¢ ne zahteva samo racunskih spretnosti, ampak tudi dobro
geometrijsko predstavo.






Logicni simboli in uporabljene oznake

v za vsak
3 obstaja
—  sledi
<= je ekvivalentno
tako da
{z: L} mnozica vseh x, ki zadoscajo L
{a,b} mnozica z elementoma a in b
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POGLAVIJE 1

Zaporedja realnih stevil

1.1. Osnovne lastnosti realnih stevil

Naravna stevila so nastala iz potrebe po prestevanju. Mnozico na-
ravnih Stevil oznacujemo z N. Dolocajo jo Peanovi aksiomi. Eden od
njih je princip popolne indukcije, ki pravi: Podmozica v N, ki vse-
buje stevilo 1 in ki poleg vsakega stevila, ki ga vsebuje, vsebuje tudi
za ena vecje Stevilo, je enaka N. Ker razlika dveh naravnih stevil ni
nujno naravno Stevilo, je smiselno, da k mnozici naravnih stevil do-
damo Stevilo ni¢ in negativna cela stevila. Tako dobimo mnozico celih
stevil. Oznaka zanjo je Z. Ker kvocient dveh nenicelnih celih Stevil
ni nujno celo stevilo, je smiselno, da k mnozici celih stevil dodamo
ulomke. Tako dobimo mnozico racionalnih stevil. Oznaka zanjo je Q.
7 racionalnimi stevili se ne da opisati nekaterih geometrijskih koli¢in,
na primer dolzine diagonale kvadrata s stranico 1 ali obsega kroga s
polmerom 1, zato uvedemo tudi realna stevila. Oznaka za mnozico
realnih stevil je R.

Mnozico Z si predstavljamo kot v obe smeri neskonéno mnozico tock
na premici z razmikom 1 med sosedama. Mnozico Q si predstavljamo
kot “gosto”’mnozico tock na premici (to pomeni, da med poljubnima
dvema razlicnima tockama na premici lezi kako racionalno stevilo).
Vemo, da ima mnozica Q “luknje”, saj ne vsebuje niti v/2 niti 7. Ce
“zakrpamo” te luknje, dobimo mnozico R. Mnozico realnih stevil si
torej predstavljamo kot premico (pravimo ji realna os), realna stevila
pa kot tocke na tej premici.

Nastejmo sedaj osnovne racunske operacije z realnimi Stevili in nji-
hove temeljne lastnosti. Ce sta z in y realni stevili, potem sta tudi
njuna vsota z+y in produkt xy realni stevili. 0 in 1 sta realni stevili.
Ce je z realno stevilo, potem je tudi njegovo nasprotno stevilo —x
realno stevilo. Ce je z neni¢elno realno stevilo, potem je tudi njegova
obratna vrednost z~! realno §tevilo. Odstevanje lahko izrazimo s
pomocjo sestevanja (r —y = x + (—y)) in deljenje lahko izrazimo s
pomocjo mnozenja (z/y = xy~'). Za poljubne z,y, z iz R velja:

Al) z+y=y+u,
A2) (x+y)+z=x+ (y+2),
15
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)x+0—0+x—x

A) 2+ (—a) = (—2) + o =0,
A5) ry = yu,

A6) (zy)z = x(y2),

A7) 21 =1z = x,

A8) ¢e z # 0, potem xz ! =27t =1,
A9) (x +y)z =2+ yz.

V nadaljevanju bo zelo pomembno vlogo igrala relacija urejenosti
realnih Stevil. Nastejmo njene temeljne lastnosti:

A10) Za poljubni stevili z,y € R velja bodisi z < y bodisi z = y
bodisi y < .

A11) Za poljubni stevili z,y € R, ki zadoscata z < y, velja x + z <
y+ z za vsak z € R ter zz < yz za vsak z > 0.

Poleg tega ima relacija urejenosti realnih stevil Dedekindovo last-
nost. Preden povemo, kaj je to, potrebujemo nekaj definicij.

Naj bo A neprazna podmnozica v R. Pravimo, da je Stevilo ¢ € R
gornja meja mnozice A, ¢e za vsak a € A velja a < ¢. Ce mnozica
A nima nobene gornje meje, potem pravimo, da je navzgor neome-
jena, sicer pa, da je navzgor omejena. Sedaj lahko formuliramo
Dedekindovo lastnost:

A12) Vsaka neprazna navzgor omejena mnozica realnih stevil ima
najmanjso gornjo mejo.

Vsaka navzgor omejena mnozica ima neskoné¢no mnogo gornjih meja,
saj je vsako stevilo, ki je vecje od kake gornje meje, spet gornja meja.
Dedekindova lastnost pravi, da med vsemi gornjimi mejami obstaja
taka, ki je najmanjsa. Oznacimo jo s sup.4 in ji pravimo supre-
mum mnozice A. Kadar mnozica A ni navzgor omejena, piSemo
sup A = +o0, kadar pa je prazna, pisemo sup A = —oo. Dedekin-
dova lastnost torej pravi, da ima vsaka navzgor omejena podmnozica
v R koncen supremum.

Navzgor omejena mnozica nima nujno najvecjega elementa. Kadar
pa ga ima, ga ozna¢imo z max.A in mu pravimo maksimum mnozice
A. Kadar mnozica ima maksimum, je ta enak supremumu.

Ce v definiciji gornje meje obrnemo neenacaj, dobimo definicijo
spodnje meje. Mnozica je navzdol omejena, ce ima kako spodnjo
mejo, sicer pa je navzdol neomejena. Iz Dedekindove lastnosti sledi,
da ima vsaka navzdol omejena mnozica najvecjo spodnjo mejo, ki se
imenuje infimum. Dogovorimo se, da je infimum navzdol neomejene
mnozice —oo, prazne pa +o0o. Navzdol omejena mnozica nima nujno
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najmanjSega elementa, ko pa ga ima, ga oznacimo z min A in mu prav-
imo minimum mnozice A. Kadar mnozica ima minimum, je ta enak
infimumu.

Vse ostale lastnosti osnovnih racunskih operacij in relacije ure-
jenosti se da izpeljati iz lastnosti A1 do A12, zato so te lastnosti ak-
siomi realnih stevil.

1.2. Povezane mnozice, absolutna vrednost, okolice

Pravimo, da je podmnozica v R povezana, ¢e je vsako Stevilo,
ki lezi med dvema Steviloma iz te mnozice tudi Stevilo iz te mnozice.
Krajsi premislek z gornjimi in spodnjimi mejami pokaze, da imamo
devet tipov povezanih podmnozic v R in sicer:

(1) zaprti intervali so oblike [a,b] = {z € R: a < z < b},

(2) odprti intervali so oblike (a,b) = {z € R: a < x < b},
(3) levo polodprti intervali so (a,b] = {x € R: a <z < b},
(4) desno polodprti intervali so [a,b) = {z € R: a < x < b},
(5) zaprti desni poltraki so oblike [a,+00) = {x € R: a <z},
(6) odprti desni poltraki so oblike (a,+00) = {z € R: a < z},
(7) zaprti levi poltraki so oblike (—o0,a] = {zx € R: z <a},
(8) odprti levi poltraki so oblike (—00,a) = {r € R: z < b},
(9) (—o0,4+00) =R.
Prvi primer vkljucuje tudi mnozice z eno samo tocko, velja namrec
[a,a] = {a}.

Za vsako realno stevilo x definiramo njegovo absolutno vrednost

2| = x, x>0,
|l —x, x<O.

V nadaljevanju bomo pogosto uporabljali naslednje lastnosti absolutne
vrednosti:

(1) |abl = |a| [0,

(2) |a+b < a| + b in

(3) la—b] = [la] —[b]]
za poljubna a in b. Dokaz prvih dveh je tako preprost, da ga prepustimo
bralcu. Dokazimo tretjo lastnost. Prepricati se moramo, da za poljubna
a in b velja tako |a| — |b] < |a — b| kot tudi |b] — |a| < |a — b]. Prva
neenakost sledi iz |a| = |a — b+ b < |a — b|] + |b|, druga pa iz |b] =
|b—a+a| < |b—a|+ |a|. Obakrat smo uporabili lastnost (2).

Definirajmo razdaljo med dvema realnima Steviloma kot absolutno

vrednost njune razlike. Razdalja med $teviloma u in v je torej |u — v.
Asolutna vrednost realnega stevila je tako ravno njegova razdalja do
Stevila 0.
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Za poljubno realno stevilo a in poljubno strogo pozitivno realno
stevilo € oznac¢imo z O(a,€) mnozico vseh realnih stevil, ki so od a
oddaljena za manj kot €. S formulo:

O(a,€) ={z: |x —a| < €}.

Mnozici O(a, €) pravimo e-okolica stevila a. Vsaka e-okolica je odprti
interval, velja namre¢ O(a,€) = (a — €, a + €). Velja tudi obratno: vsak
odprt interval je e-okolica svojega sredisca, kjer je € polovica razdalje
med krajiscema intervala.

1.3. Decimalni zapis

Najprej si oglejmo, kako strogo pozitivhemu realnemu Stevilu c
priredimo njegov decimalni zapis. Naj bo k£ najmanjse celo Stevilo,
ki zadosca ¢ < 10*. (Stevilo k obstaja zaradi Dedekindove lastnosti.)
Polodprti interval

I, = [0, 10")
razdelimo na deset enakih delov: [0, 10571, ... [9-10¥~1 10*). Natanko
eden od teh desetih delov vsebuje ¢, recimo

Loy = [y - 10F7Y (ng_y + 1) - 10571,

Prva stevka v decimalnem zapisu je potem ny_;. (Zakaj je ny_q # 07)
Polodprti interval I,_; spet razdelimo na deset enakih delov. Natanko
eden od njih vsebuje ¢, recimo

Ti—o = [ng—1 - 10F + ng_p - 10F72 my_y - 10571 + (ngo + 1) - 10572).

Druga stevka v decimalnem zapisu je potem ny,_,. Ce s tem postopkom
nadaljujemo, potem za vsako celo stevilo j, ki je manjse od k, dobimo
tak n; € {0,1,...,9}, da interval

k—1 k—1
Li=1) ni-10,107 + ) " n; - 10°)
i=j i=j

vsebuje ¢. Ce je k > 0, potem je decimalni zapis stevila ¢
Ng_1Mg_2...N1NY-N_1M_2N_3. ..
¢e pa je k < 0, potem je decimalni zapis Stevila ¢
0.00...0np_1nk_2Nk_3...

kjer je med decimalno piko in ny_; ravno |k| nicel.

Stevilu 0 pripada decimalni zapis 0.000. ... Ce je ¢ strogo negativno
realno Stevilo, potem njegov decimalni zapis dobimo tako, da vzamemo
decimalni zapis realnega stevila —c in mu dodamo predznak —.
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Sedaj si oglejmo Se obratni postopek, namre¢, kako decimalnemu
zapisu priredimo realno stevilo. Za realno stevilo, ki ustreza decimal-
nemu zapisu

Ne—1MNk—2...M1No.N_1N_92MN_3 ...

vzamemo kar supremum mnozice
k—1
D ni-10: jez,j<k}
i=j

To deluje tudi za decimalni zapis oblike 0.00...0nk_1ng_onk_3.. ..
Decimalna zapisa

1.000... in 0.999...

sta razlicna, vendar jima pripada isto realno stevilo, namre¢ 1. V
splosnem so za poljubno realno stevilo ¢ ekvivalentne naslednje trditve:

(1) ¢ ustreza dvema razlicnima decimalnima zapisoma,

(2) c ustreza decimalnemu zapisu, ki se konca s samimi ni¢lami,

(3) c ustreza decimalnemu zapisu, ki se konca s samimi devetkami,

(4) ¢ se da zapisati kot ulomek, katerega imenovalec je potenca
stevila 10.

Ce se decimalni zapis kon¢a s samimi niclami, teh nicel obi¢ajno ne
piSemo in pravimo, da gre za konc€en decimalni zapis.

3
4

1.4. Periodi¢ni decimalni zapisi

Vsako racionalno stevilo ima periodi¢en decimalni zapis. Na primer,
racionalno Stevilo % ima decimalni zapis

4.428571428571428571428571428571428571428571428571428571 . .. .

Opazimo, da se decimalni zapis zacne s 4, nato pa se skupina Stevk
428571 ponavlja v neskoncnost. Pravimo, da je 4 neperiodi¢ni del,
428571 pa periodicni del decimalnega zapisa in piSemo
31
= =

Dokazimo, da je tako tudi pri drugih racionalnih stevilih.

4.428571.

Dokaz: Vzemimo racionalno stevilo 7* in dolo¢imo njegov decimalni za-
pis. Izrek o deljenju z ostankom pravi, da obstajata tako celo stevilo kg in
tako naravno $tevilo g € {0,1,...,n — 1}, da velja

m = ko’fl-i-?”o.
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Sedaj lahko izberemo take ki, ka,... € {0,1,...,9} in take 7i,79,... €
{0,1,...,n — 1}, da velja

107“() = kln + 1,
107“1 = kgn + 79,
107"2 = kgn + 73,

Potem je decimalni zapis Stevila 7 enak 7+ = K.k1ks ..., kjer je K decimalni
zapis Stevila kg. Sedaj se prepricajmo, da se Stevila r1,79,... od nekod
naprej zacnejo ponavljati. Obravnavajmo najprej primer, ko je r; = 0 za
nek i. Potem je tudi k; = 0 in r; = 0 za vsak j > i, torej ima 7+ koncen
decimalni zapis. V tem primeru je periodi¢ni del decimalnega zapisa enak
0. Obravnavajmo Se primer, ko je r; # 0 za vsak ¢ = 1,2,.... Ker Stevila
r1,...,Tn lahko zavzamejo le n — 1 razliénih vrednosti, ne morejo biti vsa
razlicna, saj jih je skupaj ve¢ kot n — 1. Torej obstajata taka s,t med 1 in
n,dajes #tinryg =71 Iz 10rs = kspin + 1541 in 10r, = kypin + 14
potem sledi ksy1 = kyy1 in 7541 = 741. Sedaj iz 10rg11 = ksypon + rgqo in
10re41 = kegon—+repo sledi kg0 = kg2 in 1549 = ry42. Z nadaljevanjem tega
postopka dobimo, da je ksy; = kiyi in rsp; = 1y za vsak ¢ = 0,1,2,. ...
Torej je dolzina periodi¢nega dela v decimalnem zapisu “* najve¢ s — t,
neperiodi¢ni del pa ima lahko najve¢ s — 1 decimalk. Velja s —t <n —1in
s —1 < n—2. Seveda je neperiodi¢ni del lahko poljubne (a vedno koncne)
dolzine, saj ni nobene omejitve na dolzino K (to je decimalnega zapisa od
ko). O

Pokazimo Se, da je vsako realno stevilo, ki ima periodicen decimalni
zapis, racionalno. Recimo, da ima realno stevilo x decimalni zapis,
katerega periodi¢ni del ima dolzino [. Tudi realno &tevilo 10’z ima
periodicen decimalni zapis, in ta decimalni zapis se od nekod naprej
ujema z decimalnim zapisom Stevila x. Ko ju odstejemo, dobimo, da
je decimalni zapis $tevila 10'z — 2 konéen. Vemo, da konéen decimalni
zapis ustreza racionalnemu Stevilu oblike {5z. Torej je x =

Podkrepimo to s primerom. Recimo, da je
x=0.3171717... .
Perioda je dolZine 2, zato pomnozimo obe strani z 10? = 100, dobimo
100z = 31.71717 ... .

Sedaj obe enakosti odstejemo in dobimo

314
99z — 31.4 = =
o 10

___m_
10%(10—1)

Torej je
314 314 157

YT 10-99 990 495
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1.5. Zaporedja realnih stevil

Zaporedje je predpis, ki vsakemu naravnemu stevilu n priredi neko
realno §tevilo a,,. Stevilu a,, pravimo n-ti élen zaporedja a.

Zaporedja podajamo na dva nacina: eksplicitno ali rekurzivno.
Prvi nacin je, da n-ti ¢len izrazimo z n.

Primer. Primeri eksplicitno podanih zaporedij so:

¢, = decimalni zapis Stevila V2 odrezan za n—to decimalko.

Oglejmo si nekaj zacetnih ¢lenov teh zaporedij:
1 1 1

a/1:_17 a2:—7 a3:—— a4:—,...

2 3’ 4
by =2, bo=2,03=2, by=2, b5 =2, ...
C1 = 14, Cy = ]_41, C3 = 1414, Cqy = 14142, PN
Drugi nacin, kako podamo zaporedje, je, da podamo nekaj zacetnih
¢lenov in pa formulo, ki pove, kako se n-ti clen izraza s prejsnjimi ¢leni.

Na ta nacin lahko dobimo vse ¢lene zaporedja, ne moremo pa vedno
dolociti formule za n-ti ¢len.

Primer. Primeri rekurzivno podanih zaporedij so:
a, =2, a, = ap_1 + 3,
by =4, b, =0b,-1/2,

co=1, co=1,¢, =cp_1 + Cpo.

Tudi tu si oglejmo nekaj zac¢etnih ¢lenov:
a1 =2, a3=a1+3=5, a3=a,+3=8, ay=a3+3 =11, ...
by =4, bo=0b,/2=2, bg=by/2 =1, by=0b3/2=1/2,...

cir=1,c=1 c3=c+c1 =2, csa=c3+ca=3, cs=c4+c3=29,...

Zaporedje geometrijsko ponazorimo na dva nac¢ina: z grafom ali s
sliko. Graf zaporedja a, je mnozica tock (n,a,) v ravnini R?, kjer
jen =1,2,.... (Na os x nanasamo naravna Stevila n = 1,2,..., na
os y pa ustrezne vrednosti a,.) Slika zaporedja a, je mnozica tock
{a,: n=1,2,...} narealni osi R.

Primer. Narisimo graf in sliko zaporedja a,, = (_i)n:
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1.6. Limite zaporedij

Pravimo, da je stevilo L limita zaporedja a,, e vsaka e-okolica
Stevila L vsebuje skoraj vse ¢lene zaporedja a,. To pomeni, da je
zunaj vsake e-okolice le konc¢no ¢lenov zaporedja. Povejmo sedaj to
definicijo bolj na dolgo. Stevilo L je limita zaporedja a,, ¢e za vsako
strogo pozitivno realno stevilo € obstaja tako naravno stevilo n., da za
vsako naravno Stevilo n, ki je vecje ali enako n., velja, da sta a, in L
oddaljena za manj kot €. Z matemati¢nimi simboli to zapiSemo takole:

Jirgoan:L<:>V6>OElnE€NVnEN:n2n6:>|an—L|<e.
Ce je zaporedje a, podano z grafom, potem si limito L predstavljamo
kot vodoravno premico y = L, h kateri se graf priblizuje, ko se gibljemo
proti desni. Ce je zaporedje a, podano s sliko, potem si limito L pred-
stavljamo kot edino tocko na realni osi, okrog katere se slika zaporedja
gosti, ko n narasca.

Najpreprostejsi nac¢in dolocanja limite je, da iz grafa ali slike za-
poredja uganemo, katero stevilo naj bi bilo limita, in nato dokazemo,
da to stevilo res ustreza definiciji limite zaporedja.

Primer. Dokazimo, da je Stevilo L = 0 limita zaporedja a, = %

Vzemimo poljubno stevilo € > 0. Poiskati moramo tak n., da za vsak
n, ki je vecji ali enak n., velja |a, — L| < e. Ker je |a, — L] = %,
moramo ugotoviti, od katerega n. naprej bo za vse n veljalo % < €.
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Ce to neenakost obrnemo, dobimo n > % Torej lahko za n. vzamemo
najmanjse naravno Stevilo, ki je strogo vecje od %

Primer. Dokazimo, da je Stevilo ¢ limita konstantnega zaporedja a,, =
c. Za vsak € > 0 vzemimo kar n. = 1. Ocitno za vsak n, ki je vecji ali
enak n, velja |a, —c|=|c—c| =0 <e.

Seveda se lahko zgodi, da zaporedje sploh nima limite.

Primer. Vzemimo, recimo, zaporedje a,, = (—1)". Potem za poljubno
realno Stevilo L velja, da je izven intervala (L — 1, L + 1) neskonéno
¢lenov zaporedja a,,.

Trditev. Vsako zaporedje ima kvec¢jemu eno limito. ‘

Dokaz: Recimo, da bi neko zaporedje a,, imelo dve razli¢ni limiti L in
Ly. Vzemimo € = sz‘ Po definiciji limite bi obstajali taki naravni stevili
ke in l., da biveljalo a,, € (L1—e¢, L1+€) zavsak n > ke in a,, € (La—¢, La+e)
za vsak n > l.. Naj bo n. = max{k.,[.}. Potem bi za vsak n > n. veljalo,
da ay, lezi v preseku intervalov (L1 — e, L1 4+ ¢€) in (L2 — €, Ly + €), kar pa ni
mozno, saj smo € izbrali tako, da je ta presek prazen. U

Pravimo, da je limita zaporedja a,, enaka +o00, ¢e vsak desni poltrak
vsebuje skoraj vse ¢lene zaporedja. Z drugimi besedami: za vsako real-
no stevilo M mora obstajati tako naravno stevilo n,, da za vsako na-
ravno Stevilo n, ki je vecje ali enako ny,, velja a,, > M. Z matemati¢nimi
simboli to zapisemo takole:

lim a, =400 <= VM € Rdny; e NVn e N: n>ny = a, > M.
Podobno recemo, da je limita zaporedja a, enaka —oo, ¢e vsak levi
poltrak vsebuje skoraj vse ¢lene zaporedja. Velja

lim a, = —oc0<=VM eR dny e NVneN: n>ny = a, <M.
n—oo
Ker —oo in +o00 nista realni stevili, ju seveda ne smatramo za
pravi limiti. Da to razliko poudarimo, pravimo, da so zaporedja, ki
imajo konc¢no limito, konvergentna, vsa ostala zaporedja pa so di-
vergentna.

Primer. Dokazimo, da je lim n? = +oco0. Za vsak M moramo najti

n—o0

tak nys, da iz n > nys sledi n?2 > M. O¢citno lahko vzamemo kar

—
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1.7. Operacije in neenakosti z limitami

Drugi nacin dolo¢anja limite je, da nalogo s pomoc¢jo naslednjih
formul prevedemo na iskanje ve¢ preprostejsih limit.

Trditev. Ce velja lim a, = K in lim a, = L, potem
lim (a, +b,) = K+ L, lim (a, -b,) = K- L,
lim (@, — b,) = K — L, lim (a,/b,) = K/L.

Pri zadnji formuli moramo paziti, da ne delimo z nic.

Dokaz: Dokazali bomo samo prvo formulo, ker je dokaz preostalih treh

podoben. Recimo, da je

lim a, = K in lim b, = L.

n—oo n—oo
Vzemimo poljuben € > 0. Po definiciji limite obstaja tako naravno stevilo
kej2, da velja |a, — K| < €/2 za vsak n > k5. Podobno, obstaja tako
naravno Stevilo .5, da velja [b, — L| < €/2 za vsak n > l.5. Naj bo
ne = max{ke/a,l/2}. Potem za vsak n > ne velja tako |a, — K| < €/2 kot
|b, — L| < €/2. Zaradi trikotniske neenakosti za vsak n velja

|(an +by) — (K + L)| < |ap, — K| + |by, — L.

Torej za vsak n > n. velja |(an + by) — (K + L)| < €/2 + €/2 = ¢, kar smo
zeleli dokazati. g

Primer. Velja

om?in_7  241_1  lm(2+45 %)

n n2 __ M—00

hm—: 11m = =
n—oo3n? —2n+4 n-we3—214 4 lim(3-2144)

fm 2l - limce 940-0 2
~ lim3— lim 2+ lim %5 3-0+0 3

Pri predzadnjem enacaju smo upostevali formuli
. ) .1
Iim L=L in lim — =0
n—00 n—oo 1,

ter pravilo, da je limita produkta produkt limit.

Omenimo tudi zvezo med limitami in neenakostmi:
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Trditev. Predpostavimo, da je lim a,, = K in lim b,, = L.
n—oo n—00

Ce velja K > L, potem obstaja tak no, da je a, > b, za
vsak n > ng. Ce je a,, > b, za neskon¢no razlicnih n,
potem je K > L.

Dokaz: Po predpostavki obstajata limiti

K= lma, in L= limb,
n—oo n—oo
in zanju velja K > L. Za ¢ = 5L > 0 imata okolici O(K,€) ter O(L,e)
prazen presek. Ker prva okolica vsebuje skoraj vse ¢lene zaporedja a,,, druga
pa skoraj vse Clene zaporedja by, je a, > b, za skoraj vsak n. Druga trditev
je samo drugace povedana prva trditev. ([

Primer. Recimo, da za vse razen konéno mnogo ¢lenov zaporedja a,
velja m < a, < M. Ce je zaporedje a, konvergentno, potem je tudi
njegova limita med Steviloma m in M, tj. m < lim a, < M.

n—oo
Tretji nacin doloc¢anja limite zaporedja je, da nase zaporedje a,
vkles¢imo med dve zaporedji, ki imata isto limito L. Potem ima tudi
zaporedje a,, limito L. Temu pravimo metoda sendvica. Pravimo, da
je zaporedje a,, vkles¢eno med zaporedji b,, in ¢,, ¢e velja b, < a, < ¢,
za vsak n. Natancneje:

Trditev. Naj za zaporedji b, in ¢, velja, da imata isto
limito L. Ce je b,, < a,, < ¢, pri vseh n od nekod naprej,
potem ima tudi zaporedje a,, limito L.

Dokaz: Recimo, da za vsak n > m velja b, < a, < ¢, in da je lim b, =
n—oo

L, lim ¢, = L. Trdimo, da je tudi lim a,, = L. Vzemimo poljuben ¢ > 0.
n—oo n

—00
Po definiciji limite obstaja tak k., da velja b, € (L —¢, L+e€) za vsak n > k..
Prav tako obstaja tak [, da velja ¢, € (L — €, L + €) za vsak n > l.. Naj bo
ne = max{m, k., lc}. Potem sta za vsak n > n,, tako b, kot ¢, v (L—e, L+¢)
ter a, lezi med njima. Zato je tudi a, v (L — €, L + €) pri vseh n > n., kar
smo zeleli pokazati. O

Oglejmo si delovanje te metode na dveh primerih.
Primer. Pois¢imo limito zaporedja

(-

n

n
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O¢itno je —1 < a, <1 za vsak n. Ker je lim (— l) = lim 1 =0, je
n n n—00 n n—oo "
tudi
lim a, = 0.
n—oo

Primer. Dolo¢imo limito zaporedja
2n
ap, = —.
n!

Ocitno je a, > 0 za vsak n. S popolno indukcijo dokazemo, da je

an, < % za vsak n > 6. Ker je lim 0 = lim % =0, je tudi
n—oo n—oo

lim a, = 0.

n—oo

1.8. Omejena in monotona zaporedja

Zaporedje a, je narasScajoce, ce je a, < a,y1 za vsak n. Podobno
definiramo padajoce zaporedje. Zaporedje je monotono, ce je bodisi
narascajoce bodisi padajoce. Pravimo, da je zaporedje a, navzgor
omejeno, ¢e je mnozica {a,: n € N} navzgor omejena. Podobno
definiramo navzdol omejeno zaporedje. Zaporedje je omejeno, ce je

navzgor in navzdol omejeno.

Primer. Zaporedje a, = % je padajoce, ker a, — a,11 = % — n+r1 =
m > () za vsak n. Pri vseh naravnih stevilih velja 0 < a,, < 1, zato
je zaporedje tudi omejeno.

Pri racunanju limit je zelo koristen naslednji izrek.

Izrek. Vsako monotono zaporedje ima (kon¢no ali
neskonéno) limito. Ce je zaporedje a,, narasc¢ajoce, velja

,}EEOG’" = sup{a,: n € N},
ce pa je padajoce, potem je

Ji_{lgoan = inf{a,: n € N}.
Prva limita je kon¢na, ¢e je zaporedje a,, navzgor omejeno,
druga pa, ¢e je navzdol omejeno.

Dokaz: Naj bo a, naras¢ajoce zaporedje. Obravnavajmo najprej primer,
ko je zaporedje a,, navzgor omejeno. Tedaj je L := sup{a,: n € N} realno
Stevilo. Vzemimo poljuben € > 0. Ker je L najmanjsa gornja meja zaporedja
an, Stevilo L — € ni gornja meja zaporedja a,. Zato obstaja tak ne, da velja
an, > L — €. Odtod sledi, da je a, > L — € za vsak n > n,, saj je zaporedje
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a, narasc¢ajoce. Ker je L gornja meja zaporedja a,, je a, < L za vsak
n. Torej je an, € (L —¢€,L + €) za vsak n > n,, kar smo zeleli pokazati.
Obravnavajmo Se primer, ko zaporedje a, ni navzgor omejeno. Tedaj je
sup{a,: n € N} = +00. Dokazimo, da je tudi lim, . a, = +00. Vzemimo
poljubno stevilo M. Ker zaporedje a,, ni navzgor omejeno, obstaja tak nz,
da velja ay,,, > M. Kot zgoraj, odtod sledi, da je a,, > M za vsak n > nyy.
Za padajoca zaporedja je dokaz podoben. ([

Primer. Ker je zaporedje a, = % padajoce in navzdol omejeno, je
konvergentno. Njegova limita je enaka L = inf{%: n € N}. Ker je 0
spodnja meja mnozice {% n € N}, je L > 0. Poleg tega noben € > 0
ni spodnja meja mnozice {:: n € N}, saj za vsak n > L velja L+ < e.
Torej je L = 0.

Primer. Naj bo ¢ realno stevilo z intervala (0, 1). Potem je
an = ¢

padajoce zaporedje in je navzdol omejeno z 0. Po gornjem izreku ima
zaporedje limito L = inf{¢": n = 1,2,...} > 0. Ce bi bilo stevilo L
pozitivno, bi veljalo % > L. To bi seveda pomenilo, da % ni spodnja
meja zaporedja in da torej obstaja taksno naravno stevilo k, da velja
ap < %. Toda od tod bi sledilo, da je axy1 = qar < L, kar je v nasprotju
s tem, da je L spodnja meja zaporedja a,. To protislovje pove, da ne
more biti L > 0, zato je pa¢ L = 0.

Primer. Zaporedje a,, je podano rekurzivno z

1 3
a; =3, Gpy1 = 5(% + a_)

Pokazimo najprej, da je a, > v/3 za vsak n. Pomagamo si s popolno
indukcijo. O¢itno je a; > V3. Privzemimo sedaj, da je a, > V3 za
nek n. Potem je tudi a,; > \/5, saj je apt1 — V3= %(an—f- %) —V3 =

i(afl+3—2\/§an) = i(an—\/g)Q, kar je vecje ali enako ni¢. Pokazimo
1 3

sedaj, da je a, > a,11 za vsak n. Velja a, — ap11 = a, — §(an + a—)

= i(a, — %) = ﬁ(an — V3)(a, +V3), kar je (zaradi a, > V/3)

Qn
vecje ali enako ni¢. Prepricali smo se, da je zaporedje a,, padajoce in
navzdol omejeno, torej ima neko limito, recimo L. Preostane nam Se,

da ugotovimo, koliko je L. Iz formule a,,.1 = %(an + %) sledi, da je

) o1 3
M an gy = T 5 (an + =),
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Ker je graf zaporedja b, = a,,.1 samo v levo zamaknjen graf zaporedja
a,, imata ti zaporedji isto limito. Torej je leva stran v gornji enacbi
enaka L. S pomocjo formul za rac¢unanje z limitami dobimo, da je
desna stran v gornji enachi enaka %(L + %) Iz enacbe

1 3
L=—-(L+—
S+ )
izracunamo, da je L = v/3 ali L = —/3. Druga resitev ni najvecja
spodnja meja, saj je strogo manjsa od spodnje meje /3. Torej je
lim a,, = V3.
Pri dokazovanju, da zaporedje ni konvergentno, je zelo koristen
naslednji izrek.

Izrek. Ce zaporedje ni navzgor ali navzdol omejeno, potem
ni konvergentno.

Dokaz: Vzemimo namreé¢ neko zaporedje a, z limito L. Ce vzamemo
€ = 1, potem po definiciji limite obstaja tak ng, da za vsak n > ng velja
an € (L —1,L+1). Definirajmo sedaj

m =min{L — 1,a1,a2,...,an,-1}, M =max{L+1,a1,a2,...,an,—1}

Potem za vsak n velja m < a, < M. (Preveri posebej za n > ng in n < ng.)
Torej je slika zaporedja a, navzgor in navzdol omejena. ([l

Primer. Zaporedje a, = n ni konvergentno, saj ni navzgor omejeno.
Zaporedje a,, = —n ni konvergentno, saj ni navzdol omejeno. Zaporedje
a, = (—1)"n ni konvergentno, saj ni niti navzgor niti navzdol omejeno.

1.9. Podzaporedja

Zaporedje b,, je podzaporedje zaporedja a,, ¢e obstaja tako strogo
narascajoce zaporedje naravnih stevil ¢,,, da velja b, = ay, .

Primer. Oglejmo si nekaj podzaporedij zaporedja a, = % Ce vza-
memo ¢, = n + 1, dobimo podzaporedje a,; = n+r1 Za ¢, = 2n
dobimo podzapredje as, = %, za ¢, = n? pa podzaporedje a,2 = #
Bralec naj preveri, da je v vseh treh primerih zaporedje ¢, res strogo
narascajoce.

Izrek. Vsako podzaporedje zaporedja z limito L ima limito

L.
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Dokaz: Denimo namre¢, da je a, zaporedje z limito L in ¢, strogo
narascajoce zaporedje naravnih Stevil. Radi bi pokazali, da je L tudi limita
zaporedja b, = ag,. Vzemimo poljuben € > 0. Po definiciji limite obstaja
tak n., da za vsak n > n¢ velja |a, — L| < €. S popolno indukcijo pokazemo,
da je ¢, > n za vsak n. Torej, ¢e je n > n., potem je tudi ¢, > n. in zato
lag, — L| < €. S tem smo pokazali, da je res HILHOlO ag, = L. V primeru, ko je

L = £00, je dokaz podoben. U

Primer. Zaporedje a, = % ima limito 0. Zato ima tudi njegovo
podzaporedje b, = a2, = n++1 limito 0.

Z gornjim izrekom si lahko pomagamo pri dokazovanju, da nekatera
zaporedja nimajo limite.
Primer. Zaporedje a,, = (—1)" nima nobene limite, saj imata njegovi
podzaporedji b, = as,_1 = —1 in ¢,, = ag, = 1 razlicni limiti.

V nadaljevanju nam bo koristila tudi tale lastnost omejenih za-
poredij.

Izrek. Vsako omejeno zaporedje ima konvergentno podza-
poredje.

Dokaz: Naj bo a, zaporedje, ki je navzdol omejeno z m1, navzgor pa
z M. Potem vsaj eden od podintervalov [my, 0] [mE M A7) vse-
buje neskonéno mnogo ¢lenov zaporedja a,. Izberimo en tak podinterval
in ga ozna¢imo z [mg, Ms]. Spet vsaj eden od podintervalov [ma, %MQ],
[%M?, M5] vsebuje neskonéno ¢lenov zaporedja a,. Izberimo en tak podin-
terval in ga oznacimo z [ms, M3]. Podobno konstruiramo intervale [my, My],

[ms, Ms] in tako dalje. Velja

(1) [ml,Ml] D) [mQ,Mg] > [mg,Mg] D) [m4,M4] > [m5,M5] Dy

(2) vsak od intervalov [m;, M;] vsebuje neskonéno ¢lenov zaporedja ay;
(3) presek vseh intervalov [m;, M;] je enoelementna mnozica, recimo

{L}.

Zaporedje ¢,, definiramo rekurzivno. Najprej postavimo ¢; = 1, potem za
vsak ¢ > 1 vzamemo za ¢; najmanjSe tako naravno Stevilo, da ¢; > ¢;—1
in ag, € [m4, Mj). Stevilo ¢; obstaja zato, ker [m;, M;] vsebuje neskonéno
¢lenov zaporedja a,. Trdimo, da je

lim a% = L.

n—oo
Vzemimo poljuben € > 0. Izberimo tak ng, da
My —my

om0 < €.
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Ker L € [mng, My, in ker je My, — mp, = 211 velja
[Mng, Mpo] C (L — €, L +¢).
Torej za vsak n > ng velja
ag, € [Mn, My] C [Mpy, Mpy) € (L —€,L+¢),

kar smo zeleli pokazati. O

1.10. Neskonéne vsote

Zaporedju a,, lahko priredimo novo zaporedje

81 = ay,

Sg = a1 + ag,

S3 = a1 + as + as,
84:CL1+G2+G3+(I4,

ki mu pravimo zaporedje delnih vsot zaporedja a,,. Limito zaporedja

S, 0znacimo z
oo

>

n=1
in ji pravimo vsota zaporedja a,. Kadar je zaporedje s,, konvergentno,
je vsota Y > a, realno stevilo. Tedaj pravimo, da je vsota konver-
gentna. Ce pa je zaporedje s, divergentno, potem vsota Yo
obstaja. V tem primeru pravimo, da je vsota divergentna.

a, ne

Primer. Vzemimo poljubno realno stevilo ¢ in izracunajmo zaporedje
delnih vsot zaporedja a,, = ¢"~*. Ce je ¢ # 1, potem velja

n_1
sn:1+q+...+q”_1:q ,
qg—1
Ce pa je ¢ = 1, potem je
Sp =M.
Kadar je ¢ € (—1,1), velja lim ¢" = 0, zato je
. 1
Zq“_l = lim s, = ——.
n=1 e 1 —4q

Krajsi premislek pokaze, da Y - ¢" ! divergira, kadar ¢ ¢ (—1,1).

Primer. Izracunajmo zaporedje delnih vsot zaporedja a, = m
Najprej opazimo, da je a, = % — n+r1, odkoder sledi
1 1 1 1 1 1
n=(1—= ——=)4+...+(—- =1- )
==+ G5+ () n+1
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Torej je
— = lm s, = 1.

Kadar za vsak n velja a, > 0, je zaporedje s, delnih vsot za-
poredja a, narascajoce. Za tako zaporedje je vsota Y~ a, konver-
gentno natanko tedaj, ko je zaporedje s, navzgor omejeno.

Primerjalni kriterij. Naj bosta a,, in b,, taki nenegativni
zaporedji, da za vsak n od nekod naprej velja a,, < b,. Ce
je vsota ) ~° . a, konvergentna, potem je konvergentna tudi
vsota > > by,.

Dokaz: Naj bo s, zaporedje delnih vsot zaporedja a, in t, zaporedje
delnih vsot zaporedja b,,. Po predpostavki obstaja tako naravno stevilo ng,
da je a, < b, za vsak n > ng. Odtod sledi, da za vsak n > ng velja
Sp — 8Spy <ty —tng. Ce obstaja limita zaporedja t,, potem je zaporedje t,
navzgor omejeno. Iz ocene s, — sp, < t, — ty, za vse n > ng sledi, da je
tudi zaporedje s, navzgor omejeno. Toda zaporedje s, je narascajoce, zato
iz omejenosti navzgor sledi, da ima limito. O

Primer. Dokazimo, da je vsota

o)

1
n?
n=1
konvergentna. Zlahka se prepricamo, da je # < n(n2+1) za vsak n.
V prejsnjem primeru smo pokazali, da je > 7, ﬁ = 1, zato je
Yo n(n2+1) = 2. Sedaj lahko uporabimo primerjalni kriterij z a,, = =
inb, =—2—.
n(n+1)

Bolj kot primerjalni, je uporaben kvocientni kriterij.

Kvocientni kriterij. Recimo, da je a,, tako zaporedje, da
je a, > 0 za vsak n in da obstaja limita lim 2! = L.

e Ce je L < 1, je vsota > o2 | a, konvergentna.
e Ce je L > 1, je vsota Yoo | a, divergentna.

Dokaz: Naj bo € = B=Ll - Ge L # 1, potem je € > 0, zato po definiciji
limite obstaja tak n., da velja L—-—e< a"“ < L+ € za vsak n > n.. Ce
namesto n vstavimo ne,ne+1,...,n—1, in dOb]JeIllh n— N OCen zmnozimo,



32 1. ZAPOREDJA REALNIH STEVIL

dobimo, da je (L —€)"" < 2= < (L +¢€)" " za vsak n > n.. Ceje L <1,
potem je tudi L + € < 1, zato je vsota
_ _ _ L 1—ne
S (L o) = (Lo ) T (L e =

konvergentna. Po primerjalnem kriteriju sklepamo, da je tudi vsota ) -, 57”

konvergentna. Ce to vsoto pomnozimo z Gn, , dobimo, kar smo zZeleli dokazati.
Ce je L > 1, potem je tudi L — ¢ > 1, zato je vsota

YL e = (L—e)i e 3 (L —e)" !

n=1
divergentna. Iz primerjalnega kriterija sledi, da je tudi vsota Y -7, ;:
divergentna. 0

Pozorni bralec bo opazil da primerjalni kriterij ne pove nic o primeru
L = 1. Za to obstaja dober razlog. Ce vzamemo a, = #, potem je

L =1 1in vsota )~ a, je konvergentna. Ce pa vzamemo a, = %,
potem je prav tako L = 1, vendar se izkaze, da je vsota Y~ a,
divergentna.

Za konec brez dokaza omenimo tale pomemben izrek.

Izrek. Ce je vsota > °° |a,| konvergentna, potem je kon-
. o0
vergentna tudi vsota ) - an,.

Ta izrek uporabljamo v kombinaciji s kvocientnim kriterijem za
dokazovanje konvergence vsot zaporedij, ki imajo tudi negativne clene.

Obrat tega izreka ne velja, saj se izkaze, da je vsota >~ (j)n kon-

vergentna, vsota Zf:1|%| pa ne.

1.11. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija realnih stevil)
(a) Nastej lastnosti seStevanja in mnozenja realnih stevil!
(b) Nastej lastnosti relacije urejenosti realnih stevil!
(c¢) Kaj pravi Dedekindova lastnost?
(2) (Omejene mnozice) Naj bo A podmnozica v R.
(a) Kaj je gornja meja mnozice A7
(b) Kaj je supremum mnozice A7
(c¢) Kaj je maksimum mnozice A7
(d) Na primeru razlozi, v ¢em je razlika med maksimumom
in supremumom!
(3) (Povezane mnozice)
(a) Definiraj razlicne vrste intervalov in poltrakov ter jih gra-
ficno pojasni.
(b) Definiraj povezane mnozice.
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(c) Povej primer mnozice, ki ni povezana.
(4) (Absolutna vrednost)
(a) Definiraj absolutno vrednost in nastej nekaj njenih last-
nosti!
(b) Kako je definirana e-okolica tocke a? Izrazi jo z odprtim
intervalom!
(c¢) Kako definiramo odprti interval (a,b) in zaprti interval
[a, b] s pomocjo absolutne vrednosti?
(d) Resi neenacbo : |5 — 2| < 1.
(5) (Decimalni zapis)
(a) Grafiéno pojasni, kako realnemu $tevilu priredimo njegov
decimalni zapis.
(b) Kaksnim stevilom ustrezajo kon¢ni decimalni zapisi?
(c) Kaksnim Stevilom ustrezajo periodi¢ni decimalni zapisi?
(d) Na primeru pojasni, kako iz periodi¢nega decimalnega za-
pisa dobimo pripadajoce stevilo.
(6) (Limita zaporedja)
(a) Kaj je zaporedje realnih stevil? Kako ga narisemo?
(b) Kaj je limita zaporedja? Kaj je njen geometrijski pomen?
(c) Povej primer zaporedja, ki ima limito in primer zaporedja,
ki nima limite!
(7) (Limite in neenakosti)
(a) Pokazi, da iz a,, < b, za vsak n sledi lim a, < lim b,!

n—oo n—oo

(b) S primerom pokazi, da iz a,, < b, za vsak n ne sledi nujno
lim a, < lim b,!

n—oo n—oo

(c) Kaj pravi metoda sendvica?
(d) Uporabi metodo sendvica na primeru!
(8) (Monotona zaporedja)
(a) Povej definicijo narascajocega in definicijo navzgor ome-
jenega zaporedjal
(b) Kaj vemo o limitah navzgor omejenih narascajocih za-
poredij?
(c¢) Kaj vemo o limitah navzgor neomejenih narascajocih za-
poredij?
(9) (Rekurzivna zaporedja)
(a) Narisi graf zaporedja ag = 2, @y = %G + i!
(b) S popolno indukcijo dokazi, da je gornje zaporedje navzdol
omejeno z V2!
(¢) S pomocjo tocke (2) dokazi, da je gornje zaporedje padajoce!
(d) Dokazi, da je lim a, = /2!

n—oo
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(10) (Neomejena zaporedja)
(a) Kako je definirano neomejeno zaporedje?
(b) Pokazi, da neomejeno zaporedje ne more imeti koncne li-
mite!
(c¢) Kdaj pravimo, da je limita zaporedja enaka +o00 ali —oo?
(d) Podaj primer zaporedja, katerega limita je +oc.
(11) (Podzaporedje)
(a) Kaj je podzaporedje danega zaporedja? Povej tudi primer!
(b) Podaj primer omejenega zaporedja, ki nima limite, in
poisci kako njegovo podzaporedje, ki pa ima limito!
(c) Ali se lahko zgodi, da zaporedje ima limito, podzaporedje
pa ne?
(12) (Vsota zaporedja)
(a) Kaj je zaporedje delnih vsot danega zaporedja?
(b) Kaj je vsota danega zaporedja?
(c) Navedi primer zaporedja s konvergentno vsoto!
(d) Navedi primer zaporedja z divergentno vsoto!
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Funkcije iz R v R

2.1. Osnovni pojmi

Funkcijo iz R v R opisemo z dvema podatkoma:

e podmnozico D C R - definicijskim obmoc¢jem funkcije -
in

e predpisom, ki vsakemu Stevilu iz D priredi natanko doloceno
stevilo iz R.

Funkcije obi¢ajno poimenujemo z malimi tiskanimi ¢rkami, najpo-
gosteje f, g, h. Definicijsko obmoc¢je funkcije f ozna¢imo z D(f), pred-
pis pa z x — f(z).

Primer. Funkcijo z definicijskim obmocjem [—1,1] in predpisom x +—
1 — z oznac¢imo z
r— 11—z xecl[-11].
Ce bi radi povedali, da je tej funkciji ime f, potem pisemo
frxe—1—2z, xel|-11],

ali

frx—1—z, D(f)=[-1,1].

Primer. Funkcije
from a2 2¢€(—00,0],

g:r— 2%, x€[0,00),

h:x— 2% x€R,

imajo isti predpis vendar razlicna definicijska obmocja, zato so f, ¢ in
h tri razlicne funkcije.

Primer. Zaporedja so ravno funkcije z definicijskim obmocjem N.

Za vsak predpis obstaja maksimalno definicijsko obmocje, na
katerem je predpis smiselno definiran. Vsa mozna definicijska obmocja
za dani predpis so vsebovana v maksimalnem definicijskem obmocju.

35
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Primer. Maksimalno definicijsko obmo¢je predpisa z — 22 je mnoZica
R. Maksimalno definicijsko obmocje predpisa = +— 1/z je mnozica

RA {0}
Pravimo, da je funkcija f definirana na mnozici F, ¢e velja E C

D(f).

Primer. Funkcija f je definirana na okolici tocke a, ¢e obstaja tak
e > 0, da velja O(a, €) C D(f).

Ce je funkcija f definirana na mnozici F, potem lahko definiramo
novo funkcijo f|g, ki ji pravimo skréitev funkcije f na E. Njeno
definicijsko obmocje je E, predpis pa je isti kot pri funkciji f, se pravi
fle(z) = f(x) za vsak x € E.

Primer. Funkciji

fro—a? z€(—00,0], in g:z+ 2% €0, 00),

sta skréitvi funkcije
h:xw— z?, xR,

na (—oo, 0] oziroma [0, 00), se pravi
f = h‘(*O0,0]? g= h‘[O,oo)

Graf funkcije f je mnozica

L) ={(z,y): € D(f), y= f(x)}
v R?. Definicijsko obmocje D(f) je ravno projekcija grafa I'(f) na os

x. Projekciji T'(f) na os y pravimo zaloga vrednosti funkcije f in jo
ozna¢imo z Z(f). Velja

Z(f) = {y €R: Fre D(f): y = f(a)}.

Primer. Zaloga vrednosti funkcije z — 2%, x € [—1,1], je [0, 1]. Zaloga
vrednosti funkcije z — 2%, € R, je [0, 00).

Oglejmo si sedaj, kako iz grafa funkcije f dobimo graf skréitve f|g.
Projekcija I'(f|g) na os x je ravno D(f|g) = E. Ker se predpisa za f
in f|g ujemata na E, se grafa I'(f) in I'(f|g) ujemata na pasu E x R.
Torej je

D(fls) = T(f) N (E x R).
Posebej je I'(f|g) C I'(f) in zato tudi Z(f|g) C Z(f).
Za poljubni funkciji f in g definiramo njun kompozitum go f z

gof:z—yg(f(z)), D(gof)=A{zeD(f): f(z)e Dig)}
Pri komponiranju funkcij moramo paziti na vrstni red. Kompozituma
go fin f o g namre¢ nista nujno enaka, kot pokaze naslednji primer.
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Primer. Vzemimo funkciji

fiamat D(f) =R

in
g:x—1+xz, D(g) =R
Potem je
gof:ax— 1422 D(go f) =R,
in

fogix— (1+2)* D(fog)=R.
Predpisa za g o f in f o g se ne ujemata, saj prvi preslika 1 v 2, drugi
pav 4. Torejjegof+# fog.
Funkciji
id: 2 — 2z, D(id) =R,

pravimo identi¢na funkcija. Pomembna je zato, ker velja
foid=idof = f

za vsako funkcijo f.

2.2. Inverzna funkcija

Funkcija f je injektivna, ¢e za poljubni stevili z,y € D(f), ki
zadoScata x # y, velja f(z) # f(y). Kadar je funkcija f injektivna,
obstaja za vsako Stevilo x € Z(f) natanko eno Stevilo ' € D(f), ki
zadosca f(x') = x. Torej lahko definiramo funkcijo

fra=d, DY) = Z(f),

ki ji pravimo inverzna funkcija funkcije f. Kadar f ni injektivna,
nima inverzne funkcije. Za vsak z € D(f) velja f~1(f(z)) = x in za
vsak z € Z(f) velja f(f7'(x)) = z, torej je

fﬁlof:id’D(f) n fOfilZidyz(f).

Kako za dano funkcijo f ugotovimo ali je injektivna?

Racunska metoda: Kadar ima za nek y enacba y = f(x) vsaj
dve razlicni resitvi v D(f), tedaj funkcija f ni injektivna, in zato nima
inverzne funkcije. Kadar pa ima za vsak y enacba y = f(z) kve¢jemu
eno resitev v D(f), potem f je injektivna in njeno inverzno funkcijo
dobimo tako, da iz enac¢be y = f(z) izrazimo z kot funkcijo y, nato pa
zamenjamo T in y.

Grafi¢na metoda: Kadar neka vodoravna premica seka graf I'(f)
v vsaj dveh razlicnih tockah, funkcija f né injektivna. V tem primeru
/7! ne obstaja. Kadar pa vsaka vodoravna premica seka graf I'(f) v
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kvecjemu eni tocki, funkcija f je injektivna. V tem primeru graf I'(f~1)
dobimo tako, da graf I'(f) prezrcalimo preko premice y = x.

Primer. Pokazimo, da je funkcija

frre Lo D()=R\{1}

injektivna in dolo¢imo njeno inverzno funkcijo.

Enacba f(x) = 0 ni resljiva. Po drugi strani je za vsak neniceln y
enacba f(z) = y resljiva in njena edina resitev je z = 1 + 111 Torej je
funkcija f res injektivna in njena inverzna funkcija je

ft xr—>1+é, D(f™h =R\ {0}.

Primer. Funkcija
r— x|, z€eR,

ni injektivna, saj premica y = 1 seka njen graf v dveh razliénih tockah.
Torej nima inverzne funkcije.

Zelo pomemben primer injektivnih funkcij so strogo monotone funk-
cije. Pravimo, da je funkcija strogo monotona, kadar je bodisi strogo
narascajoca bodisi strogo padajoca. Funkcija f je

e strogo narascajoca, kadar za poljubni stevili z,y € D(f), ki
zadoScata x < y, velja f(z) < f(y);

e strogo padajoca, kadar za poljubni stevili x,y € D(f), ki
zadoScata x < y, velja f(z) > f(y).

Dokaz: Pokazimo, da je vsaka strogo monotona funkcija res injektivna.
Vzemimo poljubno strogo monotono funkcijo ¢g in poljubni razliéni Stevili
u in v iz D(g). Potem velja bodisi u < v bodisi v < u. Ce je g strogo
nara$¢ajoca, potem v prvem primeru dobimo g(u) < g(v), v drugem pa
g(v) < g(u). Ce je g strogo padajoca, potem v prvem primeru dobimo
g(u) > g(v), v drugem pa g(v) > g(u). V vseh §tirih primerih torej velja
g(u) # g(v). S tem smo pokazali, da je funkcija g res injektivna. O

Primer. Funkcija f: z+— 1/z, x € R\ {0}, je injektivna, ni pa strogo
monotona. Injektivna je zato, ker vsaka vodoravna premica seka njen
graf v kvec¢jemu eni tocki. Strogo monotona ni zato, ker ni niti strogo
narascajoca (saj je na primer f(1) > f(2)) niti strogo padajoca (ker
velja f(—1) < f(1)).

Kadar funkcija f ni injektivna, lahko v¢asih njeno definicijsko ob-
mocje razrezemo na take kose Iy,..., I, da so skréitve flg,..., fln
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injektivne funkcije. Tem skrcitvam pravimo veje funkcije f. Za posa-
mezne veje lahko izracunamo njihove inverzne funkcije, za celo funkcijo
pa ne. Ponavadi eni od vej pravimo glavna veja, stvar dogovora je
kateri.

Primer. Funkcija f: z — 22 x € R, ni injektivna, saj razli¢na ele-
menta —1 in 1 preslika v isti element. Zato f nima inverzne funkcije.
Razrezimo njeno definicijsko obmoéje D(f) = R na dva poltraka [; =
(—00,0] in I = [0,00). Veji f|;, in f|;, sta injektivni funkciji. Glavna
veja je f|r,, njenemu inverzu pa kvadratni koren. Velja

(f|11)_1: T = _\/57 D((f|11)_1) = [07 OO),
(fl) "= vz, D((fln)") =[0,00).

Podobno lahko storimo pri vsaki sodi potenci

r— 2%z eR,

kjer je k € N. Skrcitev na [0, 00) je glavna veja, njena inverzna funkcija
r— Xz, wx€]0,00),

pa je 2k-ti koren. Po drugi strani je vsaka liha potenca,

z— 2%tz eR,

injektivna funkcija. Njenemu inverzu,
r— *Vr, xR,

pravimo (2k — 1)-ti koren. Za razliko od 2k-tega korena je (2k — 1)-ti
koren definiran povsod. Gornji razmislek lahko ponovimo tudi pri nega-
tivnih potencah, samo niclo moramo odstraniti iz definicijskih obmocij
sodih in lihih korenov.

Potence lahko razsirimo tudi na racionalne eksponente z 2™/ =
Yaxm. V primeru % > 0 loéimo tri moznosti.

e Ce sta m in n lihi, potem je definicijsko obmocje funkcije z —
2™/ enako R. Funkcija je injektivna in njena inverzna funkcija
je x — ™.

e Ce je m sodo in n liho, potem je definicijsko obmodje funkcije
x — 2™/ enako R. Funkcija ni injektivna. Njena glavna veja
je njena skréitev na [0, o).

e Ce je m liho in n sodo, potem je definicijsko obmocje funkecije
r +— ™™ enako [0,00). Funkcija je injektivna in njena in-
verzna funkcija je glavna veja funkcije @ — /™.
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Podobno je v primeru 7 < 0, samo nicle moramo odstraniti iz defini-

cijskih obmocij.

Primer. Nari§imo funkciji y = 2% (polna érta) in y = 23/? (pikcasto).

Premica y = x je narisana ¢rtkano.
2

_y3/2 1 /
y=X ¥ .

2.3. Eksponentna funkcija in logaritem

Izkaze se, da za vsak x € R obstaja limita

exp(z) = lim (1+ %)n

n—oo

Funkciji  — exp(z) pravimo eksponentna funkcija. Brez dokaza
nastejmo nekaj njenih osnovnih lastnosti.
e D(exp) =R,
Z(eXp) = (07 OO),
funkcija exp je strogo narascajoca,
exp(0) =1,
stevilo e := exp(1) je priblizno enako 2.7,
exp(z +y) = exp(x) exp(y) za vse x € Rin y € R,
exp(™ z) = exp(z)= zavsez € Rin 2 € Q.

Ker je funkcija exp strogo narascajoca, je injektivna. Njeni inverzni
funkciji pravimo naravni logaritem in jo oznac¢imo z In. Nastejmo
nekaj osnovnih lastnosti naravnega logaritma, ki sledijo iz ustreznih
lastnosti exponentne funkcije.

e D(In) = (0, 00),
e Z(In) =R,
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e funkcija In je strogo narascajoca,

e In(1) =0,

e ln(e) =1,

e In(zy) = In(z) + In(y) za vse z € (0,00) in y € (0, 00),
e In(zn)="Inz zavse z € (0,00) in 2 € Q.

Za vsak a > 0 lahko definiramo funkcijo
r+— a” :=exp(rlna), zeR.

Ta funkcija je strogo narascajoca, ¢e je a > 1, strogo padajoca ce je
0 < a < 1in konstantna, ¢e je a = 1. V prvih dveh primerih je funkcija
injektivna in njena inverzna funkcija je z — log,(z) := In(z)/In(a),
x € (0,00). V tretjem primeru seveda ni injektivna.

Primer. Narisimo funkciji y = 2% in y = (%)x ter njuni inverzni
funkeiji y = logy(x) in y = log%(a:).
\ 4
1 X \ =2X /
oK o
\\\ 3 [ , /
\ /
\\ /
\\ Y —
\\ 27 s y logZ(X)
/ LN 4
. / \\\ T
-4 2 % 2 4
/ A
s AN
/ AN
/ -1 AN
/ RS
/ \\\\
% 2 S~
p .ol -
s y=|09,12(x)
/
/
s -3l
/
/
/
4 -4

2.4. Dokaz osnovnih lastnosti eksponentne funkcije

Namen tega razdelka je dokazati Sest od sedmih lastnosti ekspo-
nentne funkcije, ki smo jih omenili v prejsnjem razdelku. Lastnost
Z(exp) = (0,00) bomo znali dokazati Sele v naslednjem poglavju. Ta
razdelek je namenjen samo najbolj zahtevnim bralcem.
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Trditev. Za vsak x > 0 je zaporedje a,, = (1—1—%)” narasca-
joce in navzgor omejeno. Torej exp(x) = lim a, obstaja

za vsak x > 0.

Dokaz: Ce v Newtonovo binomsko formulo

(a+b)" = (g) a" + (T) a4+ <n7_l 1) ab" + <Z> b

vstavimo a = 1 in b = ¥ in upostevamo, da je za vsak k velja

<n> _nmn-1)---(n—k+1)

k k! ’
dobimo
nn—1)22 n(n-1)(n-2)23 nn—1)---1z"
=Lt g g e R )
1 1 1 2 n—1
= Izt (1——)1‘ +3 (1-=)(1—==)a+ +—!(1——)(1—5) (1- - )a"

Odtod sledi, da je

2 1.3

X

Naj bo m najmanjSe naravno stevﬂo, ki je Veéje ali enako x. Za vsak n > m

velja
n m

o T oz (L)n—m
nl ml m+1 m+2 " n " m! ‘m+1
Odtod sledi, da je
am—l ™ m M \n—m
<1 it — 14+ ——- —_—
an S 1wt L+ =g +(m+1) )
Kerzaq:#Hveljal—l—q—i—...—{—q”_m:%§1—iq:m—|—1,dobim0
xmfl rm
an <l4+z+...+ ——— + —(m+1).

(m—1)! " ml

Torej je zaporedje a, res navzgor omejeno. Pokazimo Se, da velja a, < ant1
za vsak n. Odstejmo formuli

1
an+1f1+:c+2'(1 n—i—l)x +§(1_n+1)(1_n+1)x3+” +
i _ 1 _n—l n 1 _ 1 L n+1
+n!(l n—l—l) (1 n+1)x+(n—|—l)'(1 n—i—l) (1 n+1)
in
1 2 1 n—1
ap = 1+2+— (1——)9} +3‘(1—f)(1—f):g3+ +7(1_ﬁ) (1- - )a".
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Dobimo ) )
Up41 — An = 2|[( _n—i—l)_(l_ﬁ ]$2+
1 1 2 1 2
bl 2= 2 - Ha- ety
1 1 n—1 1 n—1 ,
T Yt BRI B RIS PN
1 L SO IR P s
+(n+1)![(1 n+1) (1 n+1)}$ '
Ce upostevamo, da za vsak k = 1,...,n — 1 velja 1 — nﬁl > 1 —% > 0,
vidimo, da so vsi oglati oklepaji pozitivni. Torej je res an+1 — an > 0 za
vsak n. ([l

Trditev. Velja exp(0) = 1 in e = exp(1) € [2.71,2.72].

Dokaz: Za xz = 0 je zaporedje a, = (1 + %)n konstantno enako 1, zato
velja
exp(0) = lim a, = 1.
n—oo

Iz prejsnje trditve in njenega dokaza sledi, da za vsak x > 0 in vse
m,n € N velja

m—1 m

Ko vstavimo x = 1, n = 164 in m = 7, dobimo na levi ve¢ kot 2.71, na desni
pa manj kot 2.72. Zato je 2.71 < exp(1) < 2.72. O

(1+£)n§exp(x)§1+x—|—...+
n

Pomozna trditev. Vzemimo poljubna x,y € R ter defini-
rajmo an = (1 + E)n7 b, = (1 + %)n in ¢, = (1 + :c_—i—y)n'

Trdimo, da je limn(anbn —cp) = 0. "

Dokaz: Pigimo u, = (14 £)(1+ %) in v, = 14+ & in w,, = (1+ 21+

n

yl

). Ker je |up| < wy in |vy| < wy, za vsak n, velja

[anbn = en| = uf; = 03| = Jun = vallup ™ + o+t 0T <

< luy — Un|(|un|n71 + |Un|n72‘vn’ +...t ‘un‘|vn|n72 + |Un|n71) <

Ty _ Ty xy

1_ ’ 2‘ nw;z 1_ ’ ‘ w' < ‘ ’e|x\ e|y\.
n nwy

Ker zaporedje na skrajni desni limitira proti ni¢, limitira tudi zaporedje

|anbn, — ¢n| proti ni¢. Odtod sledi, da je lim (anb, — ¢,) = 0. O

< |ty — vp| nWY,™
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Posledica. exp(x) obstaja tudi za vsak * < 0. Za vsak
x € R velja exp(—z) = exp(x)~'. Za vse z,y € R velja
exp(z + y) = exp(x) exp(y).

Dokaz: Ce uporabimo pomozno trditev z > 0 in y = —z, dobimo, da
je lim apb, = 1. Vemo ze, da exp(z) = lim a, obstaja. Odtod sledi, da
n—00 n—00
obstaja tudi
exp(—z) = lim b, = lim a,'- lim a,b, = exp(z)~'.
n—oo n—oo n—oo
Odtod takoj sledita prva in druga trditev v posledici. Tretja trditev v

posledici sledi iz pomozne trditve. Sedaj namre¢ vemo, da limiti exp(x) =

lim a, in exp(y) = lim b, obstajata za vse x,y € R. O
n—od n—oo

Trditev. Funkcija exp je strogo pozitivna in strogo naras-
cajoca.

Dokaz: Ce a, = (1 + %)n razvijemo po binomski formuli kot v prvem

koraku, dobimo, da je a, > 1+ = za vsak = > 0. Torej je exp(z) =
lima, > 14 z za vsak z > 0. Odtod sledi, da je exp(z) > 1 za vsak = > 0.
Sedaj iz formule exp(—z) = exp(z)~! sledi, da je 0 < exp(z) < 1 za vsak
x < 0. S tem smo dokazali, da je funkcija exp res strogo pozitivna. Ce
je y > x, potem je y —x > 0. Po pravkar dokazanem odtod sledi, da je
exp(y — x) > 1. Ce obe strani pomnozimo z exp(zx) in upostevamo, da je
exp(y —z) exp(x) = exp(y—x+z) = exp(y), dobimo, da je exp(y) > exp(z).
S tem smo dokazali, da je funkcija exp res strogo narascajoca. ([l

Trditev. Za vsako racionalno stevilo ™ velja

m
n

m
eXP(;) =€

Dokaz: Iz formule exp(z+y) = exp(z) exp(y) sledi, da za vsako naravno
stevilo n velja exp(nz) = exp(z)™. Ko vstavimo z = 1, dobimo e = exp(3)".
Ker je exp(%) > 0, odtod sledi, da je exp(%) — en Odtod sledi, da za
poljubni naravni stevili m in n velja exp(Z2) = exp(1)™ = (e%)m —en. Iz
formule exp(—z) = exp(z)~! sledi, gornja formula velja tudi za negativna
racionalna Stevila. (]
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2.5. Hiperboli¢ne in inverzne hiperboli¢ne funkcije

Funkciji
ch: z+— %, reR,

pravimo hiperboli¢ni kosinus, funkciji

et —e™”*
sh:xHT, x € R,

pa hiperboli¢ni sinus. Pogosto namesto ch(z) pisemo kar chz, na-
mesto sh(z) pa shx. Za vsak = velja

(chz)? — (shz)? =1,

zato tocka (u,v) = (chz,shx) vedno lezi na hiperboli u? —v* = 1.
Odtod so hiperboli¢ne funkcije dobile ime. Ker za vsak x velja

ch(—z) =chz in sh(—z)= —shux,
je graf I'(ch) simetri¢en glede na os y, graf I'(sh) pa je simetricen glede
na izhodisce. Za poljubni stevili z,y € R velja

ch(z +y) = chachy+shashy,
sh(z +y) =shaxzchy+ chashy.

Pokazimo, da je funkcija sh injektivna in izra¢unajmo njen inverz.
Iz y = shz sledi po mnozenju z 2¢%, da velja 2ye® = (e*)* — 1. To je
kvadratna enacba za e” in njeni resitvi sta

e =y+/y?+ 1.
Ker je e* za vsak x pozitivno Stevilo, je mozna le reSitev y++/9y2 + 1, saj
je y—+/y? + 1 negativno stevilo. Iz e* = y++/y? + 1 po logaritmiranju

dobimo
r=In(y ++y*+1),

kar je torej pri danem y € R edina resitev enacbe 2ye* = (e%)? — 1.
Pokazali smo, da je funkcija sh injektivna in da je njena zaloga vrednosti
Z(sh) = R. Njena inverzna funkcija je

arsh(z) = In(z + V22 +1), D(arsh) =R.

Funkcija ch ni injektivna, saj se Stevili x in —x vedno preslikata
v isto stevilo. Pokazali bomo, da je skrcitev ch i injektivna in
izracunali njen inverz. Ker je

chrx —1= Q(Shg)Q >0,
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eft+e "

ima enacba y = chx resitev le, e je y > 1. Tedaj iz y = chz = <=5

dobimo resitvi
z1=In(y ++vy*— 1)

o=y —+vVy?—1)=—-In(y+Vy>?—1) = —x;.

Prva resitev je vedno nenegativna. Skréitev ch [j ) je zato injektivna
in njena zaloga vrednosti je [1,00). Njena inverzna funkcija je

arch(z) = In(x + V2?2 — 1), D(arch) = [1, 00).

Omenimo, da je tudi funkcija ch|_s 0 injektivna. Njena inverzna
funkcija je x — — arch(x) pri ¢emer je x € [1, 00).
Funkcija hiperboli¢ni tangens je definirana z

thx =shxz/chz, D(th) =R,

n

funkcija hiperboliéni kotangens pa z
cthx =chz/shz, D(cth) =R\ {0}.

Pokazati se da, da sta obe injektivni. Njuni inverzni funkciji sta

1 1+
arth(z) = §1n T D(arth) = (—1,1),
1 1
arcth(z) = B In 2 7 D(arcth) =R\ [—-1,1].
x —

2.6. Kotne in krozne funkcije

s

Naj bo x poljubno realno stevilo z intervala [0, 7]. Narisimo pra-
vokotni trikotnik AABC' s pravim kotom pri ogliscu C' in kotom z pri
ogliséu B. (Spomnimo, da kote merimo z radiani. Kotu enega radiana
ustreza na enotski kroznici lok dolzine 1, tako da meri polni kot 27
radianov. S pomocjo enakosti 27 rad = 360° lahko radiane hitro spre-
menimo v stopinje in obratno.) Vsi taki trikotniki so si podobni, zato
so razmerja med njihovimi stranicami konstantna. Oznac¢imo dolzine
stranic AB, BC in C'A zaporedoma s ¢, a in b. Definirajmo

a . , b
cosr=— in sinx = -.
c c

Kadar je z = 0, tocki A in C' sovpadeta, zato je b =0 in a = ¢. Kadar
je v = 7, sovpadeta tocki B in C, tako da je a = 0 in b = c. Torej velja
s

cosO0=1, sin0=0, cosg:() in sinazl.
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Razsirimo sedaj definiciji kosinusa in sinusa z [0, 5] na [0, 7] tako, da
za vsak x € (3, 7| postavimo
cosz = —cos(m—x) in sinz =sin(r — x).

V naslednjem koraku razsirimo definiciji z intervala [0, 7] na interval
[—m, 7]. Pri tem za vsak « € [—m,0) definiramo

cosz = cos(—z) in sinz = —sin(—x).

Na koncu razsirimo definiciji kosinusa in sinusa na ves R. Za poljubno
stevilo x € R poistemo taksno celo stevilo k, da je z — 2km € [, 7]
in definiramo

cosx = cos(x — 2km) in sinz = sin(x — 2kn).

Da se pokazati, da za poljubni stevili =,y € R veljata adicijski for-
muli
cos(r +y) = cosxcosy — sinzsiny,

sin(z + y) = sinx cosy + cos z sin y.
Odtod takoj sledi, da veljajo antifaktorizacijske formule:

cos(z + ) + cos(z — y) = 2cosx cosy,
cos(z +y) — cos(x — y) = —2sinzsiny,
sin(z + y) + sin(z — y) = 2sinx cos y,

sin(x 4+ y) — sin(z — y) = 2 cos zsin y.

S zamenjavo xr = “;r” in y = “5* dobimo faktorizacijske formule
cosu + cosv = 2 cos “—;’” COs “55,  COSU — CoSV = —28in 7”2'” sin 5+,
sinu +sinv = 2sin ¥ cos %3¢ in  sinw — sinw = 2 cos Y sin 45,

Funkciji  — cosz, v € R, in x +— sinz, x € R, nista injektivni.
Vsaka vodoravna premica med y = —1 in y = 1 namrec¢ seka njuna
grafa v neskonéno mnogo tockah. Lahko pa funkciji razrezemo na veje.
Skrcitvi

cos|on in  sinf_z x.

sta injektivni in pri obeh je zaloga vrednosti mnozica [—1,1]. Prvi
skréitvi pravimo glavna veja kosinusa, njeni inverzni funkciji pa
arccos (arkus kosinus). Drugi skréitvi pravimo glavna veja sinusa,
njeni inverzni funkciji pa arcsin (arkus sinus). Velja

D(arccos) = [—1,1], Z(arccos) = [0, 7],
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7r 7r]
2727

Iz formule sin(§ — ) = sin § cosxz — cos §sinz = cosx sledi, da za

poljuben z € [—1,1] velja

D(arcsin) = [—1,1], Z(arcsin) = |

. s
arccos r + arcsinx = 5

Funkciji tangens in kotangens sta definirani z

sinx 1
tgxr = D(tg) =R - Y/
gr="27 " Dlig) =R\ {(m+ })m: m ez},
ctg;r:z)si, D(Ctg):R\{mW: mEZ}.

Ti funkciji nista injektivni. Njuni glavni veji sta tg |z =) in ctg|(o.x).
Pri obeh je zaloga vrednosti enaka R. Njunima inverznima funkcijama

: -1
arctg = (tg |(f§,%)) in arcctg = (ctg |(0,,T))
pravimo arkus tangens oziroma arkus kotangens. Velja D(arctg) =
R in Z(arctg) = (-3, %) ter D(arcctg) = R in Z(arcctg) = (0,7). Iz
formule sin(§ — ) = cos(x) sledi, da je tg(5 —z) = ctg(x), zato za vse
x € R velja

T
arctg x + arcctgx = 5

2.7. Operacije s funkcijami

Za poljubni dve funkciji f in g definiramo njuno vsoto f + g z

f+g:w— f(x) +9(x), D(f+g)=D(f)ND(g).
Razliko f — g definiramo z

f=g-x— f(x) —g(x), D(f—g)=D()ND(g),
produkt fg z

fg:x— f(z)g(z), D(fg) = D(f) N D(g),
in koli¢nik f/g z

flg:w— f(x)/g(x), D(f/g)=D(f)ND(g)n{z eR: g(x)# 0}
Primer. Produkt funkcije f: z +— -2 D(f) = R\ {—1}, in funkcije

z+17
gix > 1 D(g) = R\ {0}, je funkeija fg: z — o5 D(fg) =
R\ {0,—1}. Funkcija fg je enaka funkciji x — #1, z € R\ {0, -1},
ni pa enaka funkciji z — —=, z € R\ {—1}.
Primer. Naj bo ¢ neko realno stevilo. Funkciji  — ¢, x € R, prav-

imo kontantna funkcija ¢. Konstantni funkciji 0 pravimo tudi nic¢elna
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funkcija, konstantni funkciji 1 pa eni¢na funkcija. Za poljubno
funkcijo f velja f+0=0+ f=fin fO=0f=0in1f = fl1=f.

Pravimo, da je funkcija f polinomska funkcija, ¢e obstaja tako
naravno Stevilo n in taka realna stevila ¢, ¢y, . .., ¢, da velja

flx)=co+cx+...+cx", D(f)=R.
Obicajno polinomskim funkcijam pravimo kar polinomi.
Primer. Funkcija
r— 222 +3x+1, z€eR,
je polinom.

Krajsi premislek pokaze, da so za poljubna polinoma f in g tudi
funkcije f +g¢g, f — g, fg in f o g polinomi.

Racionalne funkcije so koli¢niki dveh polinomov. V posebnem je
vsak polinom racionalna funkcija.

Primer. Funkcija

W) = o, D() =R\ {33}

je racionalna funkcija.

Hitro vidimo, da so za poljubni racionalni funkciji h in &k tudi
funkcije h + k, h — k, hk, h/k in h o k racionalne funkcije.
Funkcijam, ki jih dobimo iz
e konstantnih funkcij,
e potenc (z racionalnimi eksponenti),
e cksponentne funkcije in naravnega logaritma ter
e funkcij sinus in arkus sinus

z (lahko veckratno) uporabo sestevanja, odstevanja, mnozenja, deljenja
in komponiranja, pravimo elementarne funkcije.

Primer. Vse racionalne funkcije so elementarne, saj jih dobimo iz
identicne funkcije, to je potence x +— 2!, in konstantnih funkcij s
pomocjo elementarnih racunskih operacij. V posebnem so elementarne
tudi vse polinomske funkcije, med drugim tudi vsaka linearna ali kvad-
ratna funkcija.

Primer. Ker je funkcija sin elementarna in ker je cosz = sin(§ —
x) in tgxr = 2L sta tudi funkeiji cos in tg elementarni. Ker je
.. . CcosT . . .
funkcija arcsin elementarna in ker je arccosx = § — arcsinx, arctgx =
. R o . ..
arcsin —zf— in arcctgr = § — arctgz, so elementarne tudi funkcije

arccos, arctg in arcctg.
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Primer. Funkcije sh,ch,th in cth so elementarne, saj so vse kom-
pozitumi racionalne in eksponentne funkcije. Iz izrazav funkcij arsh,
arch, arth in arcth z naravnim logaritmom sledi, da so tudi te funkcije
elementarne.

2.8. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija realne funkcije ene realne spremenljivke)
(a) Definiraj pojem funkcije iz R v R!
(b) Kaj je graf funkcije? Kdaj je dana krivulja graf neke

funkcije?
(c¢) Kaj je definicijsko obmocje funkcije? Kako ga dolocimo
iz grafa?
(d) Kaj je zaloga vrednosti funkcije? Kako jo dolo¢imo iz
grafa?
(2) (Kompozitum funkcij) Naj bo f(z) = .

(a) Doloéi definicijsko obmocje funkcije f in narisi njen graf!

(b) Doloci definicijsko obmocje funkcije f o f in narisi njen
graf!

(c) Doloéi definicijsko obmogje funkcije fo fo f in narisi njen
graf!

(3) (Inverz funkcije)

(a) Za kaksne funkcije f obstaja inverz f=1?

(b) Kako je inverz funkcije definiran, se pravi, kaj je njegovo
definicijsko obmocje, zaloga vrednosti in predpis?

(¢) Kako iz grafa funkcije f ugotovimo, ali ima inverz? Kako
iz grafa funkcije f dobimo graf funkcije f=1?

i5¢i 1-z)
14z
(4) (Eksponentna funkcija in logaritem)

(a) Narisi grafa funkcij y = €® in y = In(x). Pri obeh dolodci
definicijsko obmocje in zalogo vrednosti!
(b) Narisi graf funkcije y = 1 — e~*!
(c) Narisi grafa funkcij y = €% in y = In(e®). Pri obeh doloci
definicijsko obmocje in zalogo vrednosti!
(d) Kaj je inverzna funkcija funkcije y = a®? lzrazi jo z In!
(5) (Hiperboli¢ne funkcije)
(a) Kako sta definirani funkciji y = sh(z) in y = ch(z)?
(b) Doloci njuno definicijsko obmocéje in zalogo vrednosti ter
skiciraj njuna grafa!
(c) Dokazi, da velja (chx)? — (shz)? = 1!
(d) Izpelji adicijska izreka za sh(z) in ch(x)!
(6) (Inverzne hiperboli¢ne funkcije)
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(a) Kaj sta glavni veji funkcij sh(x) in ch(z)? Kako sta defini-
rani funkciji arsh(z) in arch(z)?
(b) Doloci definicijsko obmo¢je in zalogo vrednosti funkcij
arsh(z) in arch(z) ter skiciraj njuna grafa!
(c) Izrazi funkciji arsh(z) in arch(z) z naravnim logaritmom!
(7) (Trigonometricne funkcije)
(a) Izpelji adicijska izreka za sin(x) in cos(x)!
(b) Kako faktoriziramo vsoto sin(x) + sin(y)?
(¢) Kako antifaktoriziramo produkt sin(z) cos(y)?
(8) (Inverzne trigonometri¢ne funkcije)
(a) Kaj je glavna veja funkcije sinz? Kako je definirana
funkcija arcsin z7
(b) Poisci definicijski obmo¢;ji funkcij sin(arcsin z) in arcsin(sin x)
ter narisi njuna grafal
(c) Dokazi, da velja arcsinz + arccosx = % za vsak = €
[—1,1]!

o]






POGLAVJE 3
Zveznost in limita

3.1. Zveznost funkcije v tocki

Funkcija f je zvezna v tocki a iz D(f), kadar za vsako zaporedje
a, v D(f), ki limitira proti a, zaporedje f(a,) limitira proti f(a).
Grafi¢no to pomeni, da se graf I'(f) “ne pretrga” v tocki (a, f(a)), ¢ce
se definicijsko obmocje D(f) “ne pretrga” v tocki a.

Zveznost funkcije v tocki lahko preverimo tudi brez uporabe za-
poredij. Velja namre¢ naslednja trditev.

Trditev. Funkcija f je zvezna v tocki a natanko tedaj, ko
za vsak € > 0 obstaja tak 6 > 0, da za vsak x iz D(f), ki
zados¢a |x — a| < 4, velja |f(x) — f(a)| < e.

Dokaz: Recimo, da velja druga lastnost. Vzemimo poljubno zaporedje
an v D(f), ki limitira proti a. Trdimo, da potem zaporedje f(a,) limitira
proti f(a). Vzemimo poljuben ¢ > 0. Konstruirati moramo tak ng, da iz
n > ng sledi |f(a,) — f(a)| < e. Najprej opazimo, da nam predpostavka
zagotavlja obstoj takega Stevila 6 > 0, da iz x € D(f) in |z — a| < § sledi
|f(z) — f(a)] < e. Nato upostevamo Se, da zaporedje a,, limitira proti a in
zato po definiciji limite obstaja tako naravno Stevilo ng, da za vsak n > ng
velja |a, —a| < §. Ce v predzadnji stavek vstavimo x = a,, in upostevamo
zadnji stavek, vidimo, da konstruirani ng res zados¢a Zeleni lastnosti.

Dokazimo Se obrat. Recimo, da druga lastnost ne drzi. Potem obstaja
tak € > 0, da za vsak 0 > 0 obstaja tak z(0) € D(f), da je |z(d) —a| < 4,
vendar | f(x(d)) — f(a)| > €. Zaporedje a,, = x(1/n) potem limitira proti a,
zaporedje f(a,) pa ne limitira proti f(a). Torej prva lastnost ne drzi. O

Zveznost funkcije v tocki se ohranja pri osnovnih racunskih opera-
cijah s funkcijami. Kaj ta stavek natan¢no pomeni, bomo razlozili v
naslednjih dveh trditvah.

Trditev. Kadar sta funkciji f in g zvezni v tocki a, so v tej
tocki zvezne tudi funkcije f+g, f—g in fg. Ce je g(a) # 0,
je tudi funkcija f/g zvezna v a.

53
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Dokaz: Vzemimo poljubno zaporedje a, v D(f + g) = D(f) N D(g), ki
limitira proti a. Ker sta funkciji f in g zvezni v a, je lim f(a,) = f(a) in
n—oo

lim g(a,) = g(a). Limita vsote dveh zaporedij je enaka vsoti limit, zato

n—oo

velja lim (f + g)(an) = lim (f(an) —|—g(an)) = lim f(a,)+ lim g(a,) =
n—oo n—oo n—oo n—oo

f(a)+g(a) = (f + g)(a). Torej je tudi funkcija f + g zvezna v tocki a, kar

smo zeleli dokazati. V ostalih primerih je dokaz podoben. O

Trditev. Ce je funkcija f zvezna v tocki a in e je funkcija
g zvezna v tocki f(a), potem je funkcija g o f zvezna v a.

Dokaz: Tocka a lezi v D(go f) = {xz € D(f): f(z) € D(g)}. Vzemimo
poljubno zaporedje a, v D(g o f), ki limitira proti a. Ker je funkcija f
zvezna v a, zaporedje f(a,) limitira proti f(a). Ker je funkcija g zvezna v
tocki f(a), odtod sledi, da zaporedje g(f(ay)) limitira proti g(f(a)). Torej
je funkcija g o f res zvezna v tocki a. U

3.2. Primeri zveznih funkcij

Funkcija f je zvezna, ¢e je zvezna v vsaki tocki iz svojega definicij-
skega obmocja. Graficno to pomeni, da ima graf I'(f) kve¢jemu toliko
“kosov”, kot jih ima definicijsko obmoéje D(f).

Primer. Vsaka konstantna funkcija je zvezna.

Dokaz: Vzemimo poljubni realni Stevili a. Trdimo, da je konstantna
funkcija f(z) = ¢ zvezna v tocki a. Vzemimo poljubno zaporedje a,,, ki li-
mitira proti a. Pokazati moramo, da zaporedje f(ay,) limitira proti f(a). Ker
je f(an) = c za vsak n in ker je f(a) = ¢, zadosc¢a pokazati, da konstantno
zaporedje c limitira proti c. To pa smo Ze videli v poglavju o zaporedjih. [

Primer. Identi¢na funkcija je zvezna.

Dokaz: Vzemimo poljubno realno stevilo a in poljubno zaporedje a,, ki
konvergira proti a. Ker je id(a,) = a, inid(a) = a, odtod sledi, da zaporedje
id(ay,) konvergira proti id(a). O

Iz gornjih rezultatov sledi, da se zveznost funkcij ohranja pri seste-
vanju, odstevanju, mnozenju, deljenju in komponiranju.

Primer. Potencne funkcije so zvezne, ker so produkti identi¢nih funkcij.
Polinomske funkcije so zvezne, ker so vsote produktov potenénih funkcij

s konstantnimi funkcijami. Racionalne funkcije so zvezne, ker so kolic-

niki polinomskih funkcij.
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Primer. Eksponentna funkcija je zvezna.

Dokaz: Dokazimo najprej, da za vsak h z intervala [—1, 1] velja [e" —1| <
2|h|. Naj bo a, = (1 + ﬁ)n. Iz binomske formule sledi, da velja a, =

n

1+ (M) 2+ ()8 4+ (") Br. Definirajmo by, = (1) 1+ () &+ 4 (1) A
in opazimo, da velja a, = 1+ b,h. Ker je |h| < 1, lahko ocenimo |b,| <
ettt (e Slg+ +m <ltigtag++ omn =
I+ (1-H+G -+ + G5 -1 =2-1 <2 Torejiz |h] <1 sledi,
da za vsak n velja |a, — 1| = |by||h| < 2|h|. V limiti dobimo Zeleni rezultat.

Vzemimo sedaj poljuben ¢ € R in dokazimo, da je funkcija z — €
zvezna v ¢. Naj bo € > 0 in definirajmo § = min{1, 55 }. Potem za poljuben
x, ki zadosca |z — ¢| < 6, velja |e* — €| = efle"™¢ — 1| < 2elx — ¢| <
2e55 = €. Pri prvem neenacaju smo upostevali, da iz [z — ¢| < 1 sledi
le?=¢ — 1] < 2|z —¢|. O

Primer. Funkcija sinus je zvezna.

Dokaz: Dokazimo najprej, da za vsako realno stevilo z velja [sin x| < |z|.
Neenakost se ne spremeni, ¢e x zamenjamo z —z, zato lahko predpostavimo,
da je x > 0. Za xz > 1 je ocena ocitna, saj je vedno |sinz| < 1 < z.
V primeru 0 < & < 1 pa postopamo takole. Naj bo p; plos¢ina izseka iz
enotskega kroga, ki ustreza kotu x radianov. Ker je ploscina celega kroga s
polmerom 1 enaka 7, je p; = 5--m = 5. Naj bo p; plos¢ina trikotnika, ki ima
dve stranici enaki kot krozni izsek. Trikotnik ima viSino sinz in osnovnico
1, torej je p = Sl% Ker je trikotnik vsebovan v izseku, je p; < p;. Ko
pokrajsamo dvojke, dobimo Zeleno oceno.

Vzemimo sedaj poljuben a € R in dokazimo, da je funkcija sin zvezna v
a. Naj bo € > 0 in postavimo d = e. Potem za vsak z, ki zados¢a |z —a| < 6,
velja [sin z —sin a| = 2[sin 25%||cos £5¢| < 2:|252[-1 = |z —a| < €. Pri prvem
neenacaju smo upostevali, da je [sin 25%| < [£5%] in |cos ££4] < 1. O

3.3. Metoda bisekcije

I¢emo resitev enacbe f(z) = 0 na intervalu [a, b]. Zanima nas, ali
reSitev obstaja in kako jo poisc¢emo.

Izrek o bisekciji. Ce je funkcija f zvezna na intervalu [a, b]

sev o

potem ima enacba f(x) = 0 vsaj eno reSitev na intervalu
[a, b]. To resitev lahko pois¢emo z metodo bisekcije.

Dokaz: Omejimo se na primer f(a) < 0in f(b) > 0, ker je drugi primer
skoraj enak. Najprej rekurzivno definirajmo zaporedji a, in b,. Naj bo
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a; = a in by = b. Ce smo a,, in b, ze definirali, potem definiramo a1 in
bn+1 tako, da najprej izracunamo c, = @ in lo¢imo tri moznosti:
e Ceje f(c,) =0, potem naj bo ap41 = ¢y I byt = cp;
e Ceje f(cn) > 0, potem naj bo ant1 = ap in byy1 = cp;
e Ceje f(cn) <0, potem naj bo ap41 = ¢y, in b1 = by,
Nastejmo nekaj ocitnih lastnosti zaporedij a,, in b,,.
e Zaporedje a,, je narascajoce, zaporedje b,, pa padajoce. Ker za vsak
n velja a,, < by, je zaporedje a, navzgor omejeno, zaporedje b, pa
navzdol omejeno. Sledi, da sta zaporedji a, in b, konvergentni.
e Za vsak n velja b, — a, < 2b;,“l. Odtod sledi, da imata zaporedji
an in by isto limito, recimo ji c.
e Zavsak nje f(a,) < 0in f(b,) > 0. Ker je f zvezna, sledi iz prejs-
nje tocke, da je f(c) = lim f(a,) <0in f(c) = lim f(b,) > 0.
n—oo n—oo

Iz zadnje tocke sledi f(c) = 0, torej je ¢ iskana resitev. O

Tudi kadar vemo, da enacba f(x) = 0 ima resitev na intervalu [a, b],
ni nujno, da jo znamo najti v kon¢nem casu. Metoda bisekcije, ki smo
jo spoznali v dokazu, namre¢ zahteva v sploSnem neskonéno korakov.
Na sreco v praksi velikokrat zadoscajo priblizne resitve. Vprasajmo
se, koliko korakov moramo narediti, da dobimo resitev ¢ na k decimalk
natanéno? Iz ocene |c — ¢, | < 2zt < 22a < 107F dobimo, da za

kIn10 + In(b — a)
In2

velja
c€ (cn—107% c, +1075).
Napraviti moramo torej n—1 korakov, pri Cemer je n najmanjse naravno

. : J 1n 10+In(b—
Stevilo, za katerega velja n > %Il(a)

Primer. Pois¢imo resitev enacbe z° + z — 1 = 0 na intervalu [0, 1]
na eno decimalko natanéno. Ker funkcija f(z) = 2® + 2 — 1 spre-

meni predznak na intervalu [0, 1], si lahko pomagamo z gornjo metodo.
Imamo a = 0, b = 1 in k = 1, zato je vrednost izraza —klnm;“ll;(b_a)

priblizno 3.3. Se pravi, da moramo izracunati cy.
(1) Definiramo a; = 0, by = 1 in opazimo da f(a;) = —1 < 0 in
f(bl) = 1 > O
(2) Naj bo ¢; = @3 = 1 Ker je f(c1) =
ClzéianIblzl.

—%, vzamemo ap =

(3) Naj bo ¢y = 22t2 = 2 Ker je f(c) = £, vzamemo a3 = as =

) 2 4 ~ 64
5 m bg = Cy = 1
; — a3+bs 5 ; —_ _ 67 —
(4) Naj bo c3 = %3 3 Kerje f(c3) = —5f5, vzamemo ay =

aieo |l

ngginb4:b3:
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(5) Stevilo ¢4 = % = U e 0d prave resitve razlikuje za manj

16
kot 1—16, torej za manj kot 0.1.

V resnici smo zadeli bolje kot na eno decimalko, saj je % = 0.6875, ¢
pa je priblizno 0.6823. Vendar se to ni dalo vnaprej predvideti.

y
1t

-1

Izrek o bisekciji ima tole pomembo teoreti¢no posledico.

Izrek o vmesnih vrednostih. Ce je funkcija f zvezna na
intervalu [a, b], potem zavzame vse vrednosti med f(a) in

f(b).

Dokaz: Naj bo d poljubna vrednost med f(a) in f(b). Potem funkcija
g(x) = f(z) — d spremeni predznak na intervalu [a,b]. Po metodi bisekcije
obstaja tak ¢ € [a,b], da je g(c) = 0. Sledi f(c) = d, torej f(x) res zavzame
vrednost d. ]

Iz trditve sledi naslednje. Ce je f zvezna funkcija in D(f) povezana
mnozica, potem je tudi Z(f) povezana mnozica.
Primer. Pokazimo, da funkcija sinus zavzame poljubno vrednost med
—1in 1. Ker je namrec¢ funkcija sinus zvezna na intervalu [—7, 7],
zavzame po gornji trditvi vse vrednosti med sin ( — g) =—linsin§ =
1. Enako velja za kosinus. S tem smo tudi pokazali, da je D(arcsin) =
[—1,1] in D(arccos) = [—1,1].

Primer. Pokazimo, da eksponentna funkcija zavzame poljubno po-
zitivno vrednost. Vzemimo namrec¢ poljuben d > 0. Potem obstaja
tako naravno Stevilo n, da je e" > max{d, 1/d} (uporabi Dedekindovo
lastnost). Sledi, da d € [e™™,e"]. Po gornji lastnosti zveznih funkcij
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obstaja tak ¢ € [—n,n|, da velja f(c) = d. S tem smo tudi pokazali, da
je D(In) = (0, 00).

3.4. Izrek o inverzni funkciji

Vemo ze, da je vsaka strogo monotona funkcija injektivna. Za
zvezne funkcije s povezanim definicijskim obmocjem pa velja tudi obrat.

Trditev. Ce je funkcija f injektivna in zvezna in ce je D(f)
povezana mnozica, potem je f strogo monotona.

Dokaz: Pokazimo najprej, da za vsako funkcijo, ki ni strogo monotona,
obstajajo taksna stevila ¢, d,e € D(f), c < d < e, da je bodisi f(c) < f(d) >
f(e) bodisi f(c) > f(d) < f(e).

Ker f ni strogo narasc¢ajoca, obstajata taka u,v € D(f), da velja u < v
in f(u) > f(v). Ker f nistrogo padajoca, vsaj ena od skréitev f|(_oc ujnp(f);
f|[u,v]7 f|[v,+oo)ﬁD(f) ni strogo padajoca.

e Ce prva skréitev ni strogo padajoca, obstajata taksni stevili r,s €
(—oo,u) N D(f), da je r < sin f(r) < f(s). Lo¢imo podprimera
f(r) > f(u) ter f(r) < f(u). Pri prvem je f(r) < f(s) > f(u) in
r < s <u, pridrugem pa f(r) < f(u) > f(v) inr <u <w.

e Ce druga skréitev ni strogo padajoca, obstajata taksni stevili r, s €
[u,v], da je r < sin f(r) < f(s). Lo¢imo podprimera f(s) < f(u)
ter f(s) > f(u). Pri prvem je f(u) > f(r) < f(s) inu <r <s, pri
drugem pa f(u) < f(s) > f(v) inu < s <w.

e Ce tretja skréitev ni strogo padajoca, obstaja taksni stevili r, s €
[v,400) N D(f), da je r < s in f(r) < f(s). Tokrat lo¢imo pod-
primera f(s) < f(v) in f(s) > f(v). Pri prvem je f(v) > f(r) <
f(s)inv <r < s, pri drugem pa f(u) > f(v) < f(s) inu < v <s.

Recimo, da bi obstajala taka injektivna zvezna funkcija f s povezanim
definicijskim obmocjem, ki ne bi bila strogo monotona. Potem bi obstajala,
kot smo pravkar dokazali, taka Stevila ¢,d,e € D(f), da bi veljalo c < d < e
in bodisi f(¢) < f(d) > f(e) bodisi f(c) > f(d) < f(e). Omejimo se na prvi
primer, ker drugega obravnavamo podobno. Ker je f zvezna, bi lahko za
vsak y € (max{f(c), f(e)}, f(d)) poiskali taki stevili x; € (¢,d) inz2 € (d,e),
da bi veljalo f(x1) =y = f(x2). Ker je f injektivna, bi odtod sledilo, da je
x1 = x2, kar pa ni mozno, saj je (¢,d) N (d,e) = (. Taka funkcija torej ne
obstaja. Zato je vsaka zvezna injektivna funkcija s povezanim definicijskim
obmocjem strogo monotona. U

Predpostavke, da je D(f) povezana mnoZzica ne moremo izpustiti,
kot pokaze naslednji primer:
Primer. Funkcija f:  — 1/z, D(f) = R\ {0}, je injektivna in zvezna,
vendar ni strogo monotona. Ker je —1 < 1in f(—1) < f(1), ni strogo
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padajoca. Ker je 1 < 2 in f(1) > f(2), ni niti strogo narascajoca.
Problem je seveda v tem, da mnozica D(f) ni povezana.

Naslednja trditev je glavni rezultat tega razdelka.

Izrek o inverzni funkciji. Ce je funkcija f injektivna, zvezna
in ¢ée je D(f) povezana mnozica, potem je tudi funkcija f—!
zvezna.

Dokaz: Naj bo f taka injektivna zvezna funkcija, da je D(f) povezana
mnozica. Po gornji trditvi odtod sledi, da je f strogo monotona. Oglejmo
si najprej primer, ko je f strogo naras¢ajoca. Pigimo g = f~1.

Dokazimo najprej, da je funkcija g strogo narastajoca. Vzemimo po-
ljubni stevili z,y € D(g) = Z(f), ki zadoscata = < y. Naj bo u = g(x)
in v = g(y). Potem sta stevili uw in v v Z(g) = D(f) ter x = f(u) in
y = f(v). Moznost u = v odpade, saj bi iz nje sledilo x = y. Ker je f strogo
naras¢ajoca, odpade tudi moznost u > v, saj bi iz nje sledilo f(u) > f(v),
torej x > y. Ostane samo moznost u < v, torej je g(x) < g(y).

Vzemimo sedaj poljubno toc¢ko d € D(g) in dokazimo, da je g zvezna v
d. Pisimo ¢ = ¢g(d). Naj bo € > 0 in postavimo

0 =min{f(c+e)—d,d— f(c—e€)}.

Ker je f strogo narascajoca, je § > 0. Vzemimo poljubno stevilo y € D(g),
ki zadoséa |y — d| < 0. Odtod sledi f(c—€)=d— (d— f(c—€)) <d—06<
y<d+d<d+(f(c+e)—d) = f(c+e). Torej je f(c—¢€) <y < flc+e).
Ker je g strogo narascajoca, odtod sledi g(f(c —€)) < g(y) < g(f(c+ ¢€)).
Torej je ¢ — € < g(y) < ¢+ € in zato |g(y) — g(d)| = |g(y) — ¢| < e. S tem
smo pokazali, da je funkcija g res zvezna v tocki d.

Ostane Se primer, ko je f strogo padajoca. Toda potem je —f strogo
naracajoca, zvezna in D(—f) = D(f) je povezana. Po pravkar dokazanem
sledi, da je njena inverzna funkcija (—f)~! zvezna. Toda (—f)~! = —f~1,
zato je tudi funkcija f~! zvezna. O

Tudi pri izreku o inverzni funkciji ne moremo izpustiti predpostavke,
da je definicijsko obmocje povezano.

Primer. Oglejmo si funkcijo J
o r+1, ze€ [-2,-1), 0.5
f<x>_{x—1, zel,2]. L,

Ta funkcija je zvezna v vsaki tocki / -0.5
iz D(f) =[-2,-1)U[1,2]. o
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Njena inverzna funkcija 1

1,8 Jx—=1, ze€[-1,0),
f (CL’) _{ $+1, T c [07 1]7 T 05 05 1%

pa ni zvezna v tocki 0.
/_2

Izrek o inverzni funkciji ima naslednjo pomembno posledico.

Trditev. Vse elementarne funkcije so zvezne.

Dokaz: Vemo ze, da so zvezne konstantne funkcije, celostevilske potence,
eksponentna funkcija in funkcija sinus. Iz izreka o inverzni funkciji sledi, da
so zvezni tudi koreni, logaritem in arkus sinus. Ker se zveznost ohranja pri
osnovnih racunskih operacijah, sledi odtod, da so zvezne tudi vse elemen-
tarne funkcije. O

3.5. Zveznost zlepkov

Eden od nacinov, kako iz funkcij f in g sestavimo novo funkcijo, je,
da ju zlepimo. Ce v kaksni tocki a € D(f) N D(g) velja f(a) = g(a),
potem lahko definiramo funkcijo

h(z) = flz), ze€ D(f)inz <a,
| 9(z), € D(g)inz>a,
ki ji pravimo zlepek funkcij f in g v tocki a.

Primer. Funkcija h(x) = |z| je zlepek funkcij f(z) = —z in g(z) =«
v tocki 0.

Glavni cilj tega razdelka je dokazati naslednjo trditev.

’ Trditev. Zlepek zveznih funkcij je zvezna funkcija.

Naj bo h zlepek funkcij f in g v tocki a. Vzemimo poljubno tocko
b € D(h) in lo¢imo tri primere b < a, b= a in b > a.
Ce je funkcija f zvezna v tocki b, kjer b < a, potem je
tudi funkcija h zvezna v tocki b.



3.5. ZVEZNOST ZLEPKOV 61

Dokaz: Vzemimo poljuben ¢ > 0. Ker je f zvezna v b, obstaja tak
d > 0, da za vsak z € D(f), ki zadosca |z — b| < § velja |f(x) — f(b)| < e.
Postavimo 01 = min{d, |a — b|} in dokazimo, da za poljuben =z € D(h), ki
zadosca |z —b| < 01 velja |h(z) — h(b)| < e. Odtod bo sledilo, da je h zvezna
v b. Ocitno je h(b) = f(b). Ker je |z —b| < 1, je z < a, torej je h(z) = f(z).
Sedaj iz |f(x) — f(b)| < € sledi, da je |h(z) — h(D)| < e. O

Podobno tudi dokazemo, da je h zvezna funkcija v tocki b, ce je
b > a in je funkcija g zvezna v tocki b. Preostane Se primer, ko je
b=a. Ce sta funkciji f in g zvezni v toc¢ki a, potem je tudi
funkcija h zvezna v tocki a.

Dokaz: Vzemimo poljuben € > 0. Ker je f zvezna v a, obstaja tak §; >
0, dazavsak z € D(f), ki zadosca |[x—a| < 01 velja |f(z)—f(a)| < e. Kerjeg
zvezna v a, obstaja tak d2 > 0, da za vsak x € D(g), ki zadosca |z —a| < d2
velja |g(x) — g(a)| < e. Postavimo 6 = min{d;,d2}. Vzemimo poljuben
x € D(h), ki zadoica |z — a| < 6. Ce je < a, potem je |h(z) — h(a)| =
|£(z) - f(a)] < . Cepaje > a, potem je [h(x) — h(a)| = |g(z) — g(a)] < e
V obeh primerih je |h(xz) — h(a)| < €. Torej je h res zvezna v a. O

Primer. Narisi graf funkcije

e’, x <0,
h(:v):{ 2—e® x>0,

in dokazi, da je zvezna.
Funkeiji f(z) = €® in g(z) = 2 — e™* sta elementarni, zato sta obe

zvezni. Ker velja f(0) = 1 = ¢(0), je h zlepek funkcij f in g v tocki 0.
Po glavni trditvi tega razdelka je zlepek h zvezna funkcija.
y
ex
2.5} P
2r 7
2 - e* P
T~ 1.5 -7

Podobno kot zlepek dveh, lahko definiramo tudi zlepek treh ali vec¢
funkcij. Recimo, da so fy, fi1,..., f, dane funkcije in a1 < ... < a,
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taksna stevila, da velja fo(ar) = fi(ar), fu(az) = folaa), - fra(ar) =
fr(a,). Potem je

fo(z), x€ D(fy) inx < ay,
filz), xeD(fi)ina <z <a,
h(z) =4
fr—1(z), € D(fr—1)ina,_ <z <a,,
frlz), xe€D(f)ina, <uz

zlepek funkcij fo, fi1,..., fr vzdolz ay, . .., a,. S popolno indukcijo lahko
dokazemo, da je zlepek h zvezna funkcija, ce so funkcije fo, f1,..., fr
zZvezne.

3.6. Definicija limite

Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, ¢e je funkcija

f<x>:{ f(x)a xED(f)\{a},

L, T =a,
zvezna v tocki a. V tem primeru pisemo

lim f(z) = L.

Tocka a ni nujno element mnozice D(f).

Spomnimo se, da smo zveznost funkcije v tocki definirali na dva
nacina: z zaporedji ter z e in 0. Ce ti dve definiciji zveznosti upostevamo
v gornji definiciji, dobimo naslednji dve ekvivalentni definiciji limite
funkcije.

e Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, e za vsako zaporedje
a, v D(f) \ {a}, ki limitira proti a, zaporedje f(a,) limitira
proti L.

e Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak € > 0 obstaja
tak 0 > 0, da za vsak z € D(f), ki zados¢éa 0 < |z —a| < J,
velja |f(x) — L| <.

Vprasajmo se, koliko razli¢nih limit ima lahko funkcija f v tocki a.
Seveda se lahko zgodi, da nima nobene.

Primer. Funkcija

nima nobene limite v tocki 0. Zaporedji —= in * lezita v D(f) = R\ {0}

in limitirata proti 0, vendar zaporedji f(—=) in f(%) nimata iste limite.
Ali ima funkcija f lahko ve¢ limit v isti tocki? Odgovor je odvisen

od tega ali je tocka a “stekalisée” mnozice D(f) ali ne.
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Pravimo, da je tocka a stekali§¢e mnozice A, Ce je a limita kakega
zaporedja z elementi iz A \ {a}. (Ekvivalentno: ¢e vsaka e-okolica
tocke a seka A\ {a}.) Geometrijsko to pomeni, da se tocka a “dotika”
mnozice A\ {a}. Oglejmo si dva primera.

Primer. Tocka a = 1 je stekalis¢e mnozice A = (—1,1), ceprav a ¢ A.
Zaporedje a, = 1 — £ namre¢ lezi v A\ {a} = (—1,1) in limitira proti
a.

Primer. Tocka b = 2 ni stekali¢e mnozice B = [—1,1] U {2}, ¢eprav
b € B. Ne obstaja namre¢ tako zaporedje v B\ {2} = [—1,1], ki bi
limitiralo proti b = 2.

Dokazimo sedaj tole pomozno trditev.

Pomozna trditev. Vsaka funkcija f je zvezna v vsaki tocki
iz mnozice D(f), ki ni njeno stekalisce.

Dokaz: Ce tocka a ni stekalisée mnozice D(f), potem je vsako zaporedje
an v D(f), ki limitira proti a, od nekod naprej enako a, pripadajoce za-
poredje f(a,) pa je od ¢lena z istim indeksom naprej enako f(a), torej
limitira proti f(a). O

Sedaj lahko odgovorimo na gornje vprasanje.

Trditev. Ce je totka a stekalisée mnozice D(f), potem
ima funkcija f v tocki a kve&jemu eno limito. Ce tocka a
ni stekalis¢e mnozice D(f), potem je vsako realno Stevilo
limita funkcije f v tocki a.

Dokaz: Ce je tocka a stekalidée mnozice D(f), potem obstaja tako za-

poredje a, v D(f)\{a}, da velja lim a, = a. Cesta K in L limiti funkcije f
n—oo
v a, potem po definiciji limite velja tako K = lim f(a,) kot L = lim f(a,).
n—oo n—oo

Ker vemo, da zaporedje ne more imeti ve¢ kot eno limito, sledi K = L.

Ce tocka a ni stekalis¢e mnozice D(f), potem tudi ni stekalis¢e mnozice
D(f) = D(f)U{a}. Po pomozni trditvi je potem funkcija f zvezna v tocki
a in to neodvisno od izbire L. O

3.7. Preprostejse metode racunanja limit

Oglejmo si nekaj preprostih metod za racunanje limit. Prvi metodi
pravimo metoda vstavljanja.
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Trditev. Ce je funkcija f zvezna v tocki a, potem je

lim f(z) = f(a).

Dokaz: Pokazati moramo, da je funkcija

fN(m):{ f(x)7 xED(f)\{a},

f(a)7 T = a,
zvezna v tocki a. Najprej opazimo, da je funkcija f kar enaka funkciji f.
Ker je f zvezna v a, je zato tudi f zvezna v a. O

Uporabimo metodo vstavljanja na primeru.

Primer. Funkcija ﬁ—f; je zvezna v tocki 1, zato je

ox+1 1+1
lim = =

—2.
=1y —2 1-2

Pri racunanju limite racionalne funkcije, ki ni definirana v tocki a,
si pomagamo z metodo krajSanja:

Primer. Izracunajmo limito

) 22— 1
hm—.
;1:—>1;(;‘2—|—gj—2

Ker funkcija f(z) = x;i;; ni definirana v tocki 1, ne moremo uporabiti

metode vstavljanja. Ko stevec in imenovalec razstavimo in pokrajsamo
skupni faktor, dobimo, da za vsak x # 1 velja
(z—1)(x+1) x+1

J@) = )@+ 12

Funkcija f(z) = i—i; se torej ujema s f(x) za vsak z # 1, poleg tega

pa je definirana in zvezna v tocki 1. Po definiciji limite zato velja
. = 2
lim f(r) = (1) = -

Pri racunanju limit funkcij, v katerih nastopajo koreni, si pomaga-
mo z metodo razsirjanja.

Primer. Izracunajmo limito

V14 —1
lim ——M8M—.

x—0 x
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Ulomek najprej razsirimo s /1 + x + 1:

Vitei-1 (IFa-1)(VIFz+1) @
v a(ita+1)  a(Vita+1)

Nato pokrajsamo x in uporabimo metodo vstavljanja

I Vi+z—-1 I 1 1
m — =11 —F— = —.
z—0 X z—=0 /1 4+x+1 2

Ce lahko funkcijo f vkleséimo med dve funkeiji, ki imata v tocki a
isto limito L, potem je tudi limita funkcije f v a enaka L. Ta trditev
sledi iz ustrezne trditve za zaporedja. Tej metodi racunanja limit pra-
vimo metoda sendvica.

Primer. Izracunajmo limito

) 1
lim x sin —.
r—0 €

Ker je [sin 2| < 1, velja
—r<zsin— <=z
x
za vsak x € R. Ker je
limz = lim(—xz) = 0,
z—0 z—0

sledi po metodi sendvica, da je

1
lim x sin — = 0.
x—0 x
3.8. Racunanje z limitami

Iz formul za racunanje z limitami zaporedij lahko izpeljemo ustrezne
formule za racunanje z limitami funkcij.

Trditev. Predpostavimo, da obstajata limiti
ill)r(ll f(x) =K in glclir(llg(zc) = L.
Potem velja:
lim (f(z) +9(2) = K+L,  lim (f(z) ~g(x)) = K ~ L,

liin f(x)g(x) = KL in lim M

B e L#0
;c—mg(w)_f(ce‘]e # 0).
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S temi formulami lahko zapleteno limito razstavimo v ve¢ preprostejsih.
Bolj zanimivo je vprasanje, kako izracunamo limito kompozituma
dveh funkcij. Ce je

lim f(z) =K in lim g(x) =L,

r—a r—K

potem bi pricakovali, da je tudi
lim g(f(x)) = L.

r—a

Vendar zal ni vedno tako, kot pokaze naslednji primer.

Primer. Recimo, da je f(x) = 0 in g(z) = |sgn(z)| za vsak = € R.
Potem je
hH(l) f(z)=0 in hIT(l]g(ZL’) =1,
vendar je zaradi g(f(z)) =g¢(0) =0
lig (/1) =0 # 1.

Velja pa gornji sklep v dveh pogostih primerih:
o ce L = g(K) (se pravi, ¢e je g zvezna v K) ali
e Ce obstajatak n > 0, daje f(x) # K zavsak x € (a—n,a+n),
ki ni enak a.

Trditev. Ce je lim f(x) = K in e je funkcija g zvezna v
tocki K, potem je lim g(f(x)) = g(K).

Dokaz: Vzemimo poljubno zaporedje a, v D(g o f) \ {a}, ki limitira
proti a. Potem zaporedje f(ay,) limitira proti K, zato po definiciji zveznosti
funkcije g v tocki K zaporedje g(f(ay)) limitira proti g(K). S tem smo
pokazali, da je :lllg g(f(z)) = g(K). O

Trditev. Ce je lim f(x) = K in lirrll(g(:c) = L in e obstaja
tak 7 > 0, da je f(x) # K zavsak ¢ € (a—n,a+n) \ {a},
potem je lim g(f(x)) = L.

Dokaz: Vzemimo poljubno zaporedje a, v D(g o f) \ {a}, ki limitira
proti a. Potem obstaja tak ng, da za vsak n > ng velja a,, € (a —n,a + 7).
Glede na izbiro 1 to pomeni, da je f(a,) # K za vsak n > ng. Zaporedje
f(ap) limitira proti K, zato tudi podzaporedje by = f(aktn,), ki lezi v
D(g)\ K, limitira proti K. Po definiciji limite xhnll( g(x) = L odtod sledi, da

zaporedje g(by) limitira proti L. Ker je graf zaporedja g(f(ay)) enak v desno
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premaknjenemu grafu zaporedja g(by), tudi zaporedje g( f(a,)) limitira proti
L. Torej je res lim g(f(x)) = L. O
r—a

Primer. Izracunajmo limito

1
li 2z —4)si .
xg((z )Sma:—Z)

Najprej definiramo f(x) = = — 2. Potem je

glCI_)II% ((Zx — 4)sin - i 2) = glgl_)r% (Zf(x) sin %) :

Ker je
. . 1
:lvl_%f(x) =0, glclir(l) (xsm ;) =0

in ker je f(z) # 0 za vsak x # 2, je po gornji trditvi

)

Torej je iskana limita enaka 0.

Metodi iz tega primera pravimo metoda substitucije.

3.9. Enostranske limite
Stevilo K je leva limita funkcije f v tocki a, ¢e je funkcija

v | fle), xeD(f)inz <a,
fr(@) = { K, r =a,
zvezna v tocki a. V tem primeru pisemo

lim f(x) =K.

r—a—

Stevilo L je desna limita funkcije f v tocki a, ¢e je funkcija

FHa) :{ f(z), € D(f)inz > a,

L, T =a,
zvezna v tocki a. V tem primeru piSemo

lim f(z) = L.

z—a™t

Primer. Izracunajmo levo in desno limito funkcije sgn v tocki 0. Velja

li =—-1 i li =1.
lim sgn(z) in  lim sgn(z)
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Primer. Ce je f naraicajoca funkcija in D(f) = (a,b), potem je v
vsaki tocki ¢ € (a,b)
lim f(c) =sup{f(z): =€ D(f),x<c},

lim fle) =inf{f(z): x € D(f),z > c}.

Podobno velja, ¢e je f padajoca in D(f) = (a,b). V teh dveh primerih
torej leva in desna limita obstajata v vsaki tocki iz D(f). Seveda ni
nujno, da bi f imela desno limito v a ali levo limito v b. Obstoj teh
dveh limit je namre¢ ekvivalenten omejenosti funkcije f.

Kadar je tocka a stekalisce mnozice {x € D(f): = < a}, ima
funkcija f kvecjemu eno levo limito v tocki a. Podobno velja za desne
limite.

Primer. Ce je D(f) = (a,b), potem ima f neskoncno desnih limit v
b in neskoncno levih limit v a. Ima pa f kve¢jemu eno levo limito v
vsaki tocki iz (a, b] in kve¢jemu eno desno limito v vsaki tocki iz [a, b).

Vprasajmo se sedaj, kaksna je zveza med enostranskimi in navad-
nimi limitami.

Trditev. Limita funkcije f v tocki a je enaka L natanko
tedaj, ko sta tako leva kot desna limita funkcije f v tocki a
enaki L.

Dokaz: Vzemimo poljubno realno stevilo L. Po definiciji navadne limite
velja
lim f(z) =L

r—a

natanko tedaj, ko je funkcija

f(l’)—{ f(x)) :L‘ED(f)\{a},

L, T =a,

zvezna v tocki a. Po izreku o zveznosti zlepka je funkcija f zvezna v tocki
a natanko tedaj, ko sta funkciji

=, | fl®), xe€D(f)inzx<a,
fr(@) = { L, T =a,
in
v,y | flx), xe€D(f)inz>a,
frw) = { L, T =a,
obe zvezni v to¢ki a. Po definiciji leve in desne limite sta f~ in ft zvezni v
a natanko tedaj, ko velja

lim f(z)=L in lim f(z)=L.

T—a~ r—a™t
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S tem je trditev dokazana. O

Kadar sta leva in desna limita funkcije f v a razliéni (in enolicno
doloceni), pravimo, da ima funkcija f skok v tocki a.

Definicijo leve in desne limite lahko povemo tudi z zaporedji. Tako
je

lim f(z) =K
natanko tedaj, ko za vsako narascajoce zaporedje a,, v D(f)N(—0o0,a),
ki limitira proti a, zaporedje f(a,) limitira proti K. Podobno je

lim flz)=1L
natanko tedaj, ko za vsako padajoce zaporedje a,, v D(f) N (a,+00),
ki limitira proti a, zaporedje f(a,) limitira proti L.

Formulacija z zaporedji nam omogoca, da definicijo leve (pa tudi
desne) limite razsirimo tudi na primer, ko je a € {—o00, +oo} ali K €
{—00,+00}. Ze prej smo namre¢ povedali, kdaj je limita zaporedja
enaka +o0o ali —oo. Oglejmo si nekaj primerov.

Primer. lim 1 =0in lim < =0.

T——00 T——+00
Primer. lim { = —coin lim i = 4.
z—0— r—0t

Kadar je lim f(z) = L ali lim f(z) = L, pravimo, da je premica
y = L vodoravna asimptota funkcije f. Kadar je lim+ flz) = +o0
ali- lim f(z) = —ocali lim f(x) = +ooali lim f(z)= —oo, recemo,

r—a

da je premica x = a navpic¢na asimptota funkcije f.

3.10. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija zveznosti)
(a) Kako si geometrijsko predstavljamo zveznost funkcije v

tocki?

(b) Kako definiramo zveznost funkcije v tocki s pomocjo limit
zaporedij?

(¢) Kako definiramo zveznost funkeije v tocki s pomocjo € in
07

(2) (Operacije z zveznimi funkcijami)
(a) Dokazi, da sta vsota in produkt zveznih funkcij zvezni
funkciji!
(b) Dokazi, da je kompozitum zveznih funkcij zvezna funkcija!
(c) Ali je inverzna funkcija od zvezne injektivne funkcije vedno
zvezna?!
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(3) (Metoda bisekcije)
(a) Kaj pomeni, da ima funkcija f(z) niclo na intervalu [a, b]?
(b) Opisi metodo bisekcije. Za kaksne funkcije deluje?
(c) Poisci priblizek za niclo enacbe x®+ 2z —1 = 0 na intervalu
[0, 1] s pomocjo treh korakov bisekcije!
(4) (Definicija limite)
(a) Kako si limito funkcije v tocki geometrijsko predstavlja-
mo?
(b) Kako definiramo limito funkcije s pomocjo zaporedij?
(c¢) Kako definiramo limito funkcije s pomocjo € in §7
(5) (Enoli¢nost limite)
(a) Povej definicijo stekaliséa mnozice s pomocjo zaporedij!
(b) Povej definicijo stekaliséa mnozice s pomocjo € in 4!
(c) Kaj vemo o limiti funkcije f v tocki a, ki je stekalisce
mnozice D(f)?
(d) Kaj vemo o limiti funkcije f v tocki a, ki ni stekalisce
mnozice D(f)?
(6) (Limite in neenakosti)
(a) Naj bosta f(x) in g(x) taki funkciji, da velja f(x) < g(x)
za vsak x blizu a. V kaksni zvezi sta potem limiti teh
funkcij v tocki a.
(b) Kako izracunamo limito funkcije s pomo¢jo metode send-
vica?
(c¢) Uporabi metodo sendvic¢a na konkretnem primeru!
(7) (Metoda substitucije)
(a) Naj bo funkcija f zvezna v tocki a in funkcija g zvezna v
tocki b = f(a). Dokazi, da je potem funkcija g o f zvezna
v tocki a!
(b) Naj bo :lvlné f(z) = b in naj bo funkcija g zvezna v tocki
b. Dokazi, da potem velja lim g(f(z)) = g(b)!
(c) Naj bo alslgll f(x) = bin ilrrll)g(x) = ¢. Ali potem vedno
velja, da je lim g(f(z)) = ¢?
(8) (Neskoné¢ne limite in limite v neskonc¢nosti)
(a) Kajpomeni, da je limita funkcije v konéni tocki neskonéna?
Napisi definicijo!
(b) Kaksna je zveza med neskonénimi limitami v koné¢nih
tockah in navpiénimi asimptotami?
(c¢) Kaj pomeni, da je limita funkcije v neskoné¢ni tocki konéna?
Napisi definicijo!
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(d) Kaksna je zveza med kon¢nimi limitami v neskonénih
tockah in vodoravnimi asimptotami?
(9) (Enostranske limite in zlepki) Dana je funkcija

g(z), z<a,
f(.T) - ba T =a,
h(z), x> a.

(a) Kako je definirana leva limita funkcije f v tocki a? Kaj
pa desna?

(b) Kako s pomocjo leve in desne limite ugotovimo, ali ima
funkcija f limito v tocki a?

(¢) Kako s pomocjo leve in desne limite ugotovimo, ali je
funkcija f zvezna v tocki a?

(10) (Strogo monotone funkcije)

(a) Povej definicijo strogo monotone funkcije! Pokazi, da je
vsaka strogo monotona funkcija injektivnal

(b) Pokazi, da ima vsaka strogo monotona funkcija tako levo
kot desno limito v vsaki tocki, kjer je definiranal

(c) Ali je vsaka zvezna injektivna funkcija strogo monotona?






Del 2

Odvodi






POGLAVIJE 4

Osnovne lastnosti odvoda

4.1. Definicija odvoda
Odvod funkcije f v tocki & je definiran z

o) — i 1D 1),

h—0 h

Ta definicija je smiselna samo v primeru, ko

e € D(f),
e limita na desni strani obstaja in
e tocka x je stekalis¢e mnozice D(f) (< limita je enoli¢na).

Kadar so ti trije pogoji izpolnjeni, pravimo, da je funkcija f odvedljiva
v tocki . Funkciji f’, ki je definirana z

frxe fi(x), D(f")={x: fje odvedljiva v x}
pravimo odvod funkcije f .

Primer. Ce je f konstantna funkcija, potem je

, T C—C_. .
fla) = lim == = im0 =0,

torej je f’ nicelna funkcija.
Primer. Ce je f identi¢na funkcija, potem je
x+h)—=z h
1) = i S = = i1 =1
torej je f’ eni¢na funkcija.
Primer. Ce je f(z) = 22, potem je
T+ h)? —2?

2 2
f'(x) = lim ( = lim Zeh+h

2x.
h—0 h h—0 h g

Ce v definiciji odvoda f’(z) nadomestimo navadno limito z levo ali
desno limito, dobimo levi odvod f’ (z) in desni odvod f! ().

75
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Primer. Izracunajmo levi in desni odvod funkcije f(z) = |z| v tocki

0.

R 1] el (U I
f_(o)_hhjgl— h _hhjgl— h =
oy — pie P10 R
0) =l o = g =1
Ker se ti limiti razlikujeta, limita
. [hl = 0]
e

ne obstaja, torej funkcija f ni odvedljiva v tocki 0. Po drugi strani, za
vsak x # 0 velja
1, =<0,

ra={t 150

torej je funkcija f odvedljiva v vsaki nenicelni tocki.

Absolutna vrednost je primer funkcije, ki je zvezna v tocki 0, ni
pa odvedljiva v tocki 0. Torej iz zveznosti v tocki ne sledi nujno
odvedljivost v tocki. Pac pa velja obratno.

Trditev. Ce je funkcija f odvedljiva v tocki a, potem je
tudi zvezna v tocki a.

Dokaz: Ker je funkcija f odvedljiva v tocki a, velja

lim f(z) = lim [f(a,) + M(x — a)] -

r—a r—a Tr—a

= iggf(a) + lim f@) = f(a) lim(z —a) = f(a) + f'(a) - 0= f(a).

T—a Tr—a r—a

Po definiciji limite odtod sledi, da je funkcija f zvezna v tocki a. O

4.2. Odvod eksponentne funkcije in funkcije sinus

Izracunajmo najprej odvod eksponentne funkcije v tocki 0. Velja

Dokaz: Dokazimo najprej, da za vsak h € R, ki zadoséa |h| < 1, velja
|eh,;1 — 1| < |h|. Naj bo a, = (1+ 2)". Iz binomske formule sledi, da

n
velja a, = 1+ h + h?c,, kjer je ¢, = (g)n—lz + (g)n% +...+ () h;f. Ker je
|}11| < 11, lahko oceniino len] < (%)# +1(g)?% +...+ (Z)lnin SI% +... —t 1<
ﬁjLﬂJr...er:(1—§)+(§—§)+...+(m—ﬁ):1—5§1.
Torej iz |h| < 1 sledi, da za vsak n velja |a, — 1 — h| = |c,||h|? < |h|?. Ko
delimo s |h| in limitiramo, dobimo Zeleni rezultat.
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Dokazimo sedaj, da je }llin%ehT_l = 1. Vzemimo poljuben ¢ > 0 in

postavimo ¢ = min{l,e}. Potem za vsak h # 0, ki zadosca |h| < J velja

|ehT_1 — 1] < |h| < e. Pri prvem neenacaju smo upostevali, da je |h| < 1,
torej velja ocena iz prvega odstavka. O

’ Trditev. Za eksponentno funkcijo velja exp’ = exp. ‘

Dokaz: Naj bo f(x) = e*. Potem je

z+h T x  h T h
, e —e€ . ete—e e €' =1 .
z)=1lim ———=1lim ——— = €% lim =e
f'(@) h—0 h h—0 h h—0 h
za vsako stevilo x € R. Torej je f/ = f. O

Izracunajmo se odvod funkcije sinus v tocki 0. Velja

sin h
li =1.
hli% h

Dokaz: Naj bo ABC trikotnik, ki ima pri A kot h, pri B pravi kot in pri
katerem je dolzina stranice AB enaka 1. Krog s srediséem v A in polmerom
1 seka daljico AC' v to¢ki D. Naj bo E pravokotna projekcija tocke D na
daljico AB.

A cosh E B
Ker je trikotnik ADFE vsebovan v izseku BAD, ta pa v trikotniku ABC,

je pl(AADE) < pl(£BAD) < pl(AABC). Upostevamo, da je

pl(AADE):w, p1(4BAD):g in p1(AABC):%,

pa po mnozenju z 2 dobimo neenakosti
sinhcosh < h <tgh,
ki veljata za vsak h € (0,%). Odtod dobimo, da za vsak h velja
sin h 1

< .
h ~ cosh

Uporabimo sedaj metodo sendvica. Ker je

cosh <

limcosh=1 in lim =1,
h—0 h—1 cos h
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velja, da je tudi iskana limita enaka 1. O
Trditev. Za funkciji sinus in kosinus velja sin’ = cos in
cos’ = — sin.

Dokaz: Naj bo f(x) = sinz. Potem je

fx+h)— f(x) sin(z + h) — sin(m)'

/ . .
z) = lim = lim
f( ) h—0 h h—0
Ce v formulo sinu — sinv = 2sin “5* cos “;r” vstavimo u =z + h in v = z,

dobimo, da je sin(z + h) — sin(z) = 2sin 2 cos(z + %). Torej je

2sin 2 cos(z + &)
/ — i 2 2 .
fiz) = lim N

Napravimo zamenjavo ¢t = %, da dobimo

sin t cos t sint
7a) =t S = iy S igon(a +0)

Ker je kosinus zvezna funkcija, je
%ii"% cos(z +t) = cosz,
tako da lahko zakljuc¢imo
f'(x) =1-cosz = cosz.

Torej je sin’ = cos. Podobno bi dokazali, da je cos’ = — sin. O

4.3. Pravila za odvajanje

Kako izrazimo odvode funkcij f 4+ g, f — g, fg in f/g s pomocjo
odvodov funkcij f in g7 Odgovor nam dajejo naslednje formule:

[)’ _f9-19

(ft9) = f'+g’s (fg9)' = f'g+fg’ in (g g*

Dokaz: Dokazimo formulo za odvajanje produkta. Pri ostalih je dokaz
podoben. Predpostavimo, da sta f in g odvedljivi v tocki z. Potem je

(fg)/(I) — %li% (fg)(x-i‘h}i—(fg)(l’) — }llli% f(:v-i-h)g(x-l-hh)—f(x)g(x) —

_ iy R = f@)g(eth)+f @) (gl th)—g(a) _
h—0 h

i fath)—f(@) L glath)—g(@) _
= fm, A g4+ ), 22

= ['(x)g(x) + f(z)g'(z).
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Pri zadnjem koraku smu upostevali, da iz odvedljivosti funkcije g v x sledi
zveznost g v x, torej je %in%g(a: +h) =g(x). O

Primer. Odvod funkcije tgx je

tg'(z) = (

cos T cos T — sin z(— sin z) 1

(cosx)? ~ (cosx)?’

. / . .
S sm’ T cosx — sinx cos’ x
COS T

(cos x)?

Pogosto potrebujemo formulo za odvod kompozituma:

(gof) =(g'of)-f

Dokaz: Predpostavimo, da je f odvedljiva v z in g odvedljiva v f(x).
Velja

(0 £(e) — tiy @@ D) (@0 @) a4 )~ gF ()

h—0 h h—0 h

Funkcija

w(t) = { Lt 1),
g(f(x),  t=f(z)

za vsak h zados¢a zvezi

9w+ ) — g(f(@) _
: — w(f(o+ )

Ker je lijrcr(l)w(t) = ¢'(f(z)) = w(f(x)), je funkcija w(t) zvezna v tocki
t—f(x
t = f(x). Odtod sledi, da je

(g0 f)(x) = lim w(f(z + h)) lim f($+h}1 —fl@) _

= w(lim f(z + 1)) f'(2) = w(f(2)) f'(z) = ¢'(f(2)) ' ().

Ce sta f in g odvedljivi, velja ta formula za vsak x € D(go f), torej je go f
odvedljiva in (go f) = (¢' o f) - f'. O

Primer. Izracunajmo odvod funkcije h(z) = sin(2?). Naj bo f(z) =
2?2 in g(z) = sinz. Vemo, da je I (z) = ¢'(f(x))f'(x). Ker je ¢'(z) =
cosz in f'(x) = 2z, je h'(x) = cos(z?) - 2.

Preostane Se formula za odvod inverzne funkcije:

1

)@ = F=my
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Dokaz: Privzemimo, da je f injektivna in pisimo ¢ = f~'. Naj bo
a € D(f") taksno stevilo, da velja f'(a) # 0 in pisimo b = f(a). Potem je
/ _g(t) —g(b) .. g(t) —g(b)
g (b) = lim = lim .
O =T T M R Gw) - £e)

Ker je g tudi injektivna, velja g(t) # g(b) za vsak ¢t # b. V zadnji limiti torej
lahko napravimo zamenjavo x = ¢(t), da dobimo.

L) . weg) 1
i—b f(g(t)) = fg(b))  a—gv) f(x) = flg(b))  f'(g(b))
Upostevali smo, da je f'(g(b)) = f'(a) # 0. O

Oglejmo si nekaj primerov.

Primer. Vzemimo poljubno naravno stevilo n. Pisimo f,(z) = 2" in
gn(z) = Vr = zw. Pokazimo najprej z indunkcijo po n, da velja

fufw) = na" !

za vsak z. Vemo ze, da to velja za n = 1. Ce formula velja za n — 1,
potem iz f, = f,—1f1 in pravila za odvajanje produkta sledi f/(x) =
L@ filx)+ foa(@) fi(z) = (n—1)a" 2z +2" -1 = na"t. Torej
formula velja tudi za n. Sedaj lahko izracunamo tudi ¢/,:

1 1 1 1 1 4
ey == = = —In
folgn(@))  nga(x)* n(Jz)"t n
Uporabili smo formulo za odvod inverzne funkcije in formulo za odvod
funkcije f,.

9,(x)

Primer. Vzemimo f(z) = e” in g(z) = Inz. Velja

§(@) = e = =
f'lg(@)  flg(z) o
Uporabili smo formulo za odvod inverzne funkcije in formulo za odvod
eksponentne funkcije.

Primer. Vzemimo f(x) = sinz in g(x) = arcsinz. Ker je f'(x) =

cosx = /1 — (sinx)?, velja
PRV B 1 1
I = lg(a) ~ cosgl@)  /I—(mg@)? V122

Sedaj vemo, da so odvodi vseh osnovnih elementarnih funkcij ele-
mentarne funkcije. Iz formul za odvajanje vsote, razlike, produkta,
koliénika in kompozituma dveh funkcij sledi, da je tudi odvod vsake
elementarne funkcije elementarna funkcija.

Sestavimo tabelo osnovnih odvodov.
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/ /
)| f'@) | glz) | d(z)
2 1
T 21 NS NG
1 1
™ | ma™ ! Tm Logm—1
T T 1
e e Inx =
sinx | cosx || arcsinw 11_902
cosx | —sinzx || arccosx | — 11_x2
tgx 1 arctg x 1
(cosz)? 14a2
shx | chx arsh 1
z2+1
chz | shz arch x mé, -
1 1
thz L arth x T

4.4. Geometrijski pomen odvoda in uporaba v fiziki

Izrazu w pravimo diferenc¢ni koliénik funkcije f v tocki
a. Oglejmo si najprej uporabo diferen¢nega koli¢nika in odvoda v geo-
metriji. Premici, ki gre skozi dve razlicni tocki na grafu dane funkcije
f, pravimo sekanta grafa funkcije f. Pois¢imo enacbo sekante skozi
tocki (a, f(a)) in (a, f(a + h)). Kot vsaka druga premica, ima tudi

sekanta enacbo

y=kx +n,

kjer moramo k in n Se poiskati. Ker gre premica y = kx +n skozi tocki
(a, f(a)) in (a+h, f(a+h)), velja f(a) = ka+nin f(a+h) = k(a+h)+n.
Ko enacbhi odstejemo, dobimo f(a + h) — f(a) = kh, torej je

fla+h) = fla)

k:

[z prve enacbe sedaj dobimo

Se pravi, da je enacha sekante

h

fla+h) = f(a)

y = f(a) +

h

(r —a).

81
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Ko se h priblizuje 0, se tocka (a+ h, f(a+ h)) priblizuje tocki (a, f(a)),
sekanta skozi ti dve tocki pa postaja podobna neki premici, ki ji pra-
vimo tangenta na graf funkcije f v tocki (a, f(a)). Se pravi
. fla+h)— f(a
y=tim [7(a) + {2 ) = @)+ fa)o — a).

h—0

Smerni koeficient sekante je torej enak diferenénemu koli¢niku, smerni
koeficient tangente pa odvodu funkcije f v tocki a.

Primer. Enacba sekante na graf funkcije f(x) =
22, ki gre skozi tocki (1, f(1)) in (2, f(2)), je

7@) - f()
y=f+==—
Enac¢ba tangente na graf funkcije f(z) = 2 v tocki
(1, f(1)) je
y=f(H+f(D(z-1)=142(x—-1)=2x—1.

(x—1) = 143(z—1) = 3z—2.

-1

Ce ima funkcija f v tocki a tako levi kot desni odvod, vendar sta
razlicna, potem pravimo, da ima f koleno v tocki a. Premici y =
fla)+ fL(a)(x —a) iny = f(a)+ f,(a)(z — a) sta leva oziroma desna
tangenta funkcije f v a.

Normala na graf funkcije f v tocki (a, f(a)) je premica, ki gre
skozi tocko (a, f(a)) in je pravokotna na tangento. Pois¢imo njeno
enacho. Predpostavimo, da niti tangenta niti normala ni navpic¢na.
Potem sta kota ¢; in ¢, ki ju tangenta in normala oklepata z abscisno
osjo, strogo med —7F in 7. To pomeni, da je cos ¢; # 0 in cos ¢ # 0.
Ker sta tangenta in normala pravokotni, je ¢o — ¢1 = £7, zato je
cos(¢po — ¢1) = 0. Oznacimo s k; = tg¢; = f'(a) smerni koeficient
tangente, s ko = tg ¢2 pa smerni koeficient normale. Velja

(1 4 k1ks) cos ¢ cos g = (1 + tg ¢y tg da) cOs ¢y cos g =
= COS (1 COS ¢ + Sin ¢y sin gy = cos(p — 1) = 0,

torej je 1+ k1ko = 0. Odtod sledi ks = —kil = —ﬁ. Enac¢ba normale
na graf funkcije f v tocki (a, f(a)) je torej
1
y=fla) — ——(x —a).
(@) = g =

Poglejmo dva primera uporabe diferen¢nega koli¢nika in odvoda v
fiziki.
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Primer. Recimo, da se tocka giblje po realni osi in da je njena lega v
trenutku ¢ enaka s(t). Med trenutkoma ¢ in ¢+ At je tocka prepotovala
razdaljo As = s(t + At) — s(t). Njena povprecna hitrost v tem casu
je torej enaka

 As  s(t+ At) —s(1)
V=—= :
At At
Trenutno hitrost tocke v trenutku ¢ pa definiramo kot limito
A t+ At) — s(t
v(t) = lim —S:S( + At) S(): '(t).
At—0 At At
Trenutna hitrost v trenutku t je torej odvod funkcije s v tocki t,
povprecna hitrost med trenutkoma ¢ in t + At pa je diferencni koli¢nik
funkcije s v tocki t.

Primer. Tocka se giblje po realni osi tako, da je njena trenutna hitrost
v trenutku ¢ enaka v(t). Povpreéni pospesek tocke med trenutkoma
tin t + At je

~ Av o(t+ At) —o(t)

“TAL T At ’
trenutni pospesek tocke v trenutku ¢ pa je enak

. Av ot + At) —o(t) ,

a(t) = lim —= = N = /().

4.5. Upognjenost grafa funkcije

Ce odvod funkcije f Se enkrat odvajamo, dobimo drugi odvod
funkcije f; oznacimo ga z f”. Velja torej f” = (f’)’. Vrednost drugega
odvoda funkcije f v tocki a je

fiwt+h) — f(x)
" — 1 f (.ZU )
fi(z) = lim h
Pravimo, da je funkcija f dvakrat odvedljiva, ce velja D(f") = D(f).

Podobno definiramo tudi tretji, ¢etrti in visje odvode, ¢e je funkcija

trikrat, stirikrat oziroma veckrat odvedljiva.

Primer. Recimo, da se tocka giblje po realni osi tako, da je v trenutku
t njena lega enaka s(t), trenutna hitrost v(t) in trenutni pospesek a(t).
Iz prejsnjega razdelka vemo, da je v vsakem trenutku a(t) = /() in
v(t) = §'(t). Torej je v vsakem trenutku a(t) = s”(t).

S pomocjo drugega odvoda lahko pois¢emo kroznico, ki se najbolje
prilega grafu funkcije f v tocki (a, f(a)). Poglejmo, kako doloc¢imo
srediSce te kroznice in njen polmer, ki mu pravimo tudi krivinski
polmer funkcije f v a.
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Enacba normale na graf funkcije f v tocki (a, f(a)) je

1
ny(a)—m@—a)-
Zapisimo Se enacbo normale v bliznji tocki (a + h, f(a + h)):
1

[zracunajmo presek teh normal in limitirajmo A proti 0. Dobljeni rezul-
tat je ravno sredisce pritisnjene kroznice.

-4 \

Ko enacbi obeh normal izena¢imo, dobimo

flath) = (@) + ptgs

1 1

fat+h) — f'(a)
flath)f'(a) .
n :

r—a =

Zdaj ulomek razsirimo z

f'la+h)f/(@) KB + ()

_ f"(ath)=f"(a)
h

r—a =

V limiti, ko gre h proti 0, dobimo
f'(@)’ + f'(a)
—f"(a)

r—a =
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Sedaj iz enacbe prve normale sledi

Y SR i )b
y — f(a) f@% ) :

f"(a)
Sredisce pritisnjene kroznice na graf funkcije f v tocki (a, f(a)) je torej
tocka s koordinatama

_ fa)(f'(a)* +1) B fl(a)?+1
=a f”(a) - f(a’) + f”(a) .
Njen polmer pa dobimo s pomocjo Pitagorovega izreka:
RZ _ (l’ o a)2 4 ( - f(a))2 _ (f/(a)z + 1)3
o Yy - f”(a)2 :

Ugotovili smo torej, da je polmer pritisnjene kroznice na graf funkcije
f v tocki (a, f(a)) dan z

(/(a)? +1)*"
()]

Ce je f"(a) = 0, je R = +o00. Da se izognemo temu problemu, raje
izracunamo stevilo

R:

S
TR

ki pa je vedno kon¢éno. Temu Stevilu pravimo upognjenost grafa

funkcije f v tocki (a, f(a)). Ekvivalentne so naslednje trditve:

e x> 0, kjer je k ukrivljenost f v a,

o f"(a) >0,

e sredisce pritisnjene kroznice lezi nad grafom funkcije.
To nam daje slutiti, da je v primeru, ko velja ena od teh treh ekviva-
lentnih lastnosti, graf funkcije f upognjen navzgor. Podrobno se bomo
s upognenostjo navzgor in navzdol ukvarjali v razdelku o konveksnih
in konkavnih funkcijah.

4.6. Obstoj globalnih ekstremov

V tem razdelku nas bodo zanimale zvezne funkcije, katerih defini-
cijsko obmocje je zaprt interval. Pokazali bomo, da je taka funkcija
vedno omejena, da v neki tocki zavzame najvecjo vrednost in da v neki
tocki zavzame najmanjso vrednost. Kako pois¢éemo take tocke, bomo
zvedeli Sele v naslednjem razdelku.

Trditev. Vsaka zvezna funkcija, katere definicijsko obmocje
je zaprt interval, je omejena.
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Dokaz: Naj bo f taka zvezna funkcija, da je D(f) = [a,b]. Ce funkcija
f ne bi bila navzgor omejena, potem bi za vsako naravno Stevilo n obstajal
tak ¢, € [a,b], da bi veljalo f(¢,) > n. Ker je zaporedje ¢, omejeno,
ima konvergentno podzaporedje d, = cg,. Pisimo d = lim, .o d,. Ker
je funkcija f zvezna v d, velja lim, .o f(d,) = f(d). Ce vzamemo e = 1,
potem obstaja tak mng, da za n > ng velja f(d) — 1 < f(d,) < f(d) + 1.
Odtod in iz f(d,) = f(cg,) > ¢n sledi, da je ¢, < f(d) +1 za vsak n, kar je
protislovje s predpostavko, da je ¢,, strogo narascajoce. Podobno dokazemo,
da je funkcija f navzdol omejena, lahko pa uporabimo tudi dejstvo, da je
po gornjem funkcija —f navzgor omejena, saj je —f zvezna in D(—f) =
[a, b]. O

Predpostavka, da je D(f) zaprt interval je bistvena.

Primer. Glavna veja funkcije tangens je zvezna, vendar ni niti navzgor
niti navzdol omejena.

Trditev. Vsaka zvezna funkcija, katere definicijsko obmocje
je zaprt interval, zavzame v neki tocki najvec¢jo vrednost.

Dokaz: Naj bo f taka zvezna funkcija, da velja D(f) = [a,b]. Dokazali
smo, da je mnozica Z(f) navzgor omejena, torej ima po Dedekindovi last-
nosti supremum M = sup Z(f). Stevilo M — % ni zgornja meja mnozice
Z(f) za nobeno naravno stevilo n. Obstaja torej tako zaporedje ¢, € [a, b],
da velja f(c,) > M—% za vsak n. Ker je zaporedje ¢, omejeno, ima konver-
gentno podzaporedje d,, = cg,,. PiSimo d = lim,, o d,,. Trdimo, da funkcija
f v tocki d zavzame vrednost M. Po metodi senvica iz M > f(d,) >
M — % sledi, da je lim,, o f(dy) = M. Ker je funkcija f zvezna v d, velja
lim f(d,) = f(d). Torej je f(d) = M. O

Ce je stevilo M najvecja vrednost funkcije —f na intervalu [a,b],
je Stevilo —M najmanjsa vrednost funkcije f na tem intervalu. Velja
torej naslednja trditev.

Trditev. Vsaka zvezna funkcija, katere definicijsko obmocje
je zaprt interval, zavzame v neki tocki najmanjso vrednost.

Tocka (c, f(c)) je globalni maksimum funkcije f, ¢e za vsak
x € D(f) velja f(x) < f(¢). Podobno je tocka (c, f(c)) globalni
minimum funkcije f, ¢e za vsak x € D(f) velja f(x) < f(c). Skupno
ime za globalni minimum in globalni maksimum je globalni ekstrem.
Zgoraj smo dokazali, da ima vsaka zvezna funkcija na zaprtem inter-
valu vsaj en globalni maksimum in vsaj en globalni minimum, lahko pa
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se zgodi, da ima funkcija ve¢ globalnih maksimumov in ve¢ globalnih
minimumov.

Primer. Funkcija f: z — (22 — 1)2, D(f) = [-2,2], zadosca 9 >
f(z) > 0 pri vsakem = € D(f). Enacba f(z) = 0 ima dve resitvi, —1
in 1. Torej ima funkcija f dva globalna minimuma, (—1,0) in (1,0).
Tudi enacba f(z) = 9 ima dve resitvi, —2 in 2. Zato ima funkcija f
dva globalna maksimuma, (—2,9) in (2,9).

Na odprtem intervalu je zvezna funkcija lahko neomejena, kar pomeni,

da nima nujno globalnih ekstremov, pa tudi kadar je omejena ni nujno
da jih ima.
Primer. Za funkcijo f: x — 2%, D(f) = (=1,1), veljasup Z(f) = 1
in inf Z(f) = 1. Vendar max Z(f) in min Z(f) ne obstajata. Zato
funkcija f nima nobenega globalnega minimuma in nobenega global-
nega maksimuma.

4.7. Potrebni pogoj za lokalni ekstrem

Tocka (c, f(c)) je lokalni maksimum, ¢e obstaja tak § > 0, da
velja f(z) < f(c) za vsak x € D(f)NO(c,0). Geometrijsko to pomeni,
da je tocka (c, f(c)) globalni maksimum skréitve f|o(,s). Podobno je
z lokalnimi minimumi. Lokalnim maksimumom in lokalnim minimu-
mom pravimo z eno besedo lokalni ekstremi. Vsak globalni ekstrem
funkcije f je tudi lokalni ekstrem, obratno pa obicajno ni res.

Glavni rezultat tega razdelka je Fermatov izrek.

Fermatov izrek. Ce je funkcija f definirana in odvedljiva
v vsaki tocki iz odprtega intervala (a, b) in zavzame lokalni
ekstrem v tocki ¢ € (a,b), potem je f’(c) = 0.

Dokaz: Ce funkcija f v tocki ¢ zavzame lokalni maksimum, potem ob-
staja tak 6 > 0, da velja f(z) < f(c) za vsak = € (¢ — §,c+ §). Vzemimo
poljubno zaporedje a, v (¢ — d,¢), ki limitira proti c¢. Za vsak n velja
ap —c¢ < 0 in f(a,) — f(c) < 0, torej je Han)=f(9) > . Odtod sledi,

da je f'(c) = lim% > 0. Vzemimo sedaj poljubno zaporedje b, v
(c,c+6), ki limitira proti c¢. Za vsak n velja b, —c > 01in f(b,) — f(c) <0,
tako da je w < 0. Odtod sledi, da je f'(c) = lim% < 0.

Zaradi f'(c) > 0 in f'(¢) <0 mora veljati f/'(c) = 0. O

Obrat Fermatovega izreka ne drzi. Niéle funkcije f’ niso nujno
lokalni ekstremi funkcije f, kot pokaze naslednji primer.
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Primer. Vzemimo f(z) = 2% in ¢ = 0. Potem je f’(c) = 0, vendar

f ne zavzame lokalnega ekstrema v tocki ¢, saj je levo od ¢ pozitivna,
desno od ¢ pa negativna.

Kako bi za dano funkcijo f poiskali vse njene lokalne (in globalne)
ekstreme? Metoda, ki jo bomo skicirali, deluje za odvedljive funkcije
na zaprtem intervalu.

(1) Najprej preveri, ¢e f res zados¢a gornjim predpostavkam in
izracunaj f’.

(2) Dolo¢i kandidatke za lokalni ekstrem. To so resitve enacbe
f'(x) = 0 skupaj z robnima tockama intervala.

(3) Izracunaj vrednost f v vsaki kandidatki. V tisti, kjer je vred-
nost najvecja, zavzame f globalni maksimum, kjer je vrednost
najmanjsa pa globalni minimum.

(4) Kasneje bomo spoznali dve metodi, tako imenovani prvi in
drugi zadostni pogoj za lokalni ekstrem, s katerima lah-
ko za skoraj vsako kandidatko ugotovimo ali f v njej zavzame
lokalni ekstrem ali ne.

Primer. Doloci globalne ekstrem funkcije
f(z) =22 —2* €[22
Najprej doloc¢imo kandidatke za lokalni ekstrem. Ker je f'(z) = 4z —
423 = 4x(1 — %), so resitve enacbe f'(z) = 0 tocke x = —1, z = 0 in
x = 1. Poleg teh treh tock, sta kandidatki Se robni tocki x = —2 in
x = 2. V vsaki od teh petih kandidatk izracunajmo vrednost funkcije
f:
v |-2]-1]0[1]2

flx)|-8] 1 |0]1]-8
Najmanjsa vrednost v spodnji vrstici je —8, torej f zavzame globalni
minimum v x = —2 in x = 2. Najve¢ja vrednost v spodnji vrstici je 1,
zato f zavzame globalni maksimum v x = —1in z = 1.

4.8. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija odvoda)
(a) Kako je definiran odvod funkcije v tocki?
(b) Dokazi, da iz odvedljivosti sledi zveznost!
(c) S primerom pokazi, da funkcija, ki je zvezna v neki tocki,
ni nujno tudi odvedljiva v tej tocki!
(2) (Pravila za odvajanje)

(a) Formuliraj pravili za odvajanje vsote in razlike. Enega
dokazi!
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(b) Formuliraj pravili za odvajanje produkta in koli¢nika. Enega
dokazi!
(c¢) Napisi pravili za odvajanje kompozituma in inverzne funkcije.
Enega dokazi!
(3) (Geometrijski in fizikalni pomen odvoda)
(a) Kako izracunamo povprecno hitrost?
(b) Kako izra¢unamo trenutno hitrost?
(c) Kako se glasi enacba sekante?
(d) Kako se glasi enacba tangente?
(4) (Krivinski polmer)
(a) Kako izra¢unamo normalo na graf funkcije f v tocki (a, f(a))?
(b) Kako izracunamo sredisce kroznice, ki se v tocki (a, f(a))
najbolje prilega grafu funkcije f7
(¢) Izpelji formulo za krivinski polmer funkcije f v tocki a!
(5) (Globalni ekstremi)
(a) Povej definicijo globalnega ekstrema funkcije!
(b) Formuliraj izrek, ki zagotavlja obstoj globalnih ekstremov!
(¢) Kako dolo¢imo kandidate za globalni ekstrem?
(d) Kako ugotovimo, kateri od kandidatov je zares globalni
ekstrem?
(6) (Lokalni ekstremi)
(a) Povej definicijo lokalnega ekstrema funkcije!
(b) Kaksna je zveza med lokalnimi in globalnimi ekstremi
funkcije?
(¢) Formuliraj potrebni pogoj za nastop ekstremal
(d) S primerom pokazi, da potrebni pogoj za nastop lokalnega
ekstrema ni tudi zadosten!






POGLAVJE 5

Nacrtovanje grafov funkcij

5.1. Rolleov in Lagrangeov izrek

Rolleov izrek je pomozni izrek, s katerim dokazemo tri pomembne
izreke:

e Lagrangeov izrek, ki nam bo pomagal poiskati zvezo med
lastnostmi odvoda f’ in lastnostmi grafa funkcije f,

e Cauchyjev izrek, ki nam bo pomagal dokazati L’Hospitalovo
pravilo za rac¢unanje limit in

e Taylorjev izrek, ki je posplositev Langrangeovega.

Rolleov izrek. Ce je funkcija f definirana na [a, b], zvezna
v a in b, odvedljiva v vsaki tocki iz (a, b) in ¢e velja f(a) =
f(b), potem obstaja taka tocka c € (a,b), da je f’(c) = 0.

Dokaz: Glavni sestavini dokaza sta Fermatov izrek, ki daje potrebni
pogoj za lokalni ekstrem, in izrek o obstoju globalnih ekstremov zveznih
funkcij na zaprtem intervalu. Vzemimo poljubno funkcijo f, ki zadosca
predpostavkam izreka. Potem je f zvezna v vsaki toCki zaprtega intervala
[a,b]. Za robni tocki smo to predpostavili, za notranje tocke pa to sledi
iz odvedljivosti. Po izreku o obstoju globalnih ektremov zavzame f glo-
balni minimum v neki toc¢ki x; € [a,b] in globalni maksimum v neki tocki
zy € [a,b]. Ce x; lezi v odprtem intervalu (a,b), potem po Fermatovem
izreku velja f'(x1) = 0, tako da za iskani ¢ lahko vzamemo z;. Podobno
lahko vzamemo ¢ = x9, ¢e x2 € (a,b). Ostane Se primer, ko sta x; in xg
robni toc¢ki intervala [a,b]. 1z predpostavke f(a) = f(b) potem sledi, da je
f(xz1) = f(x2). Po definiciji globalnih ekstremov je f(x1) < f(x) < f(x2)
za vsak x € [a,b]. Ker je f(x1) = f(x2), odtod sledi, da je f(z) konstantna
funkcija. V tem primeru lahko torej za ¢ vzamemo katerokoli tocko iz (a, b),
recimo ¢ = “TH]. ([

Geometrijsko si vsebino Rolleovega izreka predstavljamo takole.
Vzemimo funkcijo f, katere graf je nad intervalom [a,b] nepretrgan

like globine dvigamo vodoravno premico, dokler ne zadane grafa. Ce
91
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zadane graf v kaki nerobni tocki (zy, f(x1)), potem je zaradi nezloml-
jenosti grafa to vodoravna tangenta. Se pravi, da je f'(x;) = 0 in lahko
vzamemo ¢ = x;. Kadar to ne deluje, spuscamo vodoravno premico
iz velike visine, dokler ne zadane grafa. Ce zadane graf v kaki ner-
obni tocki (z9, f(x2)), potem je vodoravna tangenta. Se pravi, da je
f'(x3) = 0 in lahko vzamemo ¢ = x5. Ce tudi to ne deluje, potem je f
konstantna funkcija in za ¢ lahko vzamemo katerokoli nerobno tocko.
Predpostavka f(a) = f(b) iz Rolleovega izreka je redko izpolnjena.
Lagrangeov izrek te predpostavke ne potrebuje, zato je uporabnejsi.

Lagrangeov izrek. Ce je funkcija f definirana na [a, b],
zvezna v a in b in odvedljiva v vsaki tocki iz (a,b), potem
obstaja taka tocka ¢ € (a,b), da velja f(b) — f(a)
f'(c)(b— a).

Dokaz: Pokazimo najprej, da funkcija

o(@) = f(@) — f(a) - L0 Do )

zadoScéa predpostavkam Rolleovega izreka. Ocitno je g definirana na [a, b].
Ker je funkcija x — f(a) + W(m — a) elementarna in definirana v a in
b, je tudi zvezna v a in b. Po predpostavki je f zvezna v a in b. Torej je g
razlika dveh funkcij, ki sta zvezni v ¢ in b in je zato sama zvezna. Za vsako
tocko x € (a,b) velja
! ! f(b) — f(a)
g (z) = f(z) - T h_a
tako da je g odvedljiva v z. Ker je g(a) = 0 in g(b) = 0, velja g(a) = g(b).
Sedaj nam Rolleov izrek pove, da obstaja taka tocka ¢ € (a,b), v kateri
je odvod funkcije g enak 0. Iz formule za ¢’ sledi f’( ) = (bl)) (J:(“). Po
mnozenju z b — a dobimo Zzeleno formulo f(b) — f(a) = f'(¢)(b — a). O

Geometrijski pomen Lagrangeovega izreka je podoben pomenu Rolle-
ovega izreka. Premikamo premico, ki je vzporedna sekanti skozi tocki
(a, f(a)) in (b, f(b)). Enacba te sekante je

v= s+ 1O )

Primerna vzporednica te sekante postane tangenta na graf v neki nerob-

ni tocki (¢, f(c)). Zaradi vzporednosti sta smerni koeficient tangente in
smerni koeficient sekante enaka. Prvi je enak f'(c), drugi pa L (b) f fO)=fla),

Torej je res f'(c) = W za nek ¢ € (a,b).
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5.2. Narascajoce in padajoce funkcije

Ponovimo najprej osnovne definicije. Funkcije f je

e naraScajoca, ¢e za poljubna x1, o € D(f), ki zadoscata z; <
o, velja f(x1) < f(z2);

e strogo narasc¢ajoca, ¢e za poljubna 1, xs € D(f), ki zadoscata
x1 < xg, velja f(21) < f(z2);

e padajoca, ¢e za poljubna x1, 5 € D(f), ki zadoscata 1 < x,
velja f(x1) > f(x2);

e strogo padajoca, ¢e za poljubna x1,zs € D(f), ki zadoscata
Ty < To, velja f(x1) > f(z2).

Funkcija je monotona, ce je bodisi narasc¢ajoc¢a bodisi padajoca, ozi-
roma strogo monotona, ce je bodisi strogo narascajoca bodisi strogo
padajoca.

Glavni rezultat tega razdelka je naslednja povezava med monoto-
nostjo in predznakom odvoda.

Trditev. Ce je f odvedljiva funkcija in je D(f) povezana
mnozica (se pravi interval, poltrak ali realna os), potem
veljajo naslednje trditve:

e Ce f/(x) > 0 za vsak = € D(f), je f naracajoca.
e Ce f'(x) < 0 za vsak = € D(f), je f padajoca.
e Ce f'(x) > 0 za vsak = € D(f), je f strogo
naracajoca.
e Ce f'(x) < 0 za vsak = € D(f), je f strogo
padajoca.
Pri prvih dveh trditvah velja tudi obrat, pri drugih dveh
pa ne.

Dokaz: Dokazali bomo samo prvo trditev, ker je dokaz ostalih treh skoraj
enak. Recimo, da je f odvedljiva funkcija, D(f) povezana mnozica in velja
f'(x) > 0 za vsak x € D(f). Radi bi dokazali, da je potem f narascajoca
funkcija. Vzemimo poljubni stevili x1,x9 € D(f), za kateri velja 21 < x3.
Ker je D(f) povezana mnozica, je [x1,r2] C D(f). Skré¢itev f|;, ., zadosca
predpostavkam Lagrangeovega izreka, zato obstaja tak ¢ € (z1, z2), da velja
f(z2) — f(x1) = f'(c)(x2 — x1). Po predpostavki je f'(¢) > 0in xo — 21 > 0,
zato je f'(¢)(xg — x1) > 0. Sledi, da je f(x2) — f(z1) > 0, kar smo zeleli
dokazati.

Dokazimo sedaj obrat prve trditve. Skoraj enako se dokaze tudi obrat
druge trditve. Recimo, da je f odvedljiva in narascajoca funkcija, D(f) pa
je povezana mnozica. Za poljubni razliéni stevili ¢,z € D(f) potem velja



94 5. NACRTOVANJE GRAFOV FUNKCIJ

t—x

(= )—hm () f()>()

S primerom pokazimo, da obrat tretje trditve ne drzi. Funkcija f(z) =
x® je strogo naraic¢ajoca, vendar njen odvod ni strogo pozitiven, saj velja
f/(0) = 0. S spremembo predznaka dobimo primer, ki ovrze obrat cetrte
trditve. O

[O)-f@) > 0 (lo¢iti moramo primera ¢t > x in t < z). Odtod sledi, da je
f

Ce D(f) ni povezana mnozica, potem gornji izrek obi¢ajno ne velja.

Primer. Funkcija f(x) = i ima odvod f'(z) = —:B—IQ, ki je povsod
negativen. Vendar funkcija ni padajoca, sajje —1 < Lin f(—1) < f(1).
Problem je v tem, da D(f) = R\ {0} ni povezana mnozica.

Oglejmo si Se tole zanimivo posledico izreka.

Trditev. Ce je f odvedljiva funkcija in D(f) povezana
mnozica, potem je f konstantna funkcija natanko tedaj, ko
je f'(x) = 0 za vsak = € D(f).

Dokaz: Funkcije f je konstantna natanko tedaj, ko je tako naraScajoca
kot padajoca. Po izreku to velja natanko tedaj, ko velja f/(x) > 0in f'(z) <
0 za vsak = € D(f). Se pravi natanko tedaj, ko je f'(z) = 0 za vsak
x € D(f). O

Tudi pri uporabi te posledice ne smemo pozabiti na predpostavko
o povezanosti D(f).

Primer. Za funkcijo

1+z

— arctgz — arct
f(z) = arctg x arctg T ——

velja f'(z) = 0 za vsak x 7é 1, vendar f ni konstantna, saj je f(0) =
0-%=-71in f(V3) =1 — ( %) = ?jT”. Spet je problem v tem, da
D(f) = R\ {1} ni povezana mnozica.

5.3. Konveksne in konkavne funkcije

Funkcija f je
e konveksna, ¢e za poljubne a,z,b € D(f), ki zadoscajo a <
v < b, velja f(z) < f(a) + LO=L@ (5 _ q),
e konkavna, ¢e za poljubne a,z,b € D(f), ki zadoscajo a <
x < b, velja f(z) > f(a )+f(bb a( )(a:—a);
e strogo konveksna, ¢e za poljubne a, z,b € D(f), ki zadoscajo
a<x<b, velja f(z) < f(a) + fb) f(a)(x a);



5.3. KONVEKSNE IN KONKAVNE FUNKCIJE 95

e strogo konkavna, ¢e za poljubne a,z,b € D(
a <z <b, velja f(z) > f(a )—I—fb) f(a)( —a).

Kaj to pomeni graficno? Premica y = f(a) + %(m — a) je ravno
sekanta skozi tocki (a, f(a)) in (b, f(b)). Pri konveksnih funkcijah torej
za poljubna a in b iz D(f) sekanta skozi (a, f(a)) in (b, f(b)) lezi nad
delom grafa med (a, f(a)) in (b, f(b)) (glej levo skico), pri konkavnih
pa pod (glej desno skico).

y y

f), ki zadoscajo

~
~
~
~

@f@ - @f@/ -
~ S X
w

~

<
~
~
~
~

Glavni rezultat tega razdelka nam pove, kako s pomocjo odvoda
ugotovimo ali je funkcija konveksna.

Trditev. Ce je funkcija f odvedljiva in je D(f) povezana
mnozica, potem so ekvivalentne naslednje trditve:

(1) funkcija f je konveksna;

(2) za poljubna a,x € D(f) velja f(x) > f(a) +

f'(a)(z — a);

(3) odvod f’ je narascajoca funkcija.
Ob dodatni predpostavki, da je f dvakrat odvedljiva, so te
tri trditve ekvivalentne s trditvijo

(4) f"(x) > 0 za vsak x € D(f).

Dokaz: Dokazimo, da iz (1) sledi (2). Vzemimo poljubna a,z € D(f),
pri cemer a # x, in poljuben ¢ med @ in xz. Pokazimo najprej, da velja
ft) = fla) < M(t —a). Cejea<t< x, potem to sledi iz definicije

r—a
konveksne funkcije. Ce pa je ¢ < t < a, potem iz definicije konveksne

funkcije sledi, da je f(t)— f(z) < e ) (I)( —x). K tej neenakosti pristejmo
enakost f(x) — f(a) = M(CC — a), pa spet dobimo gornjo neenakost.

Pomnozimo sedaj gornjo neenakost s stevilom $=>, ki je v obeh primerih

pozitivno. Dobimo W(x —a) < f(x) — f(a), odkoder z limitiranjem ¢
proti a dobimo f’(a)(x —a) < f(x) — f(a).

Dokazimo, da iz (2) sledi (1). Vzemimo poljubne a,z,b € D(f), ki
zadoscajo a < x < b. Iz (2) sledi, da je f(b) > f(z) + f'(x)(b — z) in
fla) > f(z) + f'(z)(a — z). Prvo neenakost pomnozimo z z —a > 0,
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drugo pa z b —x > 0 in ju sestejmo. Dobimo f(b)(z — a) + f(a)(b—x) >
f(@)(x—a)+ f(x)(b—x). Desno stran preoblikujemo v f(x)(b— a), levo pa
v f(a)(b—a)+ (f(b) — f(a))(z — a). Na koncu se delimo z b —a > 0, da
dobimo f(a) + W(m —a) > f(z).

Dokazimo, da iz (2) sledi (3). Vzemimo poljubna a,b € D(f), ki zados-
cata a < b. Iz (2) sledi, da za vsak € D(f) velja f(z) > f(a)+ f'(a)(z—a)
in f(z) > f(b) + f'(b)(z — b). Ce v prvo neenakost vstavimo z = b, v drugo
pa x = a, dobimo f(b) > f(a)+ f'(a)(b—a) in f(a) > f(b) + f'(b)(a — b).
Odtod sledi f/(a) < fO=1@) < p1(p),

Preostane Se dokaz, da iz (3) sledi (2). Recimo, da je f’ narascajoca
funkcija. Vzemimo poljubna a,z € D(f). Ce x < a, potem po La-
grangeovem izreku obstaja tak ¢ € (z,a), da velja f(a)— f(x) = f'(c)(a—x).
Ker je f' narascajocain ¢ < a, je f'(¢) < f'(a). Ker je a—z > 0, odtod sledi,
daje f'(c)(a—z) < f'(a)(a—z). Torej je res f(z) — f(a) > f'(a)(x —a). Ce
pa je x > a, potem po Lagrangeovem izreku obstaja tak ¢ € (a, ), da velja
f(x) = f(a) = f'(¢)(z — a). Ker je f’ naraséajoca in a < ¢, je f'(a) < f'(c).
Ker je z — a > 0, odtod sledi, da je f'(c)(x —a) > f'(a)(z — a). Torej je
spet f(z) — f(a) 2 f'(a)(z —a).

Zadnja trditev sledi iz dejstva, da je funkcija g = f’ naras¢ajoc¢a natanko
tedaj, ko za njen odvod velja ¢'(x) > 0 pri vsak = € D(g). Mnozica D(g) je
seveda povezana, saj je enaka D(f). O

Geometrijski pomen druge tocke iz prejsnje trditve je, da konveksna
funkcija lezi nad vsako svojo tangento. Tretja tocka pa pove, da smerni
koeficient tangent narasca, ko se gibljemo proti desni.

Funkcija f je konkavna natanko tedaj, ko je funkcija —f konvek-
sna, zato iz gornjega rezultata dobimo tudi karakterizacijo konkavnih
funkcij.

Trditev. Ce je funkcija f odvedljiva in je D(f) povezana,
potem so ekvivalentne naslednje trditve:

(1) funkcija f je konkavna;

(2) za poljubna a,x € D(f) velja f(z) < f(a) +

f'(a)(z — a);

(3) f’ je padajoca funkcija.
Ob dodatni predpostavki, da je f dvakrat odvedljiva, so te
tri trditve ekvivalentne s trditvijo:

(4) f"(z) <0 zavsak x € D(f).

Torej konkavna funkcija lezi pod vsako svojo tangento in smerni koefi-
cient tangent pada, ko se gibljemo proti desni.

Krajsi premislek pokaze, da iz gornjih dveh rezultatov dobimo tudi
ustrezna rezultata za strogo konveksne in strogo konkavne funkcije.
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Trditev. Ce je funkcija f odvedljiva in je D(f) povezana,
potem so ekvivalentne naslednje trditve:

(1) funkcija f je strogo konveksna (oziroma strogo
konkavna);

(2) za poljubna a,x € D(f), ki zados¢ata a # =z, je
f(x) < f(a) + f'(a)(x — a) (oziroma f(z) > f(a)+
F(a) (@ — a));

(3) f’ je strogo naraScajoca (oziroma strogo padajoca)
funkcija.

Te tri trditve so recimo izpolnjene v primeru, ko je f
dvakrat odvedljiva in velja f”(x) > 0 (oziroma f”(x) < 0)
za vsak x € D(f).

Tocki, v kateri funkcija preide iz konveksne v konkavno ali iz kon-
kavne v konveksno, pravimo prevoj. Ce je (a, f(a)) prevoj funkcije f
in je f dvakrat odvedljiva, potem je f”(a) = 0. Ni pa vsaka tocka a, v
kateri je f”(a) = 0 nujno prevoj.

Primer. Vzemimo f(x) = z* in a = 0. Potem je f”(a) = 0, vendar a
ni prevoj, saj je f”(z) = 122* > 0, torej je f konveksna tako levo kot
desno od a.

Je pa tocka a zanesljivo prevoj funkcije f, ¢e je funkcija f dvakrat
odvedljiva na neki okolici tocke a in ¢e f” spremeni predznak v tocki
a.

Primer. Vzemimo f(z) = z® in a = 0. Ker f’(z) = 6x spremeni
predznak v tocki a, je ta tocka prevoj funkcije f.

5.4. Recept za nacrtovanje grafov

S pomocjo prvega in drugega odvoda funkcije f lahko dokaj natanéno
skiciramo graf funkcije f. Recept je takle.

(1) Najprej doloci definicijsko obmoéje D(f). Ce D(f) ni povezana
mnozica, jo razrezi na intervale in poltrake.

(2) Izracunaj limite funkcije f v robnih toc¢kah vseh intervalov in
poltrakov iz tocke (1). Ce je limita funkcije f v robni tocki a
neskonéna, értkano narisi navpiéno asimptoto z = a. Ce pa je
limita f v robni tocki a kon¢na in enaka L, potem narisi tocko
(a,L).

(3) Ce D(f) ni navzgor omejena, izracunaj limito funkcije f v oo
in ¢e D(f) ni navzdol omejena, izracunaj limito funkcije f v
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—o0. Ce je katera od teh limit konéna, értkano narisi ustrezno
vodoravno asimptoto.

(4) Izracunaj f"in f”.

(5) Resienacbe f(z) =0, f'(x) =01in f"(z) = 0. Za vsako resitev
a ene od teh enacb narisi tocko (a, f(a)).

(6) Skozi vsako tocko (a, f(a)), ki si jo ze narisal, potegni ¢rtkano
premico s smernim koeficientom f’(a). Ta premica je tangenta
na graf funkcije f v tocki (a, f(a)), zato se ji mora graf v blizini
(a, f(a)) dobro prilegati.

(7) Doloci intervale, kjer je f > 0 in intervale, kjer je f < 0.
Doloci intervale, kjer je f' > 0 in intervale, kjer je f < 0.
Doloci intervale, kjer je f” > 0 in intervale, kjer je f” < 0.

(8) Vsak par sosednjih tock, ki si jih Ze narisal, dolo¢a nek interval,
na katerem imajo funkcije f, f’, f” konstanten predznak. Na
tem intervalu lahko sedaj priblizno skiciras graf funkcije f.
Pazi, da se graf prilega ustreznim premicam.

Oglejmo si uporabo tega recepta na dveh primerih.

Primer. Skicirajmo graf funkcije
f(z) =2 — 32° + 2z.

Ker je D(f) = R povezana mnozica, lahko takoj presko¢imo na korak
(3). Limiti v 200 sta neskonéni, zato ni vodoravnih asimptot. Prvi in
drugi odvod funkcije f sta

fl(x)=32>-62+2 in f’(z)=6x—6.

Resitve enacbe f(xz) = 0so x; =0, z2 = 1 in x3 = 2. Resitvi enacbe
f'(x)=0stazy =1+ \/ig ines;=1- \/ig Resitev enacbe f”(z) =0 je
xg = 1, ki slu¢ajno sovpade z z5. Sedaj narisemo tocke (x;, f(z;)) za
vsak i =1,...,6. To so

14 1 -2 1 2

V3'3v3 V3'3v3
Sesto smo izpustili, ker sovpada z drugo. Za vsak i = 1,...,6 ¢rtkano
narisemo premico y = f(z;) + f'(x;)(z — x;). To so premice

-2 2
= 2z, =1-—=x, =2x —4, = —— in = —.
Y (Y Y 33 Y 33
Tudi tokrat smo Sesto izpustili, ker sovpada z drugo.
Uredimo tocke x; po velikosti: 1 < x5 < 9 = x4 < x4 < x3. Na
vsakem od Sestih odsekov, ki jih te tocke dolocajo, dolo¢imo predznake

(0,0), (1,0), (2,0), ( ) in (1 ).



5.4. RECEPT ZA NACRTOVANJE GRAFOV 99

funkcij f, f" in f”.

T flz) f'(z) f"(z)
x <0 — + -

1
1—7§<x<11 + — —
1<a:1<1+7g — — +
I+ 7 <e<2] - + +
2< <00 + + +

Na prvem odseku je torej funkcija strogo negativna, strogo narasc¢ajoca
in strogo konkavna, podobno premislimo za ostale odseke. Sedajimamo
dovolj podatkov, da lahko skiciramo graf.

Primer. Skicirajmo graf funkcije

2z
J@) ="
Ker D(f) = R\ {1} ni povezana mnozica, moramo izracunati levo in
desno limito v tocki 1. Velja lim f(z) = 400 in lim+ flz) = —o0.
r—1— z—1

Odtod sledi, da je premica x = 1 edina navpi¢na asimptota funkcije
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f. Kerje lim f(x) =0 in lirf f(x) = 0, je premica y = 0 edina
vodoravna asimptota funkcije f. Prvi in drugi odvod funkcije f sta

by 24428 v 1227224 2°)
f(x)—m n f (@—W

Resitev enacbe f(x) = 0 je 1 = 0, resitev enacbe f'(z) = 0 je

Ty = —% in resitev enacbe f”(z) = 0 je x3 = —v/2. Tocke (z;, f(;)),

i=1,2,350 (0,0), (—5, —28) & (=0.79,~1.06) in (—¥/2,—27/2) ~
(—1.26,—0.84). Skozi prvo tocko nariSemo premico s smernim koefi-
cientom f'(x1) = 2, skozi drugo tocko premico s smernim koeficien-
tom f'(z2) = 0 in skozi tretjo tocko premico s smernim koeficientom

fi(za) = —%. Doloé¢imo Se predznake funkcij f, f' in f”.

T flz) fi(z) f(z)
T < —+/2 - - -

3 1
—\/§<x<—7§ — —
—%<x<0 —
O<ax<l1 +
1<z —

++ +
I+ 4+ +

Sedaj lahko skiciramo graf funkcije f.
y
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5.5. Zadostni pogoj za lokalni ekstrem

Spomnimo se, da Fermatov izrek, ki govori o potrebnem pogoju za
nastop ekstrema, pravi: ¢e funkcija f zavzame lokalni ekstrem v
tocki c in je odvedljiva na nekem odprtem intervalu, ki vsebuje
¢, potem je f'(¢) = 0. Vemo, da obrat tega izreka ne drzi. Ce
vzamemo namre¢ f(x) = 23 in ¢ = 0, potem je f'(c) = 0, vendar ¢ ni
lokalni ekstrem funkcije f. Torej poleg pogoja f'(¢) = 0 potrebujemo
Se kako dodatno predpostavko, ki bo zagotavljala, da je ¢ res lokalni
ekstrem. Vsaki taki predpostavki pravimo zadostni pogoj za nastop
lokalnega ekstrema. Ogledali si bomo dve.

Prvi zadostni pogoj za nastop lokalnega ekstrema: ce je

(1) funkcija f odvedljiva na nekem odprtem intervalu,
ki vsebuje tocko c,
(2) f'(¢) =0 in

(3) f’ spremeni predznak v tocki c,

potem funkcija f zavzame lokalni ekstrem v tocki c.

Dokaz: Recimo, da je funkcija f odvedljiva na nekem odprtem intervalu,
ki vsebuje tocko ¢ in da velja f’'(c) = 0. Ce funkcija f’ spremeni predznak v
¢, potem obstajata taki tocki a < cin b > ¢, da je
e bodisi f/(z) <0 za vsak xz € (a,c) in f/(x) > 0 za vsak = € (¢, b)
e bodisi f/(z) > 0 za vsak x € (a,¢) in f'(z) <0 za vsak x € (¢, b).

V prvem primeru je f na (a,c] padajoca in na [c, b) naras¢ajoca, v drugem
primeru pa obratno. V prvem primeru torej za vsak x € (a,b) velja f(z) >
f(e) v drugem pa f(z) < f(c). Torej zavzame v prvem primeru funkcija f
v tocki ¢ lokalni minimum, v drugem pa lokalni maksimum. U

Uporabimo izrek na preprostem primeru.

Primer. Dolo¢imo lokalne ekstreme funkcije
f(z) = 32" + 423,

Ker D(f) = R nima robnih tock, so kandidati za lokalne ekstreme samo
nicle funkcije f'(z) = 1223 + 1222, torej x = —1 in x = 0. Funkcija
f! spremeni v tocki x = —1 predznak iz — na +, tako da v tej tocki
zavzame lokalni minimum. Ker f’ ohrani pri prehodu skozi x = 0
predznak +, je v okolici te tocke strogo narascajoca, torej v tej tocki
nima lokalnega ekstrema.

Za boljso predstavo si oglejmo Se graf funkcije f.
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Drugi zadostni pogoj za nastop lokalnega ekstrema: ce je

(1) drugi odvod funkcije f definiran in zvezen na neki
okolici tocke c,

(2) f'(c) =0in

(3) f7(c) # 0,

potem funkcija f zavzame lokalni ekstrem v tocki c.

Dokaz: Ce je f”(c) > 0, potem je zaradi zveznosti f” pozitivna na ne-
kem odprtem intervalu, ki vsebuje c¢. Odtod sledi, da je f strogo konveksna
na tem intervalu, torej njen graf lezi nad tangento v tocki (¢, f(c)). Ker je
f'(c) = 0, je ta tangenta vodoravna, njena enacba pa se glasi y = f(c). Sledi
f(z) > f(c) za vsak z iz tega intervala. V temu primeru torej f zavzame
lokalni minimum v ¢. Podobno pokazemo, da zavzame v primeru f”(c) < 0
funkcija f v tocki ¢ lokalni maksimum. O

Primer. Dolo¢imo lokalne ekstreme funkcije

f(z) =22 + 32* — 122.
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Ker D(f) = R nima robnih tock, so kandidati za lokalne ekstreme samo
nicle funkcije f'(z) = 62 + 6x — 12, torej x = 1 ali x = —2. Drugi
odvod funkcje f je f"(z) = 122 + 6. Ker je f”(1) > 0 in f"(-2) < 0,
zavzame f v x = 1 lokalni minimum, v x = —2 pa lokalni maksimum.

Slabost drugega zadostnega pogoja je, da ne pove, kaj se zgodi v
primeru, ko je f”(¢) = 0. V tem primeru preverimo ali f” ohrani ali
spremeni predznak v ¢. V prvem primeru f zavzame lokalni ekstrem v
¢, v drugem pa ne. Lahko bi uporabili tudi prvi zadostni pogoj ali pa
kriterij z vi§jimi odvodi, ki ga bomo spoznali v poglavju o Taylorjevem
izreku.

Primer. Oglejmo si Se enkrat funkcijo f(x) = 3z + 423. Nicli prvega
odvoda sta z = —1 in x = 0. Velja f”’(—1) > 0 in f”(0) = 0. Drugi
zadostni pogoj nam pove, da f zavzame lokalni minimum vz = —1, o
tocki = 0 pa nam nicesar ne pove. Ker f”(z) = 3622 + 24x spremeni
predznak v x = 0, funkcija f v tej tocki ne zavzame lokalnega ekstrema.

Pozorni bralec se bo spomnil, da funkcija lahko zavzame lokalni
ekstrem tudi v robni tocki definicijskega obmocja. Vendar robna tocka
ni vedno lokalni ekstrem, kot pokaze naslednji primer.

Primer. Funkcija

x =0,

1
rsin=, x>0,
ro={ "
ima definicijsko obmocje [0,00), vendar v robni tocki 0 ne zavzame
lokalnega ekstrema, kar se vidi iz grafa.
5,
4,
3 [

1%n/\/\ A ‘

vy Wl 0.2 0. 0.4 0.5

© o © o ©

-0.1¢

-0. 2}

Zadostni pogoj, da funkcija f zavzame lokalni ekstrem v robni tocki
a, je, da je f’ ne spremeni predznaka na neki okolici a.
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5.6. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Rolleov in Lagrangeov izrek)
(a) Formuliraj Rolleov izrek!
(b) Formuliraj Lagrangeov izrek in ga izpelji iz Rolleovega
izrekal
(c) Pojasni geometrijski pomen Rolleovega in Lagrangeovega
izrekal
(2) (Monotone funkcije in odvod)
(a) Povej definicijo narascajoce funkcije!
(b) Naj bo f(x) taka funkcija s povezanim definicijskim obmoéjem,
daje f'(z) > 0 za vsak x. Dokazi, da je f(z) narascajocal
(¢) Funkcija f(z) = —2 zado$ta f'(z) > 0 za vsak z € D(f),
vendar ni narascajoca, ker f(—1) > f(1). V ¢em je prob-
lem?
(3) (Konveksne in konkavne funkcije)
(a) Kaksni sta definiciji konveksnih in konkavnih funkcij?
(b) Kako dolo¢imo konveksnost in konkavnost s prvim odvodom?
(¢) Kako dolo¢imo konveksnost in konkavnost z drugim odvodom?
(4) (Prevoj)
(a) Kaj je definicija prevoja?
(b) Formuliraj potrebni pogoj za prevoj s pomocjo drugega
odvodal
(c¢) Formuliraj zadostni pogoj za prevoj s pomocjo drugega
odvodal
(5) (Zadostni pogoj za lokalni ekstrem)
(a) Povej definicijo in formuliraj potrebni pogoj za nastop
lokalnega ekstremal
(b) Formuliraj zadostni pogoj za nastop lokalnega ekstrema
s prvim odvodom!
(c¢) Formuliraj zadostni pogoj za nastop lokalnega ekstrema
z drugim odvodom!
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Taylorjev izrek

6.1. L’Hospitalovo pravilo

L’Hospitalovo pravilo je recept za racunanje limit oblike lim %,

r—a

kjer je f(a) = g(a) = 0. Pravi, da se taka limita ne spremeni, ¢e Stevec
in imenovalec odvajamo.

L’Hospitalovo pravilo: ce sta f in g taki funkciji, da velja

e f(a) =0 in g(a) =0,
e obstaja taka okolica tocke a na kateri sta f in g
odvedljivi in na kateri velja g(x) # 0 in g'(x) # 0
za vsak x # a,
e obstaja limita lim £
x—a 9 ()
f(=)

potem obstaja tudi limita lim 2@ in velja

f@ (@)

li = lim .
r—a g(w) r—a g’(a))

Dokaz: Po predpostavki obstaja taka okolica O(a, €), na kateri sta funk-
ciji f in g odvedljivi in na kateri velja g(z) # 0 in ¢'(x) # 0 za vsak x # a.
Vzemimo poljuben z € O(a,€) \ {a} in si oglejmo funkcijo

o(t) = g(t) f(z) — f(t)g(x).
Ker sta f in g odvedljivi na O(a,¢€), je tudi ¢ odvedljiva na O(a,€). Ker
je f(a) = 0in g(a) = 0, je tudi ¢(a) = 0. Ocitno je ¢(z) = g(z)f(x) —
f(x)g(x) = 0. Torej ¢ zadosca predpostavkam Rolleovega izreka. Zato
obstaja tak ¢ med a in z, da velja ¢'(c) = 0. Ker je ¢'(t) = ¢'(t)f(x) —
f'(t)g(x), sledi, da je ¢'(c)f(x) — f'(c)g(x) = 0, torej je % = 518 Ko z
priblizujemo k a, se tudi ¢ priblizuje k a, saj lezi med a in x, zato je

NIC R LR ()

r—a g(ag) o zlirtlz g’(c) o cgrzlz g/(c)'

Zadnja limita je seveda enaka lim £ (z), O
z—a 9'(2)

105
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Uporabimo to pravilo na primeru.
Primer. Izracunaj limito
. 1l—cosz
lim ————.
x—0 172
Po L’Hospitalovem pravilu je

. l—cosz . (1—cosz) . sinx
lim ——— = lim ————* = lim —— = —.
r—0 ;[,'2 x—0 (xQ)I x—0 2:1;‘ 2

Pri zadnjem enacaju smo upostevali, da je hn% Enz _ q,

Nekaj opomb.
(1) Ce je ¢'(a) # 0, lahko L'Hospitalovo pravilo dokazemo preprosteje.

f@=f@)  lim {221
po ) TR TS P f)
z—a g(x) a—a % lim w g(a) a—ag(x)

(2) L’Hospitalovo pravilo lahko uporabimo tudi veckrat zaporedoma.

Ce velja f(a) = f'(a) = ... = f®Y(a) = 0in gla) = ¢'(a) = ... =
gV (a) = 0, potem je

! (n)
lim@ = lim f/(x) =...=lim / (:1:)
aag(r)  a—ag(z) a—a g ()
(3) Limita lim Z; ég lahko obstaja tudi v primeru, ko limita lim % ne

obstaja. Vzemimo, recimo, funkciji f(x) = sin(1/z) in g(x) = 1/z ter
a = 0. Ker za vsak = velja —z < f(x)/g(z) < x, nam metoda sendvica
pove, da je prva limita enaka ni¢. Druga limita je enaka hII(l] cos(1/x).
Ko narigemo graf funkcije cos(1/x), vidimo, da ta limita ne obstaja.
(4) Podobno kot v prvotnem dokazu L’Hospitalovega pravila lahko
dokazemo naslednjo posplositev Lagrangeovega izreka.

Cauchyjev izrek: Ce sta funkciji f in g odvedljivi na odprtem inter-
valu (a,b), zvezni v a in b in je ¢'(x) # 0 za vsak = € (a,b), potem

obstaja tak ¢ € (a,b), da velja f§b§ f(( )) L Ecg

6.2. Diferencni koli¢niki visjega reda
Za vsako funkcijo f in Stevilo A definiramo novo funkcijo k,f s

predpisom

(k@) = LEF =@,
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Kaj se zgodi, ¢e v tej definiciji zamenjamo f s k,f? Dobimo

(knf)(x + h) = (knf) ()
h

fa+2h)—f(a+h) _ fla+h)—f(z)
h h

h
flz+2h) —2f(x+ h)+ f(z)
h2

(knknf)(x) =

Ce v tej formuli ponovno zamenjamo f s kj, f, dobimo

(Fnknf) (2 + h) — (knknf)(x)

(knkpknf)(x) = h
f(ac+3h)72f(2c;r2h)+f(a:+h) . f(m+2h)f2£2(w+h)+f(:v)
- h
~ f@+3h) =3f(x+2h) +3f(z+h) — f(z)
- 73 .

Izrazu kpky, - - - knf, kjer kp nastopa n-krat, pravimo n-ti diferenc¢ni
koli¢nik funkcije f. Oznacimo ga tudi s k£ f. S popolno indukcijo po
n zlahka dokazemo naslednjo trditev.

Trditev. Za vsako naravno Stevilo n in vsako funkcijo f,
ki je definirana v tockah =, x + h,...,x 4+ nh, velja

(58 () = Zimal WO e i)

Zanima nas, kaj dobimo, ko v kj'f posljemo stevilo h proti 0. V
primeru n = 1 dobimo ravno definicijo odvoda:

. . f(x + h) - f(x) /
lim (&, f) () = lim h = f'(z).

V primeru n = 2 z uporabo L’Hospitalovega pravila dobimo

i 2f (@ +2h) — 2f'(z + h)

}Zig(l)(kif)(fr) = lim 57
g SEE2 @) k)~ )
h—0 2h h—0 h
= 2f'(z) — (@)

= f'(=).
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V primeru n = 3 z dvakratno uporabo L’Hospitalovega pravila dobimo
B f”(m +3h) — 12f"(x + 2h) + 3f"(x + h)
lim (K} ) () = =
1 " 1 _ "
LI = (), S 20 )

3h h—0 2h
f”(:v +h) = ()
h

— lim
h—s
1
— lim
2 h—s

lim
h—
9
2
+
= 9f"'< )= 4f"(@) + 5 (@)
— fl//(a,;)‘

Bralca ne sme zmesti, da smo Stevec in imenovalec odvajali po h in ne
po x.

Trditev. Za vsako n-krat odvedljivo funkcijo f velja
lim (k7 £) () = £ ().

Dokaz: Uporabimo isto metodo kot pri n = 2,3. Z n—1 kratno uporabo
L’Hospitalovega pravila dobimo

lim (kj; f)(z) = lim S (D)) D (@ + ih)

h—0 h—0 nlh
o ()i Y @ 4 ik) — Y (@)
= lim
h—0 nlh
_ 1y fO(z +ih) - [V (@)
N n'z (1)Z /?-»0 ih
1 - n—i T\ np(n
= e (G)re
= f"@).

Pri drugem in petem enacaju smo uporabili formulo

n c — .
Z(_l)n_icl) P { 0,' e r=0,1,...,n—1,

i nl, ¢er=mn
i=1
zar =n—1inr = n. To formulo izpeljemo tako, da izraz (z — 1)" =
S (=)™ (")a" n-krat odvajamo in v vsak odvod vstavimo z =1. O

6.3. Interpolacijski in Taylorjevi polinomi

V tem razdelku se bomo naucili, kako poiséemo polinom dane stop-
nje n, ki se v dani tocki a najbolje prilega dani funkciji f. Temu
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polinomu recemo n-ti Taylorjev polinom funkcije f v a. V primeru
n = 0 je to o¢itno kar konstantna funkcija y = f(a). V primeru n = 1
pa tudi ze vemo, da je to linearna funkcija y = f(a) + f'(a)(xz — a), tj.
tangenta.

Spomnimo se, da smo do enacbe tangente prisli tako, da smo v
enacbi sekante skozi tocki (a, f(a)) in (a+ h, f(a+ h)) poslali stevilo h
proti ni¢. Pri n > 2 bomo postopali podobno. Najprej bomo poiskali
polinom stopnje n, ki gre skozi tocke (a, f(a)), (a + h, f(a + h)),...,
(a + nh, f(a + nh)), pravimo mu n-ti interpolacijski polinom funkcije
f v a, nato pa bomo h poslali proti 0.

Pois¢imo najprej interpolacijske polinome majhnih stopenj. Edina
konstantna funkcija, ki gre skozi tocko (a, f(a)) je

y = f(a).

Edina linearna funkcija, ki gre skozi tocki (a, f(a)) in (a+ h, f(a+ h))
je

fla+h) = f(a)

y = f(a) + Y

(z —a) = fla) + (knf)(a)(z — a).

Edina kvadratna funkcija, ki gre skozi tocke (a, f(a)), (a+h, f(a+h))
in (a+ 2h, f(a+ 2h)) je

fla+h) - f(a)

y = flay+ LT gy
—l—f(CH—Qh)_22“);L(2a+h)+f(a)(a:—a)(x—a—h)
= f@) + P —a) + Dy 0 )

Edina kubi¢na funkecija, ki gre skozi tocke (a, f(a)), (a + h, f(a + h)),
(a+ 2h, f(a -+ 2h)) in (a+3h, fla+3h)) e

v = f@)+ @ -a)+ Do
—i—%}(a)(x —a)(x —a—h)(z —a—2h).

Za splosen n velja naslednja trditev.
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Trditev. Edini polinom stopnje n, ki gre skozi n + 1 tock
(a, £(@)); (a + h, f(a + h)), (a + 2h, f(a + 2h)),...(a +
nh, f(a + nh)), je

y—f(a)—i—Z( f)(a)( —a)...(m—a—(i—l)h)).

Temu polinomu pravimo n-ti interpolacijski polinom za
funkcijo f v tocki a. Je posplositev pojma sekante.

Dokaz: Oznac¢imo polinom na desni z I,,(z). Pokazimo najprej, da za
vsak s = 0,1,...,n velja I,(a + sh) = f(a + sh). Ce v I,(x) vstavimo
x = a + sh, kjer s < n, odpadejo v vsoti vsi ¢leni od vklju¢no s-tega dalje,
torej je In(a+ sh) = Is(a+ sh). Po drugi strani za vsak s = 0,1,...,n velja

I(a+sh) = f(a)+§sj K@ gh.. (s—i+1)h = f(a)+ éjl(kfif)(a)hi(f) =

= zXj%)(’fﬁlf)(a)hl(f) = ;) (éo( D=I(5) f(x+ 1)) (§)
. zo (LD () () +h) = fla+ sh).

V prvem koraku smo vstavili z = a + sh v formulo za Is(z), v drugem
smo upostevali definicijo binomskega simbola, pri tretjem smo upostevali,
da je f(a) = (k) f)(a)h®(;), pri etrtem smo vstavili formulo za (kj, f)(a)
iz prejénjega razdelka in pokrajsali h’, pri petem smo zamenjali vrstni red
seStevanja, pri Sestem pa smo upostevali formulo
S . .
s ()() {0 s
= Vi 2 17 J=25,

ki jo dobimo s primerjavo istoleznih koeficientov v
() -1 =
(£ 00,

Mm

=((1+2z)—-1)y°=

= 3 (O, (D) =

0

<.
Il

Mm

J

Enoli¢nost interpolacijskega polinoma sledi iz dejstva, da ima polinom stop-
nje n lahko kvecjemu n razliénih nicel. Ce se namre¢ dva polinoma stopnje
n ujemata v n + 1 razli¢nih tockah, potem je njuna razlika polinom stopnje
kve¢jemu n, ki ima n + 1 nicel, kar je mozno samo v primeru, ¢e je razlika
nic. (]

Predpostavimo, da je funkcija f n-krat odvedljiva v okolici tocke a
in posljimo v interpolacijskem polinomu A proti 0. V primeru n = 0 se
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ne zgodi nic¢, v primeru n = 1 pa dobimo ravno enacbho tangente.
y = fla) + f'(a)(z — a).
V primeru n = 2 dobimo
y=fla)+ f(a)(z —a)+

v primeru n = 3 pa

y=F@) + F@e-a)+ 2 —ap + T oy

Za splosen n velja naslednja trditev.

(‘T - a)za

["(a)
2

Trditev. Limita n-tega interpolacijskega polinoma za
funkcijo f v tocki a, ko gre h proti 0, je

" f9(a .
y=Zf ,( (@ - ay".

(]

Temu polinomu pravimo n-ti Taylorjev polinom za funkcijo
f v tocki a. Je posplositev pojma tangente.

Dokaz: Ce oznac¢imo

I"(z) = f(a) —{—Z <<k;‘f)(a) (r—a) - (x—a—(i— 1)h)> ,

i
P 7!
potem velja

v lim (k) /)(a)

lim I3 (2) = f(a) + Y "= lim ((z —a) -+ (x —a = (i = D)h)) =
=1

n_ (i) (g (g .
:f(a)+zf ( )(x—a)zzzf-i()(zﬂ—a)l.

i=1 i=0
Za vsak i = 1,...,n smo uporabili formulo }llm%)(k:ﬁlf)(x) = fO(z), ki smo
jo dokazali v prej$njem razdelku. ([l

Primer. Izracunajmo prvih dvanajst Taylorjevih polinomov funkcije
f(z) = sinx v tocki @ = 0. Najprej moramo izracunati odvode funkcije
f in vstaviti z = 0. Dobimo

n | fO@) [ f70)  n| fO@) [ S0 | f@) ] SO0)

0| sinz 0 4| sinx 0 8 sin & 0
1| coszx 1 51| cosx 1 9 COS & 1
2| —sinx 0 6| —sinzx 0 10 | —sinzx 0

3| —cosx —1 7| —coszx —1 11| —cosx -1
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Torej je
To(x) = 0, Ty(z) = z,
Ty(x) = Ti(x), Ty(z)=z— 2%,
Ty(z) = Ts(z), Ty(z) =z — % n %7
T6<x>:T5($), T7($):x_é_£+%_%’ 9
Ty(w) = Ty(), To(e) =z =5+ 5 — F + 5,
Tole) = To(o). Tule) =2 =5 +5 — 5+ 5~ f

Narisimo polinome 17, 73,15, T, Ty, T11. Vsi so lihe funkcije, zato so
njihovi grafi simetri¢ni glede na izhodisce. Isto velja za funkcijo f.

. \ \\ 1.5 T Ms Mo

Ko stopnja Taylorjevega polinoma narasca, se njegov graf v blizini tocke
(a, f(a)) cedalje bolj prilega grafu funkcije f. Kasneje bomo spoznali,
da to velja tudi pri mnogih drugih funkcijah, ne pa pri vseh.

6.4. Taylorjev izrek

V prejsnjem razdelku smo omenili, da se grafi Taylorjevih poli-
nomov funkcije f v tocki a obicajno dobro prilegajo grafu funkcije f,
dokler smo v blizini tocke (a, f(a)). Da bi ugotovili, kako natan¢no je
to ujemanje, potrebujemo formulo za razliko f(x)— T,,(x). To formulo
nam da Taylorjev izrek. Kako to formulo uporabljamo, se bomo naucili
v naslednjem razdelku.

Taylorjev izrek. Ce je funkcija f definirana in n + 1 krat
odvedljiva na povezani mnozici I, potem za poljubni tocki
a in x iz I obstaja taka tocka ¢ med a in x, da velja

B f("‘H)(c)
F(x) — Th(z) = Tt

kjer je T,, n-ti Taylorjev polinom funkcije f v tocki a, tj.

™ (a)
+ n!

(JI _ a)n-i—l’

To(x) = f(a) + F'(a)(@ —a) + ...

(x —a)™.
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Dokaz: Preverimo, da funkcija

olt §jf (2= £)7) (2 — @)™ = (f(x) — Ta(@)) (@ — £)"+!

zadoS¢a predpostavkam Rolleovega izreka. Velja g(a) = 0, g(z) = 0 in
funkcija g je odvedljiva na I, saj velja

/' }jf (o= 1)) (e — )" = (F(z) ~ Tu(a)) (2 — 1))
f(n+1) (t) n n+1 n
= (- T - ) -y () - Tae) (- 1 1)
n F() n
=(n+1)(z—1) H(f(ff)—Tn(l‘)—m(x—a) 1)
za vsak t € I. Pri drugem enacaju smo upostevali, da je
noof@) , DL paHD (¢ n A
_Z f "(t) (x_t)z)/ — Z f 1 IE t Z l‘ t)z—l
i " i=0 i=0
in da po krajSanju ostane samo en ¢len, namreé w(m —t)". Bralca

ne sme zmesti, da smo povsod odvajali po ¢ in ne po x. Rolleov izrek nam
sedaj pove, da obstaja taka tocka ¢ med a in z, da velja ¢'(¢) = 0. Ko v

formulo za ¢'(t) vstavimo t = ¢ in pokrajsamo (n +1)(z — )", ostane
F (o) n+l _
f(l”)—Tn(x)—m(ﬂ?—a) =0,
kar smo zeleli dokazati. O

Oglejmo si preprost primer uporabe Taylorjevega izreka v fiziki.

Primer. Delec se giblje po realni osi s konstantnim pospeskom a.
Njegova lega v danem trenutku %, je sg, njegova hitrost v trenutku
pa je vy. Kje se delec nahaja v poljubnem trenutku ¢7

Oznac¢imo s s(t) lego delca v trenutku ¢. Po Taylorjevem izreku
obstaja tak trenutek ¢ med trenutkoma tq in ¢, da je s(t) = s(tg) +

s'(to)(t — to) + #(t — t9)?. Iz podatkov razberemo, da je s(to) = so,

s'(tp) = vo in §"(t) = a za vsak t. Spomnimo se, da je hitrost prvi
odvod lege, pospesek pa drugi odvod lege. Odtod sledi, da je

it — )2

S(t) = So + Uo(t — t()) + >
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6.5. Priblizno racunanje s Taylorjevim izrekom

Taylorjev izrek je zelo uporaben za priblizno rac¢unanje vrednosti
funkcij. Oglejmo si dva primera.

Primer. Pois¢imo kako e-okolico izhodisca, na kateri se sinx ujema s
Ty(z)=x— % na vsaj tri decimalke natan¢no.

[s¢emo tak €, da velja [sinz — Ty(z)| < 107 za vsak z € (—¢,¢€).
Ce uporabimo Taylorjev izrek z f(z) = sinx, a = 0 in n = 4, zvemo,
da obstaja tak ¢ med 0 in z, da velja sinz — Ty(z) = 252°. Ker je
—1 <sinc < 1, odtod sledi, da za vsak = € (—¢, €) velja

, |sin ¢| 1 1
lsinz — Ty(z)| = T|x\5 < §|x|5 < 565.
Ce resimo enacbo L€* = 1073, dobimo priblizno € = 0.654389. Za iskani
€ lahko vzamemo tudi katerokoli manjse stevilo, na primer € = 0.6.

Primer. Kako velik mora biti n, da se funkcija sinx in njen 2n-ti
Taylorjev polinom v 0 ujemata na sedem decimalk natanc¢no za vsak x

_T in &°?
med 5 in 3

Vemo, da je 2n-ti Taylorjev polinom funkcije sinz v tocki 0 enak

3 2n—1

X x
Ton() =2 — S (=1
@) =@ = gp b A DT e

S pomocjo Taylorjevega izreka lahko tako kot v prejSnjem primeru

pokazemo, da je

1 1 2n+1
sinz — Ton(7)] < —— |zl < = (5> .
(2n +1)! (2n+ 1) \2

Tabeliramo izraz na desni za n = 0,1,2,..., dokler ne dobimo vred-
nosti, ki je manjsa od 10~7. Prva vrednost, pri kateri se to zgodi, je
n = 6. Velja namrec

)!<§) _—(5) ~57-10% <107,

(2n+1 13!
T .. . _ 23 5 =7 29 211 d deci 1k .
orej je sinx ~ v — 5 + 5 — &y + 7 — 937 ha sedem decimalk natancno
w2 s
za vsak x med 5 in 7.

Kadar se da funkcija f(x) na neki e-okolici tocke a poljubno natanéno
izracunati s pomocjo svojih Taylorjevih polinomov

f"(a)

n!

(x_a)nu

") (g
1.0) = Y T D a0 = s Fla)ea) 4t
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tedaj velja
f(z) = lim T,(x) zavsak x € O(a,e).

n—oo

V tem primeru pravimo, da se da funkcija f(x) razviti v Taylorjevo
vrsto okrog tocke z = a in piSemo

(x—a)*+...

= (k) a "(a
1) =3 D0 = )+ P -0+ 1L
k=0 ’

Primer. S pomocjo Taylorjevega izreka se da s podobnim sklepanjem
kot v gornjih dveh primerih dokazati, da velja
k 2 48

exzz%zl—l—x—i—?—kg—i—... za vsak x € R,

o ,
—1)/ , 2 2 x7
sinx = Z gx%“ =Tt +... zavsak 1z €R,

= (275 4+ 1)! 6 120 5040
LSy at at af
cosx—j;(2j>!x3—1—?+2—4—ﬁ0+... za vsak x € R.

Nekoliko tezje je dokazati, da velja

0 (L)1 2 .3 .4
( k) xk:x—%—k%—%qk.. zavsak x € (—1,1)

In(1+z) =
k=0

ter da za vsak a € R in vsak x € (—1,1) velja

(I+x)* = f: (Z)xk = 1+am+a(a2_ 1)x2+a(a — 1(2(& - 2)x3+. e

Zal obstajajo tudi funkcije, ki se ne dajo poljubno natanéno izracunati
s pomocjo svojih Taylorjevih polinomov.

Primer. Za funkcijo

r@={ %0

x =0,

lahko pokazemo, da je f*)(0) = 0 za vsak k. Torej je lim T),(z) =

liI%O = 0, kar pa ni enako f(z) za noben x # 0.
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6.6. Racunanje limit s Taylorjevim izrekom

Pri racunanju limit je zelo priroéna naslednja posledica Taylor-
jevega izreka.

Trditev. Ce je m-ti odvod funkcije f definiran in zvezen
na neki okolici tocke a, potem je
1 f(z) — Th(x)
1m =

T—a (ag — a)’n

0,

kjer je T,, n-ti Taylorjev polinom funkcije f v tocki a.

Dokaz: Po Taylorjevem izreku za vsak x obstaja tak ¢ med 0 in z, da
velja f(z) — Th—1(z) = %(x —a)". Potem je

f(n)(a) (ZE—CL)n _ f(n)(c) - f(n)(a)

n! n!

f(@)=Th(z) = f(z) = Th-1(z)—
Odtod sledi

(x—a)".

lim f(z) = Tn(z) 1 lim (f(")(c) _ f(”)(a)) —0.

z—a  (x—a)” n! z—a

Pri zadnjem koraku smo upostevali da, ko gre x proti a, gre tudi ¢ proti a,
zato je zaradi zveznosti f v a tudi hII(l) ™ (e) = f™(a). O
Tr—

Razliki f(z) — T,,(x) pravimo ostanek n-tega Taylorjevega poli-
noma funkcije f v tocki a. Oznac¢imo jo z R, (z).
Poglejmo si uporabo posledice na dveh primerih.

Primer. Izracunajmo limito

VI =22 —-1+=z
lim .

r—0 ,CL’Q

Ker je v imenovalcu x?, poiséemo najprej drugi Taylorjev polinom
funkcije v/1 — 2z v tocki a = 0:

LL’2

TQ(.CE):l—.TJ—E.

Ko v limito vstavimo v/1 — 2x = Ty(x) + Ra(x), dobimo
V1i—-2z—-1+=z i 1—x—%2+R2(m)—1+x
m _

}ci—>0 1’2 - x1—>0 IQ o
2 4 Ry(z) 1 Ro(z) 1
- lim —2  ~ =N T i - _Z
o alrlg(l) 2 2 + alclgtl) 2 2

V zadnjem koraku smo upostevali, da velja liH(l) Ro(z)/2? = 0.



6.7. DOLOCANJE EKSTREMOV IN PREVOJEV 117

Primer. Izracunajmo limito

1 —cosx — %xsinx

I
:CEI(I) I4
Ker je v imenovalcu z#, poiséemo najprej éetrta Taylorjeva polinoma
funkcij sinus in kosinus. To sta
1 ~ 1 1
Tyzx) =z —=2® in Ty(x)=1-=2®+ —z*
i(x)=x 2 in () 5% + 51"

Ko v limito vstavimo sinz = Ty(x) + Ry(x) in cosz = Ty(z) + Ry(z),
dobimo

1 —cosx — %xsinx

lim =
x—0 ;13‘4
i 1—(1— 32+ ;' + Ry(a)) — 52(x — 52° + Ry(x)) _
x—0 ;1]4
Lot — Ry(z) — LaRy(x)
— Yo 24 2 _
o glclg(l) x4 -
1 Ry(a) 1 . Ry(z) 1
Sor T e T T T

V zadnjem koraku smo upostevali, da po gornji posledici Taylor-
jevega izreka velja
R R
L T 1)

x—0 1’4 r—a J,‘4

=0.

6.7. Dolocanje ekstremov in prevojev s Taylorjevim izrekom

Recimo, da je drugi odvod funkcije f definiran in zvezen v okolici
tocke a. V prejsnjem poglavju smo dokazali tole:
e Ce ima f lokalni ekstrem v tocki (a, f(a)), potem je f'(a) = 0;
e ¢e je f'(a) = 0in f’(a) # 0, potem ima f lokalni ekstrem v
tocki (a, f(a));
e Ce ima f prevoj v tocki (a, f(a)), potem je f”(a) = 0.
V tem razdelku nas bo zanimalo, kaj je zadostni pogoj za lokalni eks-
trem, ¢e je f'(a) = 0 in f”(a) = 0 in kaj je zadostni pogoj za prevoj.
V tem primeru si moramo pomagati z visjimi odvodi funkcije f v tocki
a.
Oglejmo si najprej kriterij s tretjim odvodom.

Trditev. Ce je tretji odvod funkcije f definiran in zvezen
v okolici tocke a ter velja f”(a) = 0 in f”’(a) # 0, potem
je (a, f(a)) prevojna tocka funkcije f.
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Dokaz: Po Taylorjevem izreku velja f(x) = Ta(z)+Ra(x), kjer je Th(x) =
fla)+ f'(a)(x —a) + %(x —a)? in Ry(x) = %(:p —a)? za nek ¢ med
x in a. Ker je po predpostavki f”(a) = 0, je To(z) = f(a) + f'(a)(x — a).
Ker je po predpostavki f” definiran in zvezen v okolici tocke a in velja
f"(a) # 0, sledi, da je na neki manjsi okolici tocke a funkcija f”(z) kons-
tantnega predznaka. Ko gre x skozi tocko a, torej f”'(x) ne spremeni pred-
znaka. Pa¢ pa pri prehodu x skozi a spremeni predznak funkcija (z — a)3.
Odtod sledi, da pri prehodu x skozi a spremeni predznak tudi funkcija
Ry(z) = f(z) — f(a) — f'(a)(z — a). Ker torej funkcija y = f(z) v tocki
x = a preide na drugo stran svoje tangente y = f(a) + f'(a)(x —a), je tocka
(a, f(a)) res njen prevoj. O

Zadnji rezultat ima zanimivo posledico.

Trditev. Ce je tretji odvod funkcije f definiran in zvezen v
okolici tocke a ter velja f’(a) =0, f”(a) =0 in f"'(a) # 0,
potem tocka (a, f(a)) ni lokalni ekstrem funkcije f.

Oba rezultata se dasta posplositi tudi na visje odvode. Posplositev
prvega rezultata je naslednja trditev.

Trditev. Ce je n-ti odvod funkcije f definiran in zvezen v
okolici tocke a ter velja f’(a) = f"(a) = ... = f™V(a) =
0 in f(™(a) # 0, potem imamo dve moznosti:

e cCe je n liho stevilo, potem ima funkcija f prevoj v
tocki (a, f(a));

e Ce je n sodo Stevilo, potem funkcija f nima prevoja
v tocki (a, f(a)).

Zapisimo Se posplositev drugega rezultata.

Trditev. Ce je n-ti odvod funkcije f definiran in zvezen v
okolici tocke a ter velja f'(a) = f’(a) = ... = f®»V(a) =
0 in f(™(a) # 0, potem imamo dve moznosti:

e Ce je n liho stevilo, potem funkcija f nima lokalnega
ekstrema v tocki (a, f(a));

e Ce je n sodo Stevilo, potem ima funkcija f lokalni
ekstrem v tocki (a, f(a)): lokalni minimum, ce
je f(™(a) > 0, oziroma lokalni maksimum, é&e je
f™(a) < 0.
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V primeru, ko je f®(a) = 0 za vsak i = 1,2,3, ..., nam ta rezultat
seveda ne koristi. Na sreco ta primer v praksi redko nastopa.

6.8. Vprasanja za ponavljanje

(1) (L’Hospitalovo pravilo)
(a) Kaj pravi Cauchyjev izrek?
(b) Kaj pravi L’Hospitalovo pravilo? Izpelji ga iz Cauchy-
jevega izrekal

(c) Dokazi, da velja }llirr(l) !

(2) (Sekante in tangente, interpolacijski in Taylorjev polinom) Naj
bo y = f(z) taka dvakrat odvedljiva funkcija, ki je definirana
v vseh tockah “blizu”a in naj bo h “majhno”stevilo!
(a) Izpelji enacbo premice, ki gre skozi tocki (a, f(a)) in
(a+h, fla+h)).
(b) V enachi iz tocke (a) poslji h proti nic!
(¢) Izpelji enacbo kvadratne parabole, ki gre skozi tocke
(a, f(a)), (a+h, fla+h))in (a+ 2h, f(a + 2h))!
(d) V enachi iz tocke (c¢) poslji h proti nic!
(3) (Taylorjev izrek)
(a) Kaj je n-ti Taylorjev polinom?

(b) Doloéi ¢etrti Taylorjev polinom funkcije y = e v tocki 0!

(c) Kaj pravi Taylorjev izrek?

(d) Poisci tak € > 0, da se bo na intervalu (—e,€) funkcija
y = e” ujemala s polinomom iz (b) na vsaj dve decimalki
natancno!

(4) (Uporaba Taylorjevega izreka)

(a) Kako nam pomaga Taylorjev izrek pri dolo¢anju prevo-
jev? Pojasni na primeru!

(b) Kako nam pomaga Taylorjev izrek pri dolocanju lokalnih
ekstremov? Pojasni na primerul!

(c) Kako nam pomaga Taylorjev izrek pri racunanju limit?
Pojasni na primeru!

(x+2h)—2’]:§z+h)+f(x) _ f// ([B) !






Del 3

Integrali






POGLAVIJE 7

Nedoloceni integral

7.1. Definicija, enoli¢nost, obstoj

Funkcija F(x) je nedoloceni integral funkcije f(x), ¢e velja
F'(x) = f(x) za vsak * € D(f). V tem primeru piSemo
F(a) = [ f() da.

Kaj vemo o enolicnosti nedolocenega integrala?

e Kot Ze ime pove, nedoloceni integral ni nikoli natanko dolocen,
saj je za vsak nedoloceni integral F' funkcije f in za vsako konstanto
C tudi F' + C nedoloceni integral funkcije f.

e Kadar je D(f) povezana mnozica, dobimo na ta nacin vse nedolo-
cene integrale funkcije f. Ce je namre¢ G kak drug nedoloceni integral
funkcije f, potem velja (G — F) =G — F' = f — f = 0. Ker je D(f)
povezana, lahko uporabimo posledico Lagrangeovega izreka, ki pove,
da je G — F konstantna funkcija. Torej je funkcija G vsota funkcije F'
in konstantne funkcije, se pravi G(x) = F(x) + C.

Primer. Pois¢imo vse nedolocene integrale funkcije f(z) = z3. Vze-

mimo F(x) = 74. Potem za vsak = € R velja F'(x) = f(x). Torej je

funkcija % nedoloéeni integral funkcije 23, tj.

4
Sy =
/l’ T 1
3

Tudi funkciji % +1in % — 0.7 sta nedolocena integrala funkcije x°, saj

velja (%4 + 1)/ =723 1in (% — 0.7)/ = 23, tako da lahko pisemo tudi

4 4
/x‘gdx—%—i—l in /:U3dx—%—0.7.

Ker je D(f) povezana mnoZica, so vsi nedoloceni integrali funkcije x®

oblike
sqr— " 4 0
/ZC €r = Z + C,

kjer je C poljubna konstanta.
123
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Oglejmo si Se primer, ko definicijsko obmoc¢je ni povezana mnozica.

Primer. Velja

ld:p— Inzx+Cy, x>0,
T | In(—z)+Cy, x <0,

kjer sta C in C5 konstanti. Vcasih pisemo tudi

1
/— dr =In|z|+ C,
x
vendar se moramo zavedati, da je v tem primeru

Ci, >0,
CZC(@Z{C’;, x <0,

funkcija, ki ni konstantna na vsej realni osi, ¢eprav je konstantna tako
na poltraku z > 0 kot na poltraku x < 0.

Kaj vemo o obstoju nedolocenega integrala?

e Vsaka zvezna funkcija ima nedoloceni integral, ¢e njeno definicij-
sko obmocje ni prevec grdo. To bomo dokazali v poglavju o dolocenih
integralih.

e Tudi nekatere funkcije, ki niso zvezne, imajo nedolocCeni integral.

Primer. Funkcija

@) = { 2 sin(l/x)()’— cos(1/x), iig:

ni zvezna, vendar ima nedoloceni integral. Eden je

2?sin(l/z), =

v splosnem pa velja [ f(z)dz = F(x) + C.

e Obstajajo funkcije, ki nimajo niti enega nedolo¢enega integrala.
To bomo dokazali v naslednjem razdelku.

e Nedoloceni integral je obicajno bistveno tezje izracunati kot odvod.
Nedoloceni integral elementarne funkcije namrec sploh ni nujno elemen-
tarna funkcija.

. oo 2 . . . « . .
Primer. Funkcija f(x) = e je elementarna in ima nedolo¢eni inte-

gral, saj je f zvezna funkcija. Vendar se izkaze, da nedoloceni integral
funkcije f ni elementarna funkcija. (Tega ne bomo dokazali.)
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7.2. Lastnost vmesnih vrednosti

V tem razdelku bomo pokazali, da funkcija sgn(x) nima nedoloc¢ene-
ga integrala. To bomo storili tako, da bomo definirali lastnost vmesnih
vrednosti in dokazali dvoje:

e funkcija sgn(z) nima lastnosti vmesnih vrednosti;
e vsaka funkcija, ki ima nedoloceni integral, ima lastnost vmes-
nih vrednosti.

Pravimo, da ima funkcija f lastnost vmesnih vrednosti, ce za
poljuben interval [a,b] C D(f) in za poljubno stevilo d med f(a) in
f(b) obstaja tako stevilo ¢ € [a,b], da je f(c) = d.

Primer. Funkcija f(z) = sgn(z) nima lastnosti vmesnih vrednosti.
Vzemimo namre¢ a = —1, b = 1 in d = 3. Potem velja [a,b] C D(f),
saj je D(f) = R, in d lezi strogo med f(—1) = —1 in f(1) = 1.
Vendar d &€ Z(f), ker je Z(f) = {—1,0,1}. Zato ne more obstajati tak
¢ € [a,b], da bi veljalo f(c) = d.

V razdelku o bisekciji smo pokazali, da ima vsaka zvezna funkcija
lastnost vmesnih vrednosti. Obrat te trditve ne drzi, kot pokaze nasled-
nji primer.

Primer. Funkcija

sin(1/z), x #0,
f(x)_{ 0, a=0,

ni zvezna, vendar ima lastnost vmesnih vrednosti, kar se najlazje vidi
iz grafa.

Vzemimo poljubna a,b € R in poljuben d med f(a) in f(b). Ce sta a in
b na isti strani nicle, potem je f|j s zvezna. Ker imajo zvezne funkcije
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lastnost vmesnih vrednosti, obstaja tak ¢ € [a,b], da velja f(c) = d.
Ce pa sta a in b bodisi na razliénih straneh nicle bodisi je eden od njiju
enak ni¢, potem funkcija fljs zavzame vse vrednosti med —1 in 1,
torej tudi vrednost d. Torej tudi v tem primeru obstaja tak ¢ € [a, b],
da velja f(c) =d.

Trditev. Funkcija, ki ima nedoloceni integral, ima lastnost
vmesnih vrednosti.

Dokaz: Recimo, da ima funkcija f nedoloeni integral F. Vzemimo
poljuben interval [a,b] C D(f) in poljubno $tevilo d med f(a) in f(b). Radi
bi dokazali, da obstaja tak element ¢ € [a,b], da velja f(c) = d. Ce je d
enak f(a) oziroma f(b), potem lahko vzamemo ¢ = a oziroma ¢ = b, zato se
bomo v nadaljevanju omejili na primer, ko je d strogo med f(a) in f(b).

Oglejmo si funkcijo g(z) = F(z) — dxz. Ker je F odvedljiva, je tudi
g odvedljiva in zato zvezna na [a,b]. Odtod sledi, da g(x) v neki tocki
1 € [a, b] zavzame minimum, v neki tocki o € [a, b] pa maksimum. Lo¢imo
ve€ primerov.

Ce je ¢1 € (a,b), potem lahko vzamemo ¢ = ¢;. Po Fermatovem izreku
namre¢ velja 0 = F'(c1). Ker je F'(z) = f(z) — d, sledi f(c1) = d, kar
smo zeleli pokazati. Ce je ¢y € (a,b), potem lahko vzamemo ¢ = ca. Ce je
c1 = co = a ali c; = cg = b, potem je g konstantna, zato lahko vzamemo
c=(a+Db)/2.

Ce je ¢; = a in ¢y = b, potem za vsak x € [a, ] velja g(a) < g(z) < g(b).
Iz prve neenakosti dobimo d < w iz druge pa d < % za, vsak
x € (a,b). V limiti dobimo d < f(a) in d < f(b), kar je protislovje, saj d lezi
strogo med f(a) in f(b). Torej ta primer ne nastopa. Podobno pokazemo,
da tudi primer, ko je ¢c; = b in ¢y = a, ne nastopa. U

7.3. Linearnost, Tabela nedolocenih integralov

Iz definicije nedolocenega integrala

/f(x)dx:F(x)+C’, kjer  F'(z) = f(x),

sledi, da lahko tabelo osnovnih nedolocenih integralov dobimo tako, da
zamenjamo stolpca v tabeli osnovnih odvodov. Malce skrajSana verzija
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je spodayj.
f(z) J f(z)dx
2, (a # —1) =4+ C
- In|z|+C
e’ e +C
a” =4 C
cos T sinx + C
sin x —cosx +C
1Jr1x2 arctgz + C'
11_332 arcsinz + C
o In(z + Va? + k) + C

Za vajo dokazimo zadnjo vrstico:
1 1 ) = 1
2 +k

In(z+ V22 + k) +C) = (1+ 2x) =
(Infa v ) ) x+\/x2+k‘( 2vVx2 + k v

Kot posebna primera zadnje vrstice imamo formuli

dx = archz + C.

/ ! d arshx +C i / !
———— dx = arshz in S
Viez+1 Vaz —1

Vcasih se pod osnovne sStejejo tudi naslednji integrali.

flx) | [ flz)dx

m tgm—f-C’
= | 3|+ 0

chz shx +C
sh x chz +C

Iz formul v osnovni tabelici lahko sestavljamo nove formule s pomocjo

naslednjih dveh pravil.
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Linearnost nedolo¢enega integrala. Ce sta f in g poljubni
funkciji, ki imata nedolocena integrala in je A poljubna
konstanta, potem velja

JG@+9@)de = [ f@)da+ [ g@)de,

/Af(a:) dr = A/f(a:) dx.

Dokaz: Ce je F nedolo¢eni integral funkcije f in G nedolo¢eni integral
funkcije g, potem je F' + G nedoloceni integral funkcije f + g, saj velja
(F+G) =F +G = f+g. Ali je vsak nedoloceni integral funkcije f + g
take oblike? Da, ¢e je D(f) N D(g) povezana mnozica.

Ce je F nedoloceni integral funkcije f, potem je AF nedoloceni integral
funkcije f, saj velja (AF) = AF' = Af. Ali je vsak nedoloceni integral
funkcije Af take oblike? Da, ¢e je A # 0. O

Primer. Izracunajmo nedoloceni integral funkcije

f(z) =22 —2® + 7.

mn+l

S pomogjo formule [ 2™ dx = 57 T ¢ dobimo
/f(x)dsz/xgda:—/:chx+7/1dx:
4 3 4 3
:2(%+01)—(%+02)+7(x+03)ZQ-%—%JJHC.

Racun lahko malce skrajsamo, ¢e ne pisemo konstant C'y, Cy, C'3, ampak
jih takoj zdruzimo v novo konstanto C| ki jo piSemo na koncu. Torej
predzadnji korak v racunu ni potreben.

S primerom se prepricajmo, da nedoloceni integral produkta dveh
funkcij ni produkt njunih nedolocenih integralov.

Primer. Pokazimo, da

/a:Qda:#/:cdx-/xda:.

Leva stran je namre¢ enaka “:’3—3 +C, desna pa (% +C1)(% + Cy). Torej
je leva stran polinom tretje stopnje, desna pa polinom cetrte stopnje.
Polinoma razli¢nih stopenj pa nikoli nista enaka.
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7.4. Uvedba nove spremenljivke

Kadar zelimo izracunati kak nedoloceni integral, ki ga ni v tabeli
osnovnih integralov, ga najprej poskusimo z zamenjavo spremenljivk
prevesti na integral iz tabele.

Ce je funkcija F(z) nedoloceni integral funkcije f(z) in ¢e je 2 =
¢(t), potem po formuli za posredno odvajanje velja

F(o(t)) = F'(¢()d (t) = f((1)d (¢).
Torej je F(¢(t)) nedoloceni integral funkcije f(o(t))¢'(t). 1z [ f(z) dx =

F(z)+4C tako sledi [ f(o(t))¢/(t) dt = F(¢(t))+C. Ker je F(z)+C =
(F(o(t)) + C>‘t:¢>*1(x) za vsak x € Z(¢), smo dobili naslednjo trditev.

Uvedba nove spremenljivke v nedolo¢enem integralu. Ce
ima funkcija f nedoloceni integral, potem za vsako odved-
ljivo in injektivno funkcijo ¢, ki zados¢ca Z(¢) = D(f), velja

[ f@de = [ £ow)s @ d

t=¢= (@)

Oglejmo si nekaj primerov.

Primer. Izracunajmo integral

/(39@ — 1) dz.

Ta integral znamo izracunati tudi direktno, vendar je krajse, ¢e uvedemo
novo spremenljivko t = 3x — 1. V zgornjo formulo vstavimo

t+1

fx) =Bz -1, t=3z—-1=¢""(z) in == 3 o(t).
Dobimo
1 1
/(3:;: — 1) dx = /t”(i)/dt = —/t”dt =
3 t=3z—1 3 t=3z—1

1 t® 1

e _ _ 1 18 )
3(18 +C> A 54(31’ ) +01

Primer. Izracunajmo integral

/sin(5x + 3) dz.

Tega integrala ni v tabeli, je pa zelo podoben integralu f sintdt =
—cost + C. Zato se odlo¢imo, da bomo uvedli novo spremenjivko
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t = 5x + 3. V zgornjo formulo vstavimo

f(z) =sin(52+3), t=5r+3=¢ '(x) in x:%:gzﬁ(t).

1
= = / sint dt
t=bx+3 5

_ _cos(5§ +3) ey

Dobimo

/sin(5x+3) dx = /Sint- (?),dt

t=bx+3

= %(— cost + C')

t=5x+3

Vcasih je bolj prakti¢no, ¢e v formuli za uvedbo nove spremenljivke
zamenjamo x in t ter jo preuredimo v

[ 1@y ds= [ s

t=y(x)

Primer. Izracunajmo integral

x
dx.
/1—|—x4 .

Vpeljimo novo spremenljivko ¢t = x? = (). Dobimo

z 1 1 1
d = — _— 2,d = dt
/1+x4 * 2/1+(x2)2(x) * /1+t2

= (arctgt + C)

t=x2

= arctg(z?) + C.

2

t=x

7.5. Integracija po delih

Druga metoda za poenostavljanje nedolo¢enih integralov je inte-
gracija po delih. Nanjo pomislimo v primeru, ko je funkcija, ki jo
integriramo, produkt dveh “enostavnih”funkcij.

Iz formule (f(x)g(m))/ = f(z)g(x) + f(z)¢'(x) za odvajanje pro-
dukta sledi [ (f'(z)g(z) + f(z)g'(z)) dz = f(x)g(z) + C. Odtod izraz-
imo [ f(z)g'(x)dx = f(x)g9(z) — ([ f'(x)g(x)dx — C). Konstanto
lahko opustimo, saj je nedoloceni integral dolocen samo do konstante
natancno. Dobimo naslednjo trditev.

Integracija po delih za nedolo¢ene integrale. Ce sta f in
g zvezno odvedljivi funkciji, potem je

/ f(@)g' () de = f(z)g(x) — / (2)g() de.
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Primer. Izracunajmo integral

/:Ecosxda:.

V formulo za integracijo po delih vstavimo f(x) = x in ¢'(x) = cosz.
Odtod izracunamo, da je f’(z) = 1 in g(z) = sinz. Lahko bi h g(x)
pristeli Se poljubno konstanto, vendar to ni potrebno. Sledi

/xcosxdx:xsinx—/l-sinxdac:xsinx—i-cosx—i-a

Primer. Izracunajmo integral

I = /xZex dz.

Najprej uporabimo formulo za integracijo po delih z f(z) = z* in
g (z) = e*. Ker je f'(x) = 2z in g(z) = €*, imamo

I = 22" — /Qxe””.

Sedaj Se enkrat uporabimo formulo za integracijo po delih. Tokrat z
f(z) =2x in ¢'(z) = €*, tako da je f'(z) =2 in g(z) =

I::L’Qe’”—(2xex—/26xdx)—:ce — 2xe” + 2e* + C.

Zelo zanimiv je tudi naslednji primer uporabe.

Primer. Izracunajmo integral
I = /\/1 — 2 dx.

Uporabimo formulo za integracijo po delih z f(z) = V1 — 22 in ¢'(z) =

1. Ker je f'(z) = 2\/+7(—2x) = = in g(x) = x, imamo

I=x2v1—22— :de—$v1—:v2+/

[
= V1 — 22+ mdﬁ/\/%

Odtod lahko izrazimo

= %(x\/l —x2+arcsinx+0) =

\/1—:1;2

=V 1 — 22— I+arcsin z+C.

(:L‘\/ 1 — 22 + arcsin x) + .

1
2
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7.6. Razcep racionalne funkcije na parcialne ulomke

Racionalnim funkcijam posebne oblike
A . Bx+C
(x —a)m (22 4+ bx + )™’

kjer b> — 4c < 0 pravimo parcialni ulomki. Izkaze se, da lahko vsako
racionalno funkcijo R(z) = %, pri kateri je Stevec nizje stopnje kot
imenovalec, razcepimo na vsoto parcialnih ulomkov in celo, da je tak
razcep enolicen.

Za iskanje razcepa na parcialne ulomke obstaja recept, ki si ga bomo
najprej ogledali v splosnem, nato pa Se na primerih. Na koncu razdelka
bomo povedali tudi, kaj storiti v primeru, ko je stopnja stevca vecja ali
enaka stopnji imenovalca.

Prvi korak je, da imenovalec ¢(x) razcepimo na produkt linearnih in
kvadratnih polinomov, nato pa iz vsakega faktorja izpostavimo vodilni
koeficient. Dobimo

k !
q(z) = qo H(iﬁ —a;)™ H(iﬁ? + bz +¢;)",
i=1 j=1
kjer je qo vodilni koeficient polinoma ¢(x). Drugi korak je iskanje nas-
tavka za razcep na parcialne ulomke. Vsak faktor (z — a;)™ prispeva
k nastavku vsoto
Aiq n Ain

x—a; (r—a;)

i7m’i

2

kjer so A;1, Ao, ..., Aim, neznane konstante. Vsak kvadratni faktor
(2% + bjz + ¢;)™ pa prispeva k nastavku vsoto

Bjix+Cj Bjsx + Cjo n Bjn;x + Cjn,

2+ bjx+c;  (2+bjx+c)? T (a4 bzt
kjer so Bj1,Cj1, Bj2,Cja, ..., Bjn,;, Cjn; neznane konstante.

Tretji korak je dolo¢anje neznanih konstant. Najprej nastavek po-
mnozimo s ¢(z), odpravimo oklepaje in uredimo. Dobimo nek polinom,
katerega koeficienti so izrazi v neznanih konstantah. Ta polinom je
enak polinomu p(x), torej se morajo ujemati tudi vsi koeficienti teh
dveh polinomov. Za neznane koeficiente tako dobimo sistem enacb.

Cetrti korak je redevanje dobljenega sistema enacb. Pri tem si po-
magamo z metodo zaporednega izlocanja spremenljivk.

Primer. Velja
1 -1 A N B
1—22 (z—1(xz+1) z-1 z+1
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Ko pomnozimo z (x — 1)(x 4 1), dobimo
—1=Ax+1)+Bx—1)=(A+ B)x+ (A— B),
odkoder dobimo sistem dveh enacb
A+B=0 in A-B=-1.

Resitev tega sistema je A = —% in B = %, torej je
1 1 1 1 1
- =__. 4+ = .
1—a2 2 r—1 2 z+1
Primer. Velja
3r + 2 A B C

G 2@—1) 41 (@tlE 71
Ko pomnozimo z (z + 1)?(x — 1) in uredimo, dobimo
3r+2=(A+C)2*+ (B+2C)zr — A— B+ C.
S primerjavo koeficientov dobimo sistem enach

A+C=0, B+20=3 in —A—B+C=3.

Resitev tega sistema je A = —%,
3r + 2

(x+1)2(z—1)

_ 1 ~_5 o
B =3, C =7, torej je
1 1 5) 1

1
x—|—1+§‘(1’+1)2+4.x—1'

0
1

Primer. Velja
I 1 A N Bz +C
-1 (z—D@2+2+1) -1 224+2+1

Ko pomnozimo z (z — 1)(z% + z + 1) in uredimo, dobimo
1=(A+B)2*+(A-B+C)x+A-C.
S primerjavo koeficientov dobimo sistem enach
A+B=0, A-B+(C=0 in A-C=1,
katerega resitev je A = %, B = —%, C= —%. Torej je
1 1 1 1 T+ 2

P—-1 3 -1 3 2Z2+z+1

Najtezji je primer, ko kvadratni polinomi nastopajo v visji potenci.

Primer. Velja
1 1

@@ —1? (@—-122+a+1)?2
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A n B n Cx+ D Ex + F
S rx—1 (z—12 224z+1 (22+z+ 1%
Ko pomnozimo z (z — 1)*(z% + z + 1)? in uredimo, dobimo
1 = (A+0)2° +(A+B—-C+ D)ax* +
(A+2B—-D+E)2* +(~A+3B—C —2E + F)a* +
(-A+2B+C—-D+E—-2F)x+(-A+B+ D+ F).
S primerjavo koeficientov dobimo sistem Sestih enacb s Sestimi nez-
nankami, katerega reitev je A= -2, B=4, C =2 D=1 E =1,
F = % Torej je
1 2 1

1 1 2z+3 1 z+1

1
@B 12 02-110 @12 9T1e+2 3 Utata22

Kadar je stopnja polinoma p(x) vecja ali enaka stopnji polinoma
q(z), potem seveda funkcije R(z) = 2% ne moremo razcepiti na par-
cialne ulomke. V tem primeru z algoritmom za deljenje polinomov
poistemo taka polinoma k(z) in r(z), da velja p(x) = k(z)q(x) + r(z)
in da je stopnja polinoma r(x) strogo manjsa od stopnje polinoma ¢(z).
Odtod sledi, da je R(x) = % = k(z) + ;Eg’ kjer Ry(z) = Zgzg lahko
razcepimo na parcialne ulomke. Torej se da vsako racionalno funkcijo
razcepiti na vsoto polinoma in parcialnih ulomkov.

7.7. Integriranje parcialnih ulomkov

Namen tega razdelka je izracunati nedolocena integrala

A . Bx+C
/—dx in /—d:{;
(x —a)™ (22 + bz + )"

Ker se da vsako racionalno funkcijo razcepiti na vsoto polinoma in
parcialnih ulomkov, lahko s pomocjo teh dveh nedolocenih integralov
izracunamo nedoloceni integral poljubne racionalne funkcije.
Najprej se spomnimo, da velja
1 1 1
—dt =In|t|+C in —dt=———+C, Cen > 2.
/t g /t” (1 —n)tr1 =

Z uvedbo nove spremenljivke ¢t = x — a dobimo odtod, da je

A .
/ dr = Aln|z —a|+ E in
r—a

/ A d A 1 LB > 9
— dx = . , cemn ,
(x —a) 1—-n (zx—a)? -

kjer je E poljubna konstanta.
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Oglejmo si Se parcialne ulomke druge vrste. S uvedbo nove spre-
menljivke s = t? dobimo, da velja

t 1
———— dt = = In(¢? Y+ E.
/t2+a2dt 2n(t +a)+

S uvedbo nove spremenljivke ¢ = as dobimo, da velja

1 1 t

Iz teh dveh integralov s pomocjo nove spremenljivke ¢ = x+g izpeljemo,

da velja
/ Bx +C
————— dx =
2+ bx+c

2C — Bb 24+ b
v—D v—D

kjer predpostavljamo, da je D = b? — 4c < 0.

B 2
= Eln|w +bx+c|+

Bolj zanimivo postane, kadar ima imenovalec eksponent n > 2. Z
novo spremenljivko s = t? dobimo, da velja

t 1 1 )
/ CETL dt = 20 ) . 1 a) + FE, cen > 2.

1
I, = | ————=dt
" / (t2 + a2)"

pa lahko izra¢unamo s pomocjo rekurzivne formule

Integral

1 t
I, = 2n—3),-1 ), ¢ > 2,
2a%(n — 1) ((t2 + a?)n1 +(2n ) 1> cen

1

a

t* 4+ a? t
= | 57—z dt= [t ——== dt+a’l, =
! / (2 + a?)r / @ray T

t 1 1 /1 1 1 dt + a®I
— . . J— . . a n:
201 —n) (2 +a2)" ! 2(1—n) (2 +a2)" !

in formule I; = arctgﬁ + C'. Velja namrec

1 t 1
- : - In— 2I’m
2i—n) @tayr 1 20—n T

odkoder lahko izrazimo I,, s pomocjo I,,_;. Na primer za n = 2 dobimo

I 1 t + 1 1 t + L t t-i—E'
=— [ — = . — 4+~ _arctg— .
27 902 \ 2 1 @2 ! 202 t2+a®  2a3 ga,
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Iz teh dveh integralov dobimo s pomocjo zamenjave t = x + %, da velja

recimo
/ Bx +C
dr =
(22 4 bx + ¢)?

(2C — bB)x + (bC — 2¢B) 2(2C — bB) 2 4+ b
= arctan

(-D)@+bz+e) (DD V=D

kjer predpostavljamo, da je D = b? — 4¢ < 0.

+E,

Za n > 2 je formula Se bolj zapletena.

7.8. Uporaba integralov racionalnih funkcij

Stevilni integrali se s primerno zamenjavo spremenljivke prevedejo
na integrale racionalnih funkcij. Treba pa je priznati, da to mnogokrat
ni najkrajsa metoda za njihovo racunanje. Poglejmo si nekaj primerov.
V nadaljevanju bo ¢rka R pomenila racionalno funkcijo v eni ali v dveh
spremenljivkah, se pravi

Z aixi Z Z Cij l’iyj
R(z) = =2 ali R(z,y)= "

Z bkilik Z dkl a:kyl

k=0 k=0 1=0

Primer. Izracunajmo integral

ar +b "
/R(:v, <ca:+d) )d$’

kjer je ad — be # 0. Vpeljimo novo spremenljivko

1
_fax+b\" | . _—dt"+b
t_(ca:+d> =¢ @) 2= " —a = 9(t).

Dobimo

m
n
)

/R(a:, (Z;Ciz) ) da = /R(¢(t),tm)¢’(t) “

kjer je Ryi(t) = R(o(t),t™)¢'(t) racionalna funkcija v spremenljivki ¢.

Primer. (Eulerjevi substituciji) Radi bi izracunali integral

/R(a:, Va+ bx + cx?) dz,
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kjer je D = b> —4ac # 0. Ce je D > 0, potem ima polinom a + bz + cz?
dva razli¢na realna korena, recimo « in (3. V tem primeru napravimo
zamenjavo

b 2 — 2~
t= \/a—;_x;rcx = \/Ci_i =¢ () in z= —a; _fc = ¢(1).
Dobimo
/R(m, Va+bx + cx?)dr = /R(gb(t), t(p(t) — )¢/ (t) dt :
t=¢~1(z)

Funkcija Ry (t) = R(¢(t),t(p(t) —a))¢'(t) je racionalna v spremenljivki
t, zato znamo integral na desni vedno izracunati. Preostane Se primer,
ko je D < 0. V tem primeru napravimo zamenjavo
t? —a
t=Vathrre@ayi=¢(e) in z= " — ().
a+br+cr?ta/e=¢ () in =z T B(t)

Dobimo

/R(:U, Va+ br + ca?) dx = /R(¢(t), tF o(t)Ve)g' (t) dt

t=¢~!(x)
Spet je funkcija Ri(t) = R(¢(t),t F ¢(t)\/c)@'(t) je racionalna v spre-
menljivki ¢, tako da integral na desni znamo izracunati.
Primer. (Splosna trigonometrijska substitucija) Integral
/ R(cosz,sinx) dz
lahko izracunamo tako, da napravimo uvedbo nove spremenljivke
t= tgg =¢ '(z) in x=2arctgt = ¢(t).

Krajsi racun pokaze, da velja
1—(tg%)? 1-¢2 . | 2tg 3 2t
= = In sint = = .

1+ (tg§)?  1+12 1+ (tg§)? 1+12
Odtod dobimo

1—t* 2t 2
/R(cosx,sinx) dx = /R( ) dt,

14827 1+t271+¢2

kjer je Ry(t) = R(:=, 2t;) 2

14220 1422/ 1482

/R(ex) dx

racionalna funkcija v spremenljivki t.

Primer. Integral
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zlahka uzenemo s zamenjavo
t=e"=¢ '(z) in z=Int=4¢t).

/ R(e") dx — / R(t)% dt,

kjer je Ry(t) = R(t)% racionalna funkcija v spremenljivki ¢.

Poseben primer tega integrala je

Dobimo

/ R(chz,shz)dz.

7.9. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija, obstoj in enoli¢nost nedolocenega integrala)
(a) Kako je definiran nedoloceni integral funkcije?
(b) Kaj vemo o enoli¢nosti nedolo¢enega integrala?
(c¢) Kaj vemo o obstoju nedolocenega integrala?
(2) (Integracija po delih)
(a) Kaj pravi pravilo za odvajanje produkta?
(b) Povej pravilo za integracijo po delih za nedoloceni integral
in ga izpelji!
(¢) Uporabi pravilo za integracijo po delih na primeru!
(3) (Uvedba nove spremenljivke)
(a) Kaj pravi pravilo za odvajanje posredne funkcije?
(b) Povej pravilo za uvedbo nove spremenljivke v nedolo¢enem
integralu in ga izpelji!
(c¢) Uporabi pravilo za uvedbo nove spremenljivke na primeru!
(4) (Integracija racionalnih funkcij)
(a) Kako razcepimo racionalno funkcijo na parcialne ulomke?
b) Kako integriramo parcialne ulomke oblike —4—7
(z—a)

(c¢) Kako integriramo parcialne ulomke oblike %?

(5) (Osnovni tipi nedolocenih integralov) Naj bo R(x,y) racionalna
funkcija v dveh spremenljivkah.
(a) Kako izracunamo [ R(chz,shz) dx?
(b) Kako izracunamo [ R(cosz,sinz) da?
(¢) Kako izracunamo [ R(z,vax? + bz + ¢) da?
)

(d) Kako izracunamo [ R(z, (%)%) dx?



POGLAVJE 8

Doloceni integral

8.1. Definicija dolo¢enega integrala

Recimo, da je funkcija f definirana na intervalu [a,b]. Lik, ki lezi
nad absciso, vendar pod grafom funkcije f oznac¢imo z L™, lik, ki lezi
pod absciso, vendar nad grafom funkcije f, pa ozna¢imo z L~. Razliko
njunih ploséin pl(L*T) — pl(L~) oznacimo z f; f(z)dz in ji pravimo
doloceni integral funkcije f na [a,b].

/ f(x) dz = pl(L*) — pl(L").

y=f(x)

Oglejmo si, kako poiséemo priblizno vrednost za fab f(z)dx.

(1) Interval [a, b] razdelimo na manjse kose [a, b] = [xg, 1] U [21, z2] U
Uz, Kjerjea=x0 <1y <a9 < ... <z, =0

(2) Nad vsakim kosom [z; 1, x;] nariSemo pravokotnik z visino f(&;),
kjer je & € [z;_1, ;] poljubna tocka.

(3) Naj bo P vsota ploséin vseh pravokotnikov, ki lezijo nad absciso,
P~ pa vsota plosc¢in vseh pravokotnikov, ki lezijo pod absciso.
Potem je PT — P~ =" | f(&)(x; —x;-1). To je iskani priblizek.

Mnozici p = {xg, 21, ..., x,} iz tocke (1) pravimo delitev intervala
[a,b], mnozici £ = {&,...,&,} iz tocke (2) pravimo izbira tock, ki
je usklajena z delitvijo p, vsoto > " | f(&)(x; — x;_1) iz tocke (3) pa
oznacimo z R(f; p,€) in ji pravimo Riemannova vsota funkcije f, ki
pripada delitvi p in z njo usklajeni izbiri tock &.

Primer. Izracunajmo Riemannovo vsoto funkcije f(z) =1 — 2%, 0 <
z < 3, ki pripada delitvi p ={;:9=0,1,...,6} intervala [0, 3lin z
njo usklajeni izbiri tock £ = {7 — %: i=1,...,6}.

139
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Veljaxi:ﬁzaizO,l,...,Gin@:

R(f;p,§) = Zf(fi)(xz’ —Ti-1) =

63 1 55 1 39 1 15 1 17\ 1 57\ 1 49
—6—4'1+6—4'1+6—4'1+az+(—6—4) '1*(—6—4) 17 1%

Pojasnimo Se geometrijski pomen te Riemannove vsote in ga primer-
jajmo z geometrijskim pomenom dolo¢enega integrala

3/2
/ (1 —2?)dx.
0

Na skici so prikazani pravokotniki, katerih plos¢ine smo upostevali
v Riemannovi vsoti. Vrednost dolocenega integrala je razlika ploscin
likov L™ (pobarvani del nad absciso) in L™ (pobarvani del pod absciso).

1

0.5f L*

0.25 0.5 0.75 1 1.25 1,5

-0.5¢ L-

Riemannova vsota R(f;p,&) je tem boljsi priblizek za doloceni in-
tegral fab f(x)dx, ¢im drobnejsa je delitev p. Kako drobna je delitev
p, merimo z njenim premerom p(p) = max;—1__,(z; —x;_1), ki je enak
dolzini najdaljsega od podintervalov [xg, z1], [x1, Z2], .. ., [Tn_1, Zs]. Vel-
ja torej

b
| f@dz= lm R(fip.©).
a n(p)—0

V nadaljevanju bomo to formulo vzeli za definicijo dolo¢enega inte-
grala. Vpeljava dolo¢enega integrala preko ploscin je sicer geometrijsko
bolj nazorna, ni pa dovolj natan¢na, saj bi bilo treba prej definirati po-
jem ploscine, kar je za bolj zapletene like vse prej kot preprosto.
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Pojasnimo Se, kako je limita v gornji formuli sploh definirana.

Trditev. Pravimo, da je stevilo I doloceni integral funkcije
f na intervalu [a, b] in piSemo I = f:f(a:) dx, ¢e za vsako
Stevilo € > 0 obstaja tako Stevilo § > 0, da za vsako delitev
p intervala [a, b], pri kateri je u(p) < 4, in za vsako izbiro
tock &, ki je podrejena delitvi p, velja |R(f;p, &) — I| < e.

Ce vemo, da doloceni integral f: f(z) dx obstaja, ga lahko izracunamo
tako, da izracunamo priblizek Y " | f(&)(xi—xi1) zx; = & = a+ b_T“i,
1=20,1,...,n, in limitiramo n proti neskon¢no.

Primer. Ce f03/2(1 — x?) dx obstaja, potem je

8/2 - 3\*\ 3
1 —2%)dr = li 1—- (=) |=—=
[ o= (1-(5) )a

— lim (%n— (%)3n(n+1)6(2n+1)) :;_ <;>3

kjer smo uporabili formulo

n

o nn+1)2n+1
> neAEn )

i=1
ki jo zlahka dokazemo s popolno indukcijo.

V razdelku 8.5 bomo dokazali, da doloceni integral obstaja za vse
zvezne in vse monotone funkcije na zaprtem intervalu, torej je pred-
postavka o obstoju integrala v gornjem primeru izpolnjena.

Kljub temu gornja metoda za racunanje doloCenega integrala ni
najbolj prirocna, saj je vsote tezko izracunati. Kasneje bomo spoz-
nali boljSo metodo, ki nam pove, kako doloceni integral izracunamo s
pomocjo nedolocenega integrala, tako imenovano Newton-Leibnitzovo
formulo.

8.2. Funkcije, ki nimajo dolocenega integrala

Ne sme nas presenetiti, da nimajo vse funkcije dolo¢enega integrala.

Trditev. Ce je f neomejena funkcija na zaprtem intervalu
[a, b], potem doloceni integral f: f(x) dx ne obstaja.
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Dokaz: Predpostavimo, da doloceni integral I = ff f(x) dx obstaja in
dokazimo, da je potem f omejena. Vzemimo nek e (recimo € = 1) in naj bo
0 tak kot v definiciji dolo¢enega integrala. Vzemimo neko naravno Stevilo
n > % in definirajmo z; = a+ b_Tai. Dokazali bomo, da je za vsak 7 med 1 in
n skréitev f][zj_hzj] omejena, odkoder takoj sledi da je funkcija f omejena.
Vzemimo poljuben j in poljuben x € [z;_1,z;] ter definirajmo & = z in
& =x;zavsaki#£ j. Kerveljaa=ag <21 <...<zxp=binx;—x;_1 <9

za vsak i = 1,...,nin § € [z;_1,2;] za vsak ¢ = 1,...,n, mora po izbiri
stevila 0 veljati |Y ", f(&)(z; — xi—1) — I| < e. Odtod sledi, da je
n n
I—e— > fl@)(zi —wio1) I+e+ > flo)(zi —xim1)
=1 i=1
J#i < f(ﬁ) < J#i ,
Tj—Tj-1 Tj —Tj-1
torej je skrcitev f|j, | . ) res omejena. O

Zal niti vse omejene funkcije nimajo dolo¢enega integrala, kot pokaze
naslednji primer.

Primer. Ce je

1, z€10,1]NQ,
f(x):{ 0, xE[[O,l]]\Q,

potem doloceni integral fol f(z)dx ne obstaja. Razlog je v tem, da
lahko za poljubno delitev zy < 27 < ... < x, intervala [0, 1] izberemo
take tocke &, & € [x;_1,x;], da velja

Zf(fé)(fﬂi — ;1) =1 in Zf(fé')(ivi — ;1) =0.

(za & vzemi poljubno tocko iz [x;_1, z;] N Q, za & pa poljubno tocko iz
(-1, ;] \ Q.) Ce bi obstajala limita priblizkov po ¢edalje drobnejsih
delitvah, potem bi bila po prvi formuli enaka 1, po drugi pa 0. To je
seveda protislovje, saj ne moremo imeti dveh razli¢nih limit.

8.3. Enakomerno zvezne funkcije

Nemen tega razdelka je dokazati Heine-Cantorjev izrek, ki ga bomo
potrebovali v razdelku 8.5 pri dokazu obstoja dolocenega integrala za
zvezne funkcije na zaprtem intervalu.

Pravimo, da je funkcija f enakomerno zvezna, ¢e za vsak € > 0
obstaja tak § > 0, da za poljubna =,y € D(f), ki zadoscata |z —y| < ¢
velja [f(z) — f(y)| <e

Na prvi pogled se zdi, da je ta definicija povsem enaka definiciji
zvezne funkcije. Zapisimo obe definiciji z logi¢nimi simboli:

f je enakomerno zvezna <
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Ve>030>0Ve e D(f)Vye D(f): |z —y| <d=|f(z)— fly)| <e.
f je zvezna <

Ve>0Vr e D(f) 30 >0y e D(f): |z —y| <d=|f(z)— fly)| <e.

Razlika je samo v vrstem redu simbolov Vz € D(f) in 36 > 0. Pri
enakomerno zveznih funkcijah moramo najti tak ¢, ki je“dober” za vse
x, pri zveznih funkcijah pa zadosca, da za vsak x posebej najdemo tak
0, ki je “dober” zanj. Iz te opazke takoj sledi, da je vsaka enakomerno
zvezna funkcija tudi zvezna. Da obratno ni res nas preprica naslednji
primer.

Primer. Oglejmo si funkcijo

1
flz)==, 0<az<1.

x
Ta funkcija je zvezna, ker je skréitev racionalne funkcije. Pokazimo, da
ni enakomerno zvezna. Poiskati moramo tak ¢ > 0, da za vsak § > 0
obstajata taka x,y € (0, 1], ki zadoscata |z —y| < din |f(x)— f(y)| > e.
Vzemimo € = 1, = min{4,1}, y = 1 min{0,1}. Potem je |z — y| =
tmin{d, 1} < in |f(z) — f(y)| = m >1l=e

Heine-Cantorjev izrek. Vsaka zvezna funkcija na zaprtem
intervalu je enakomerno zvezna.

Dokaz: Recimo, da je f zvezna funkcija z definicijskim obmocjem I =
[a, b]. Ce f ni enakomerno zvezna, potem obstaja tak ¢ > 0, da za vsak
d > 0 obstajata taka x = x(J) in y = y(0) iz I, da velja [z —y| < ¢ in
|f(z) — f(y)| > €. Pigimo zj, = z(1) in y, = y(3). Ker sta x in y omejeni
zaporedji, obstajata konvergentni podzaporedji z ) in ygr). Ker za vsak
k velja |z — yi| < %, imata zaporedji zg) in Yg(r) isto limito, recimo ji
t. Po predpostavki je f zvezna v tocki ¢, zato zaporedji f(zg)) in f(Ypk))
limitirata proti f(¢). Toda za dovolj velike k odtod sledi, da je |f(zg)) —
SO <5 in[f(ysw)) —f()] < 5. Odtod sledi, da je | f(z k) = f(ygm))| <€
kar je v protislovju z izbiro zg) in ygx). Torej f mora biti enakomerno
zvezna. ]

8.4. Pomozni izrek

V tem razdelku bomo izpeljali pomozni izrek, ki ga bomo potrebo-
vali v razdelkih 8.5 in 8.6. Najprej moramo uvesti nekaj oznak.
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Za poljubno omejeno funkcijo f na [a,b] in za poljubno delitev p
intervala [a, b] pisimo

R(fip)=> Mz;—xzii1) in R(fip) =Y milx; — zi1),
=1 1=1

kjer je
M; = sup{f(x)|z € [z;—1, 2]} in m; =inf{f(x)|z € [v;1, 2]}

Trditev. Za poljubni delitvi p; in p, intervala [a, b] velja
R(f;p1) < R(f;p2)-

Dokaz: Dokazali bomo levi neenacaj v

R(f;p1) < R(f;p1Up2) < R(f;p1Up2) < R(f;p2)-

Srednji neenacaj je namrec oc¢iten, dokaz desnega pa je skoraj enak dokazu
levega. Naj bo {t1,...,t,} = p2 \ p1. Dokazali bomo, da velja

R(f;p1) < R(f;p1U{t1}) < R(f; pU{t1,t2}) < ... S R(f;p1U{t1, .. 10 }).

Ker je pyU{t1,...,t,}) = p1Upa, je desna stran enaka R(f; p1Upz). Dokazali
bomo samo prvo od teh neenakosti, ker je dokaz ostalih enak. Recimo,
da je p1 = {xo,...,zn} in da t1 € [zj_1,2;]. Pisimo m; = inf fl,, | 2.
m; = inf flp, ¢y iInmj = inf fl, o). Ker m) > my in mj > my, je
R(f;p1U{t1}) — B(f; p1) = mi(t1 — mj1) +mj(z; —t1) —mj(z; —xj-1) =

(mfj = my)(ty = 2j-1) + (] —my)(w; — 1) 2 0. =

Pomozni izrek. Ce za vsak € > 0 obstaja tak § > 0, da za
vsako delitev p intervala [a,b], ki zados¢a u(p) < 4, velja
R(f;p) — R(f;p) < €, potem doloéeni integral f:f(zc) dx
obstaja.

Dokaz: Vzemimo omejene funkcijo f na [a,b] in definirajmo
I=infR(f;p), I=supR(f;p),
P p

kjer v obeh primerih p tece po vseh delitvah intervala [a,b]. Iz ocene
R(f; p1) < R(f; p2) sledi, da velja I <T.

Vzemimo sedaj poljuben e > 0 in izberimo tak ¢ > 0 kot je zahtevan
v trditvi. Za poljubno delitev p = {xo,...,z,} intervala [a,b] s premerom
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wu(p) < 0 in za poljubno izbiro tock &i,...,&,, kjer & € [zi—1,x;] za vsak
i=1,...,n, velja

R(f;p) <> f(&)(wi—zi1) <R(f;p) in R(f;p) <I<T<R(f;p)

i=1
Odtod sledi, da je

Y (&) @i — 1) — I < R(f;p) — R(f3p) < €.
i=1
Po definiciji dolo¢enega integrala to pomeni, da je I doloceni integral funkcije

f na[a,b]. Isti dokaz nam pove, da je v tem primeru tudi T doloceni integral
funkcije f na [a,b], zato je I = I. O

Obrat pomoznega izreka. Ce doloGeni integral I =

f:f(w) dx obstaja, potem za vsak € > 0 obstaja tak § > 0,
da za vsako delitev p intervala [a,b] z p(p) < J§ velja

R(f;p) — R(f;p) < e.

Dokaz: Po definiciji dolo¢enega integrala I obstaja tak & > 0, da za
vsako delitev p = {xo,...,z,} intervala [a,b] z u(p) < ¢ in za vsako izbiro
tock &1,...,&n, Kjer & € [wi—1, ), velja [D°0 f(&)(zi —zim) —I| < 7 Za
poljuben tak p pisimo M; = sup f|j,_, o, in m; = inf f[;, | 5,). Vzemimo
taka 1, Gi € [wi—1,2;], daje f(ni) > Mi— 5= in f(G) < mi+ 5= Potem
R(fip) —R(fip) < 3250 (M — (i) (@i — zi) |+ 12250 f (i) (@i —@im1) —
I|+|I_Z?:1 f(G) (i —zim1)|+ ‘Z?:l(f(gl)_mz)(ajz_qu—l)‘ < 42 =e O

8.5. Funkcije, ki imajo doloceni integral

Oglejmo si preprost primer, kjer ni tezav z obstojem integrala.

Trditev. Za vsako konstantno funkcijo C in vsak zaprti

interval [a,b] doloceni integral f:C dx obstaja in je enak
C(b— a).

Dokaz: Poljuben priblizek konstantne funkcije C' na intervalu [a,b] je
enak C(b — a), saj za poljubno delitev a = zp < 21 < ... < x, = b in
poljubno izbiro tock &1,...,&, velja > f(&) (@i — xim1) = C Y (@i —
xi—1) = C(b—a). Odtod sledi, da je tudi limita priblizkov enaka C(b—a). O

Izkaze se, da imajo doloceni integral tudi vse zvezne funkcije in vse
monotone funkcije.
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Izrek. Za vsako zvezno funkcijo f na zaprtem intervalu
[a, b] obstaja dolo¢eni integral f: f(x) dx.

Dokaz: Vzemimo pojuben € > 0. Ker je funkcija f zvezna na zaprtem
intervalu [a, b], je po Heine-Cantorjev izreku tudi enakomerno zvezna. Tore]
obstaja tak 0 > 0, da za poljubna x,y € [a, ], ki zadoScata |z — y| < J velja
|f(x) = f(y)] < 5. Vzemimo poljubno delitev p = {0, ..., 2y}, ki zadosca
p(p) < 9. Ker je f zvezna funkcija, obstajajo take tocke &, &/ € [x;—1, ],
da velja f(&)) = M; in f(£/) = m;. Odtod sledi, da je

n

R(f;p) = R(f;ip) = D f(E)(wi — wim1) = Y (&) (@i — mia) <
=1

i=1
n . n .
< Z (f(fé) - f( ;l))(% - l”i—l) < b—a Z(% - 551’—1) = b_ a(b — a) = €.
i=1 i=1
Zdaj nam pomozni izrek zagotavlja obstoj integrala f: f(x)dx. O

Izrek. Za vsako monotono funkcijo f na zaprtem intervalu
[a, b] obstaja doloceni integral f; f(x) dx.

Dokaz: Recimo, da je f monotona funkcija na [a, b]. Ce je f konstantna,
potem ze vemo, da f:f(a:) dx obstaja. Oglejmo si primer, kjer je f na-
rascajoca nekonstantna funkcija na [a,b] (podoben dokaz velja za padajoce
nekonstantne funkcije). Potem je f(a) < f(b). Vzemimo poljuben € > 0 in
definirajmo § = m. Za poljubno delitev p = {xg, x1,...,z,} intervala
[a, b], ki zadosca u(p) < 4, velja

n

R(fip) = R(fip) = > _(M; — mi)(wi — wi1) < Y (M; —m;)6 =

i=1 i=1
= (f(@i) = f(@i-1))6 = (f(b) — f(a))6 = €.
i=1
Po pomoznem izreku odtod sledi, da obstaja integral f; f(z) dx. O

8.6. Osnovne lastnosti dolocenega integrala

V tem razdelku si bomo ogledali tri osnovne lastnosti dolocenega
integrala. Prvi dve sta linearnost in integriranje neenakosti.
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Trditev. Za poljubni funkciji f in g definirani na zaprtem
intervalu [a, b] in za poljubno realno stevilo a velja

/ab (f(x) +g(x)) dx = /abf(:c) d;c+/abg($) da

/a (af (@) dz = o / () da.

Trditev. Ce sta funkciji f in g definirani na intervalu [a, b],
¢e obstajata integrala f: f(x) dzx in f:g(m) dz in ¢e velja

f(x) < g(x)

za vsak x € [a, b], potem je

/abf(w) da < /:g(w) da.

Teh dveh trditev ne bomo dokazovali, ker je njun dokaz zelo podoben
dokazu ustreznih lastnosti za limite funkcij v tocki. Dokaz prve trditve
je podoben dokazu formule lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z),

dokaz druge trditve pa je podoben dokazu trditve, da iz f(x) < g(x)
za vsak x, sledi lim f(z) < lim g(x), ¢e le obe limiti obstajata.

Zanimivejsa je tretja formula.

Trditev. Ce je funkcija f definirana na intervalu [a, b], e
velja a < ¢ < b in Ce obstaja bodisi integral f: f(x) dx bo-
disi oba integrala [ f(x) dz in fcb f(x) dz, potem obstajajo
vsi trije integrali in velja

[ 1@ae= [ s@ac+ [ 1@ an.

Dokaz: Predpostavimo, da obstajata integrala I; = facf(:v) dr in Ir =
fcb f(x)dx. Vzemimo poljuben € > 0. Po definiciji dolo¢enega integrala
obstajata taka d; > 0 in d9 > 0, da velja:

o [>75—1 f(j)(yj —yj—1) — Ii| < § za poljubno delitev {yo, ..., y,} inter-
vala [a, c] in poljubne 71, ..., n,, kjer je n; € [yj—1,y;] za vsak j =1,... 7.

o[> i1 () 2k — z1—1) — I2| < § za poljubno delitev {zp,..., 2} inter-
vala [c,b] in poljubne (1, ..., s, kjer je (x € [zj-1,2j] zavsak k=1,...,s.
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Po izreku iz razdelka 8.2 sta skrcitvi f|, . in f[jp omejeni. Odtod
sledi, da je tudi funkcija f omejena. Naj bo M = sup f in m = inf f.
Naj bo § = min{61,5g,m} in naj bo p = {zg,...,z,} poljubna
delitev intervala [a,b] s premerom p(p) < 6. Vzemimo tudi poljubne tocke
&1, &n, kjer je & € i1, 2] za vsak i =1,...,n.

Ce ¢ € p, potem je ¢ = &, za nek m. Odtod sledi, da je p; = pNJa, ]
delitev za [a, c] s premerom u(p1) < d1 in da je pa = pN b, ¢| delitev za [c, b]
s premerom p(p2) < d2. Po izbiri d; in d2 odtod sledi, da je

Doty f&) (@ —wimn) — L < § in D00, f(&) (2 —xio1) — Io] < §,
torej je [3251y f(&)(wi —xio1) — (W + )| < 5+ 5 <e
Ce ¢ € p, potem obstaja tak m, da velja x,,—1 < ¢ < Z,. PiSimo
& = min{&mn, ¢}, Ry = 300 F(&) (i — 1) + F(€,) (@ — 2m1),
m =max{&m,ct,  Ro = f(&n)(@m — ) + 200,41 f(&) (@i — zim1).

Mnozica p1 = {zo, ..., ZTm—1,c} je delitev intervala [a, c|] z premerom p(p1) <
p(p) < 0 < 01, zato je

’Rl - 11’ < %
Podobno je mnozica py = {¢, Zm, ..., z,} delitev intervala [b, ¢] s premerom
w(p2) < d2, zato je tudi

Ry — I < &.

Dokazimo Se oceno

IZ?-lf( (@i — xim1) — (B + Ro)| < §.

Ker je 7" f(&) (@i —xio1) — (R1 4 Ra) = f(&m) (@m — @m-1) — f(&,)(c—
Tm—1) — (&) (@m —c) = ( (&m) = [ (En)) (= @m—1) +(f (&m) — &) (Tm —0),
sledi [>7;1 1f(§z (i—xi1)—( 1+R2)| < (M —m)(e—@gn1)+(M —m) (@~
¢)=(M—-—m)(xpm —Tm-1) < m)d < £. Iz teh treh neenakosti dobimo

(M
1> iy f(&) (@i — wim1) — (1 + [)| <
<oy f(&) (i — wim1) — (R + Ra)| + |R1 — I + R — Io| < e.

S tem smo dokazali, da doloceni integral f: f(x)dz obstaja in da je enak
I + 1.

Oglejmo si e drugi del izreka. Predpostavimo, da integral I = f; f(z)dx
obstaja. Dokazati moramo, da potem obstajata tudi integrala [ f(z) dz in
I} f() da

Vzemimo poljuben € > 0 in naj bo § > 0 takSen kot v obratu pomoznega
izreka. Vzemimo poljubno delitev p; intervala [a, c| z u(p1) < 0 in poljubno
delitev po intervala [c,b] z u(p2) < §. Potem tudi za delitev p = p; U po
velja u(p) < 6, od koder sledi, da je R(f;p) — R(f; p) < e. Ker je R(f;p) —
R(f:p) = (B(fip1) = B(f;p1)) + (B(f; p2) — B(f;p2)), sledi odtod, da je
R(f;p1) — R(f;p1) < ein R(f;p2) — R(f; p2) < €. Pomozni izrek nam sedaj
pove, da integrala [ f(z) dz in fcbf(a:) dzx obstajata. O
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Ceprav f: f(z)dx ni smiselno definiran v primeru b < a, bi radi
definicijo dolo¢enega integrala razsirili tudi na ta primer. Dogovorimo
se, da velja.

/aaf(a:)d:c:O in /abf(:c)da::—/baf(m)dw.

Zapomniti si moramo, da ta formula ni izrek, ampak definicija.
Uporabnost te definicije je v tem, da formula

/abf(x)d:p:/acf(x)d:r+/cbf(x)dx

sedaj velja za poljubne a, b, ¢, ne glede kaksen je njihov vrstni red.

8.7. Izrek o povprecju, osnovni izrek infinitezimalnega
racuna

Povprecje funkcije f na intervalu [a, b] je Stevilo

b
bia/ f(z)dz.

V nadaljevanju bomo potrebovali naslednjo trditev.

Izrek o povpreéju. Ce je f zvezna funkcija na intervalu
[a, b], potem obstaja tak c € [a, b], da velja

1 b
— / (@) dz = f(c).

Dokaz: Po predpostavki je f zvezna funkcija na intervalu [a, b], zato je
tudi omejena. Naj bo m = inf f|, 3 in M = sup f|,p. Ko integriramo
oceno

m< f(x) <M

b b
/ mdajg/ f(x)d:cg/de.
Upostevajmo, da je

b b
/ mdx =m(b—a) in / Mdx = M(b—a),
a a

od a do b, dobimo
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pa imamo

1 b
m< —— x)dx < M.
< [ Hds
Ker je f zvezna funkcija, zavzame na intervalu [a,b] tako vrednosti m in
M kot tudi vsako vrednost med njima. Posebej zavzame tudi vrednost

— fab f(z)dx. Torej res obstaja tak ¢ € [a, ], da velja

b
i [ f@ = s O

Izrek o povprecju je poleg izreka o obstoju dolocenega integrala
za zvezne funkcije na zaprtem intervalu glavni korak v dokazu nasled-
njega izreka, ki nam zagotavlja obstoj nedolo¢enega integrala za zvezne
funkcije na povezani mnozici.

Osnovni izrek infinitezimalnega racuna. Ce je f taka
zvezna funkcija, da je D(f) povezana mnozica, ki vsebuje
neskoncno Stevil, potem je za vsak a € D(f) funkcija

F(z) = /m £(¢) dt

nedoloceni integral funkcije f.

Dokaz: Najprej se prepri¢ajmo, da je funkcija F'(x) smiselno definirana
za vsak x € D(f). Ker je f zvezna na D(f), je zvezna tudi na [a, z] oziroma
[, a] za vsak © € D(f). Dokazali smo ze, da ima vsaka funkcija, ki je zvezna
na zaprtem intervalu, doloceni integral. Torej integral [ f(t) dt res obstaja
za vsak x € D(f).

Dokazati se moramo, da velja F'(z) = f(x) za vsak x € D(f). Velja

F(z +h) - F(x) St p@)de — ()t

! _ . o .
Fiz) = Jim h = i h
1 z+h
— lim > t)dt = li = f(x).
i = [ )= Jim f0) = 1(@)

Pri prvem enacaju smo uporabili definicijo odvoda, pri drugem definicijo
funkcije F(z), pri tretjem formulo ff f(x)de = [T f(x)dx+ fcb f(z)dz, pri
Cetrtem izrek o srednji vrednosti in pri petem zveznost funkcije f v tocki x
(ker je ¢ med x in x + h, gre ¢ proti x, ko gre h proti 0). O

8.8. Newton-Leibnitzova formula in posledice

Naslednji izrek nam pove, kako lahko doloceni integral izracunamo
s pomocjo nedolocenega integrala. V dokazu bomo uporabili osnovni
izrek infinitezimalnega rac¢una.
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Newton-Leibnitzova formula. Ce je f zvezna funkcija na
intervalu [a, b] in ¢e je ® njen nedoloceni integral, potem
velja

/ () do = (b) — B(a).

Dokaz: Po osnovnem izreku infinitezimalnega racuna je funkcija F(x) =
f; f(x) dx nedoloceni integral funkcije f. Po predpostavki je tudi funkcija
® nedoloceni integral funkcije f. Ker je D(f) = [a,b], obstaja po izreku o
enoli¢nosti nedolo¢enega integrala taka konstanta C', da velja ®(x) = F(x)+
C' za vsak x € [a,b]. Odtod sledi

b
/ f(@)de = F(b) = F(a) = (2(b) = C) = (®(a) = C) = &(b) = ®(a). [

Newton-Leibnitzovo formulo ponavadi pisemo v obliki

b r=b
|tz =o@)
kjer je
x=>b

O(z)| =(b) — P(a)

Primer.
1 1 ac:l

/ > dx = arctgx =—

0 1 +x 2=0

Pred uporabo Newton-Leibnitzove formule moramo preveriti, ce je
funkcija f res definirana in zvezna v vsaki tocki intervala [a, b], sicer
lahko dobimo napacen rezultat.

Primer. Naslednji racun ni pravilen

saj je integral na levi pozitiven, ker je funkcija x% pozitivna, rezultat na
desni pa je negativen. Problem je v tem, da funkcija $—12 ni definirana v
tocki 0 € [—1, 1], zato sploh ne bi smeli uporabiti Newton-Leibnitzove
formule.

Newton-Leibnitzova formula nam omogoca, da formuli za uvedbo
nove spremenljivke in za integracijo po delih prilagodimo tudi za dolo-
¢ene integrale.
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Uvedba nove spremenljivke v doloéenem integralu. Ce je
¢ strogo monotona zvezno odvedljiva funkcija in ce je f
zvezna funkcija, potem velja

b ¢~ 1(b)
/ f(x) do = / IO @) .

¢~ (a

Dokaz: Velja

f(x)de = [ f(x)dx = [ f(o(t)d'(t)dt =
/a ) /() B /<<> wal |
t=¢"1(b) ¢~ 1(b)
_ / F($(0) (1) dt — / F(3(6) (1) dt. 0
t=¢-1(a) Jo~1(a)

Pred uporabo se moramo prepricati, da je ¢ res strogo monotona,
sicer inverzna funkcija ¢ ni smiselno definirana.

Primer. Radi bi izracunali integral

™
/ sin x dx.
0

Kaj je narobe z naslednjim racunom? Napravimo zamenjavo
t=sinz=¢ *(z) in x = arcsint = @(t).

Po formuli za zamenjavo spremenljivke je

T ¢ 1(m) 0 1
sinxdx:/ sin ¢(t)) ¢’ t)dt:/ t- dt =0
/0 ¢=1(0) ( ( >) ( 0 V1—1t?

To ne more biti res, saj je integral pozitivne funkcije pozitiven. Problem
je v tem, da funkcija arcsin ni definirana na intervalu [0, 7], ampak na

[—%,%]. Pravilni rezultat je

=2

z=0

T
/ sinxdr = —cosz
0

Integracija po delih v dolo¢enem integralu. Za poljubni
zvezno odvedljivi funkciji f in g na intervalu [a, b] velja

/ f(x)g' () dx = f(x)g(x) wi — / f'(x)g(x) dx.
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Dokaz: Velja

[ rwd@e= [ s al

= <f(w)9($) - / f@)g(w) dm) i—a

= b
—/f@mmm. 0

Primer. Funkcija I'(x) je definirana z

r=b

b
['(z) = lim lim t" et dt.

b—+00 a—0+ @

Izkaze se, da je smiselno definirana za vsak = > 0. S pomocjo Newton-
Leibnitzove formule dokazemo, da je I'(1) = 1. S pomocjo gornje for-
mule za integracijo po delih bomo dokazali, da za vsak x > 0 velja

I(x+1) =2 ().

Velja namrec

t=
[Ptmetdt = t7(—et)
t=b
+ fa trle—t dt.

t=a

—f (2t* 1) (—e7") dt =

t=a

— _txeft

Ker je

lim lim t%e™t
b—-+00 a—0t

odtod sledi
I(x+1)= lim lim fbt” “tdt =

b—>+oo a—0t

= lim lim xf t*"te7tdt = 2I'(z).

b—-+00 g—0t+

Iz lastnosti I'(1) = 1 in I'(z 4+ 1) = zI'(z) sledi, da za vsako naravno
stevilo n velja
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8.9. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Definicija dolo¢enega integrala)
(a) Razlozi geometrijski pomen dolocenega integrala f; f(z)dz!
(b) Kako izracunamo priblizek za fab f(z)dz s pomocjo Rie-
mannovih vsot?
(c) Kako definiramo to¢no vrednost za ff f(x)dx?
(2) (Funkcije, ki nimajo dolocenega integrala)
(a) Kaj vemo o dolocenih integralih neomejenih funkcij?
(b) Povej primer omejene funkcije, ki nima dolo¢enega inte-
grala. Odgovor utemelji!
(c) Povej primer omejene funkcije, ki ima doloceni integral.
Odgovor utemelji!
(3) (Funkcije, ki imajo doloceni integral)
(a) Kako sta definirana izraza R(f;p) in R(f;p)? Kaj pravi
pomozni izrek?
(b) Dokazi, da ima doloceni integral vsaka monotona funkcija
na zaprtem intervalu!
(c) Kaj pravi Heine-Cantorjev izrek?
(d) Dokazi, da ima dolo¢eni integral vsaka zvezna funkcija na
zaprtem intervalu!
(4) (Lastnosti dolocenega integrala)
(a) Dokazi, da je doloceni integral vsote enak vsoti dolocenih
integralov!
(b) S primerom pokazi, da dolo¢eni integral produkta ni nujno
enak produktu doloc¢enih integralov!
(c¢) Kako doloceni integral razcepimo na dva “krajsa” dolo¢ena
integrala?
(5) (Povprecje)
(a) Kako je definirano povprecje funkcije f(z) na intervalu
la, b]?
(b) Kaj pravi izrek o povprecni vrednosti?
(c) Kaj je geometrijska interpretacija izreka o povpre¢ni vred-
nosti?
(6) (Osnovni izrek infinitezimalnega racuna) Naj bo funkcija f(z)
zvezna na intervalu [a,b] in F(x) = [ f(t)dt.
(a) Dokazi, da je funkcija F(z) zvezna na [a, b]!
(b) Dokazi, da je funkcija F(x) odvedljiva na (a,b) in da je
F'(z) = f(2)
(c¢) Kaj pravi Newton-Leibnitzova formula?
(d) Kaj pravi osnovni izrek infinitezimalnega racuna?
(7) (Posledice Newton-Leibnitzove formule)
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(a) Kaj pravi formula za uvedbo nove spremenljivke v nedo-
locenem integralu?

(b) Kaj pravi formula za uvedbo nove spremenljivke v dolo-
¢enem integralu?

(c¢) Kaj pravi formula za integracijo po delih v nedolo¢enem
integralu?

(d) Kaj pravi formula za integracijo po delih v dolo¢enem
integralu?

(8) (Gama funkcija)

(a) Kako je definirana funkcija I'(z)?

(b) Dokazi, da je I'(1) = 1!

(c) Dokazi, da je I'(n + 1) = nl'(n) za vsako naravno $tevilo
n!

(d) Dokazi, da je I'(n) = (n — 1)! za vsako naravno stevilo n!






POGLAVJE 9

Uporaba dolocenega integrala

9.1. Ploscine ravninskih likov
Oglejmo si najprej plosc¢ine ravninskih likov posebnih oblik.

y
y=9(x)

1 ’_\\/ y="f(x)

X=a x=b

Trditev. Ce je lik L omejen od spodaj s krivuljo y = f(x),
od zgoraj s krivuljo y = g(x), z leve s premico ¢ = a in z
desne s premico x = b (glej sliko), potem je njegova plos¢ina
enaka .

pL) = [ (9(@) - f(2)) do.

Predpostavljamo, da sta funkciji f in g zvezni.

Dokaz: Vzemimo poljubno deliteva =xzg <z < ... <z, = b intervala
[a,b] in razrezimo lik z navpiénimi premicami z = x; na manjse dele. Naj
bo L; del lika, ki se nahaja med premicama x = x;—; in * = x;. Za vsak
& € [xi—1,x;] se ploséina lika L; priblizno ujema s plos¢ino pravokotnika z
osnovnico Ax; = x; — x;—1 in visino g(&) — f(&;), se pravi

n n

pI(L) = 3 pI(L) ~ S (9(&) - F(&) A,

i=1 =1
157
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Izraz na desni je ravno Riemannova vsota funkcije g(x) — f(z), ki pripada
delitvia =29 < z1 < ... <z, = b in izbiri tock &;, torej

n

b
[ 0ta) = 1@ do = 3 -0(6) - 1) A
a i=1
Ce vzamemo limito po ¢edalje drobnejsih delitvah, torej dobimo

n

b
PI(L) = lim S (9(6) = (€A = [ (ola) = fla)) da. O

Podobno se prepricamo, da velja tudi naslednje:

Trditev. Ce je lik L omejen od spodaj s premico y = c,
od zgoraj s premico y = d, z leve s krivuljo x = h(y) in z
desne s krivuljo x = k(y), potem je njegova plos¢ina enaka

pl(L) = / (k(y) — h(y)) dy.

Predpostavljamo, da sta funkciji k in h zvezni.

Plos¢ino bolj zapletenih likov izracunamo tako, da jih razrezemo
na manjse like, katerih ploscine se izracunajo po eni od gornjih dveh
formul.

Primer. Izracunajmo ploséino lika omejenega s krivuljami y = +/z,
y=0iny =z — 2 (glej sliko).

y
3,
y=X-2
2t Y=\/;
1,
-1 1 2 3 4 5 6 X
-1t

Najprej lik prerezemo s premico z = 2 na dva manjsa lika, katerih
plos¢ino izracunamo po prvi formuli. Ploséina levega lika je

2 3/ " _ 4/2

/02(\/_—0) dz = 2z

3 _— 3
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ploscina desnega pa

/2(f—(x—g))dx:(gﬁ/?—%mx) i :w.

Ploscina celotnega lika je torej

4v/2 10—4v2 10
pl(L) = V2, v2_ 10
3 3 3
Lahko pa bi plosc¢ino lika tudi direktno izra¢unali po drugi formuli. Ker

je lik omejen zy =0, y = 2, x = y* in z = y + 2, velja

r=2

2 3 |y=2 10

2
pl(L)Z/(y+2—y2)dy=(%+2y—y§) =3
0 y:(]

9.2. SrediScéa ravninskih likov

Sredisce ravninskega lika L je taka tocka (z*,y*), kjer je z* pov-
precje x koordinat vseh tock lika L, y* pa povprecje y koordinat vseh
tock lika L. Sredisce lika ne lezi nujno znotraj lika. Kadar ima lik kon-
stantno gostoto, se pojem srediS¢a ujema s pojmom tezisca, v splosSnem
pa se ta pojma razlikujeta.

Primer. Sredisce pravokotnika, omejenega s premicami r = a, x = b,

y=ciny=d je tocka (z*,y"), kjer je 2* = £ in y* = <H<.
Primer. Kadar je lik L sestavljen iz ve¢ manjsih likov Lq,..., L,,
katerih sredisca so (x7,y7),. .., (), y¥), potem je sredisce lika L tocka

(", y"), kjer je

oo TPl + o A plLe) y = yi (L) + ... + ¥, PL(Ln)
pl(L) pl(L)

Bralec se bo vprasal zakaj nismo vzeli kar navadno povprecje. Razlog

je v tem, da imajo liki z vecjo plos¢ino “ve¢” tock in zato prinesejo

vecji delez k povprecju.

Trditev. Kadar je lik L omejen z leve s premico *x = a, z
desne s premico = b, od spodaj s krivuljo y = f(«) in od
zgoraj s krivuljo y = g(«), potem sta koordinati njegovega
sredisca
o Jo2l@ —f@)de [ 50(@) = f(@)) de

J2(g(@) = f(=)) da J2(g(@) - f(=)) da

Predpostavljamo, da sta funkciji f in g zvezni.
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Dokaz: Priblizno koordinate sredi$¢a izrac¢unamo tako, da lik razdelimo
na unijo disjunktnih pravokotnikov in izra¢unamo utezeno povprecje nji-
hovih sredis¢. Razlozimo to podrobneje. Vzamemo delitev p: a = 29 < 71 <

.. < xp = bin definirajmo &; = x“l;mi zavsaki=1,...,n. Najbo L; pra-
vokotnik omejen s premicami = x;_1, * = x;, y = f(&) in y = g(&). Nje-
(&, f(fi);g(éi))

govo srediice ima (kot v prvem primeru) koordinate . Sredisce
lika L, = L1 U...U L, ima torej (kot v drugem primeru) koordinate

o i &PML) 3 &i9(&) — f(&) A

€Tr, B = =

(&
P i pl(L) i (9(&) — f(&)Ax;
L i s (f&) F @) plLy) Sty 5(f(&) + 9(€)(9(&) — f(ﬁi))ASUz"

y = =

P > iy PU(L:) >ic1(9(&) — (&) Az
V limiti po ¢edalje drobnejsih delitvah preide L, v L, koordinate njegovega
sredisca pa v

JZ* — hm JZ* — hmp Z?:l gz(g(&) f(gz))sz — f;l‘(g(l‘) - f(m)) dSU
p 7 lim, 701 (9(&) — f(&))Ax; f:(g(x) — f(x)) dz ’
g~ limy’ — e i 39(6)° — F(€))Ax: _ [, 3(9(@) — f@)*) de
p TP lim, 3 (9(6) — f(&) A Pg(x) - f(@) dz

Analogno velja naslednja trditev.

Trditev. Ce je lik L omejen od spodaj s premico y = ¢,
od zgoraj s premico y = d, z leve s krivuljo x = h(y) in z
desne s krivuljo = k(y), potem sta koordinati njegovega
srediSca

d
o e s (R@)? —h(y)*) dy . _ Jly(k(y) — h(y) dy

Yy

d

J2(k(y) — h(y)) dy J2(k(y) — h(y)) dy
Predpostavljamo, da sta funkciji h in k zvezni.

Bolj komplicirane like razrezemo na manjse kose, katerih tezisca
znamo izracunati po eni od gornjih dveh formul in nato uporabimo
formulo iz drugega primera.

Primer. Izracunajmo sredisce lika omejenega s krivuljami y = +/z,
y=01in y = x — 2 (glej primer iz razdelka 9.1). Ker je lik omejen z
y=0,y=2 2=y?inx=y+ 2, dobimo po drugi formuli
21 2 2)2 92
sy +2)° — d 46
oy +2—y*) dy Y2
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JSy+2—y)dy § 5

Lahko pa tudi lik s premico z = 2 prerezemo na dva manjsa lika. Levi

lik ima ploscino pl; = %ﬁ in sredisce s koordinatama
* f 02 z(yr —0) du %5
.171 — —

ply B pl
n
. PAVE -0 de 1
Y1 = = -
pl pl
10-4v2
3

Drugi lik ima plos¢ino pl, = in sredisce s koordinatama

[a(yz—(z—2)de 9282

Ty = =
2 ply ply
n
4 2
Yl = f2 %(\/_ —(z -2 de :i
2 ply ply
Torej je
o= x7 ply +25 ply _ 46 . _ Y1 pli +y5 ply _ 4
pl; +pl, 25 pl; +pl, 5

9.3. Prostornine vrtenin

Vrtenina je telo, ki ga dobimo z vrtenjem ravninskega lika okrog
premice, ki lezi v isti ravnini kot lik in ki ne deli lika v dva dela. Tej
premici pravimo simetrijska os vrtenine, liku pa prerez vrtenine.

V tem razdelku se bomo naucili, kako izracunamo prostornino vrte-
nine. Koordinatni sistem v prostoru lahko izberemo tako, da je sime-
trijska os kar os x, lik pa lezi v gornji polovici zy-ravnine.

Trditev. Vrtenina s simetrijsko osjo x in prerezom, ki je
omejen z leve s premico * = a, z desne s premico x = b, od
spodaj s krivuljo y = f(«) in od zgoraj s krivuljo y = g(x),
ima prostornino

Ven / (g(x)* — f(x)?) da.

Predpostavljamo, da sta funkciji f in g zvezni in pozitivni.
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9(&)
y=0(x)
f(&) S
y=f(x)
a Xk & X b
b~ 1
- I I
- I
‘ \ 7
! P
L L

Dokaz: Vzemimo neko delitev p: a = 29 < 1 < ... < x, = b intervala
[a,b] in neko izbiro tock & € [wi_1,x;] za vsak i = 1,...,n. Potem je
del vrtenine, ki se nahaja med ravninama x = x;_; in x = =z;, priblizno
enak votlemu valju z visino Az; = x; — x;_1, notranjim polmerom f(§;) in
zunanjim polmerom g(&;). Prostornina tega valja je enaka V; = 7(g(&)? —
f(&)?)Ax;. Priblizek za celotno prostornino je torej

Vo= Vi=mY (9(6)* - F(&)P) A
i=1 i=1
V limiti po ¢edalje drobnejsih delitvah dobimo
" b
V=1lmV,=rlim) (9(&)* - f(&)*)Az; = 77/ (9(2)? — f(2)?) dz.

Metodi, ki smo jo uporabili v tem dokazu, pravimo tudi metoda rezin. [

Tokrat pri izpeljavi naslednje trditve ne moremo uporabiti analogije.

Trditev. Vrtenina s simetrijsko osjo x in prerezom, ki je

omejen od spodaj s krivuljo y = ¢, od zgoraj s krivuljo
y = d, z leve s krivuljo x = h(y) in z desne s krivuljo
x = k(y), ima prostornino

V =2r / y(k(y) — h(y)) dy.

Predpostavljamo, da sta funkciji h, k zvezni in pozitivni.

Dokaz: Vzemimo neko delitev o: ¢ = yp < y1 < ... < y, = d intervala
[c,d] in izbiro tock n; = yl%ﬂ’” za i = 1,...,n. Del vrtenine, ki se nahaja

med valjema s polmeroma y = y;—1 in y = vy;, je priblizno enak votlemu
valju z visino k(n;) — h(n;), katerega prostornina je enaka

Vi = m(k(mi) — h(m) (i — vi1) = w(k(m:) — h(n:) (i + yie1) (i — yi1) =
= m(k(n:) — h(m:))2m: Ay; = 2mn;(k(n;) — h(n:)) Ay;.
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Priblizek za celotno prostornino je torej
Vo= Vi=2m> mi(k(m) — h(n:)Ayi.
o =1
V limiti po ¢edalje drobnejsih delitvah dobimo
n d
V=tV = 2rlim > (k) — b)) A =27 [ y(h(o) - ) dy
i=1 ¢

Metodi, ki smo jo uprabili v tem dokazu, pravimo tudi metoda lupin. [J

Prostornino vrtenine z bolj zapletenim prerezom izracunamo tako,
da jo razdelimo v ve¢ manjsih vrtenin, katerih prerez je enega od gornjih
dveh tipov, in nato njihove prostornine sestejemo.

Primer. Izracunajmo prostornino stozca s polmerom R in visino h.
Prerez je trikotnik omejen z ¥ = 0, y = 0 in ¥ + % = 1. Lahko
uporabimo bodisi formulo V = ﬂf:(g(x)z —f@)}) drza=0,b=h,
f(z) =0in g(x) = R(1—%) bodisi formulo V' = 27 fcdy(k:(y)—f(y)) dy
sc=0,d=R, h(y) =0in k(y) = h(1 — %). V obeh primerih dobimo
V= %ﬂ'th.

Primer. Izracunajmo prostornino krogelnega odseka s polmerom R in
visino h. Prerez je krozni odsek omejen z x = R—h, v = R, y =0
in 22 + y?> = R?. Lahko uporabimo bodisi formulo V = ﬂf;(g(x)2 -
f(®)))drza=R—h,b=R, f(z) =0 in g(z) = VR? — 22 bodisi
formulo V' = 27 fcd y(k(y)—f(y)) dysc=0,d=+2Rh —h? h(y) =0

in k(y) = v/R? — 2. V obeh primerih dobimo V = wh?(R — %).

Prostornina krogelnega izseka je V' = 2?”RQh. Dobimo jo tako, da
k prostornini krogelnega odseka pristejemo prostornino stozca z visino
R — h in polmerom /2Rh — h2.

Kadar poznamo sredisce prereza, je prostornino lazje izracunati z
naslednjim pravilom.

Prvo Guldinovo pravilo. Prostornina vrtenine je enaka
produktu plos¢ine prereza in dolzine poti, ki jo pri enem
vrtljaju opiSe srediSce prereza.

Dokaz: Naj bo p plos¢ina prereza in y* druga koordinata tezisca. Pot,
ki jo opravi srediS¢e pri enem vrtljaju je torej 2my*.
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Kadar je prerez omejen z dvema navpi¢nima ¢rtama, velja
b
Vr [ (o) - f@)) do =
a

b1 2)2 — f(2)2) dx b
- faﬁ&)) —fj;i); c)zxd / (@) = f(z) do = 2myp.

Kadar pa je prerez omejen z dvema vodoravnima ¢rtama, velja

d
V=2 / y(k(y) — f(y)) dy =

o k) — b)) dy
S k(y) - hly)) dy

V obeh primerih torej velja trditev. Ce je prerez sestavljen iz ve¢ manjsih
delov, za katere velja trditev, potem je

V=2V =2W2yipi:2n~%i;iz > pi = 2my"p,
1 K3

tako da trditev velja tudi v tem primeru. O

d
/ (k(y) — h(y)) dy = 2my"p.

i

Primer. Prostornina torusa z velikim polmerom a in malim polmerom
b je
V =2my*p =21 - a - 7b* = 2nab®.

9.4. Dolzina ravninske krivulje

Dolzina daljice med tockama A(aq,as) in B(by, by) je enaka

I =d(A,B) = /(a1 — b1)? + (ag — by)2.

To formulo dobimo tako, da izracunamo dolzino hipotenuze pravokot-
nega trikotnika ABC, kjer je C' = (a1, by). Dolzini katet tega trikotnika
sta |ay — by| in |ag — by, dolzino hipotenuze pa dobimo po Pitagorovem
izreku. Krivulji, ki jo lahko razrezemo v konéno mnogo daljic, pravimo
lomljenka. Njeno dolzino dobimo tako, da sestejemo dolzine daljic, ki
jo sestavljajo.

To(l,?), T1(3,5), T2(4,1), T3(6,3) in T4(75,35)
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T1

Ta
T3

To

T

Rezultat je
l=d(Ty, TY) + d(Ty, T3) + d(T5,T3) + d(T3,Ty) =

= V13 + V17 +2V2 + V10/2 ~ 12.1382.

Dolzino bolj komplicirane krivulje definiramo kot supremum dolzin

koncna.
Primer. Funkcija

reost, x€(0,2],
f(m)_{ 0, =0

je zvezna in definirana na zaprtem intervalu. Pokazimo, da je njen graf
(glej sliko) krivulja z neskonéno dolzino.

0.2
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Potegnimo lomljenko skozi tocke T}, (=, f(=)), kjer k € N. Pri lihih
k velja f(%) = 0, torej tocka T} lezi na abcisi. Oznacimo z [, dolzino
tistega dela grafa funkcije f, ki lezi med tockama Th; 1 in Togy 1. Tocka

Ty, je oddaljena od abcise za | f(5=)| = 7, zato lahko ocenimo
1 1 2
e > d(To—1, Tor) + d(Tog, Top1) > 7=+ 7= = —.
kr | kr kn

Za vsak n velja
2n on
2 1
[ > E lp=— E -
- k T £ k>

Kjer je 32 1k—1+ +E+D+G+ )+ gt >
1+2+2-74+4-3+.. +2”1 o =1+ (n—1)-3. Torej je | = +oo.

Pri racunanju dolzin si pomagamo z naslednjo formulo.

Trditev. Dolzina krivulje y = f(x), kjer je a < x < b, je

l:/abmdw.

Predpostavljamo, da je funkcija f zvezno odvedljiva.

Dokaz: Ker predpostavljamo, da je odvod zvezen, integral na desni strani
obstaja. Vzemimo sedaj neko delitev p: a = 29 < 21 < ... < z, = b inter-
vala [a, b]. Dolzina lomljenke skozi tocke T;(x;, f(z;)), i =0,...,n, je

lp=> d(T;,T-1) Z\/ i —xie1)? + (f(23) — flxi))?
i=1

Na vsakem od intervalov [z;_1,z;] lahko uporabimo Lagrangeov izrek. Za
vsak i = 1,...,n obstaja tak & € [r,_1,x;], da velja f(z;) — f(zi—1) =
(&) (x; — xi—1). Odtod sledi

b= 3 VI &P - ).

Ko napravimo limito po ¢edalje drobnejsih delitvah, dobimo
n b
I =supl, =liml, =1lim » /1+ f/(&)? Ax; = / V1t f(2)? da,
P P P i=1 a

kar smo Zeleli pokazati. Pri drugem enacaju smo upostevali, da je [, > [,
CejepDo. O

Podobno dokazemo naslednjo trditev.
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Trditev. Dolzina krivulje ¢ = h(y), kjer je ¢ < y < d, je

z:/ V1t h(y)? dy.

Predpostavljamo, da je funkcija h zvezno odvedljiva.

Primer. Dolzina krivulje

y=chz, xz€l0,1],

1 1
l:/ 1+ch’932d93:/ 1 4 sh(x)? dz =
oV (z) LV (z)

1 r=1

- /0 ch(z) dx = sh(z)

je

= sh(1).

=0
9.5. Sredisce ravninske krivulje

Sredisce ravninske krivulje K je tocka (z*, y*), kjer je * povprecje
x koordinat vseh tock krivulje K, y* pa povprecje y koordinat vseh tock
krivulje K. Sredisce krivulje ne lezi nujno na krivulji. Pri krivuljah s
konstantno gostoto je sredisce isto kot tezisce.

Primer. Sredisce daljice, ki povezuje tocki (1, 1) in (79, y2) je tocka
(2%, y*), Kjer je x* = Tr2 jp ¢ = vt

Primer. Ce je krivulja K sestavljena iz ve¢ manjsih krivulj K7, ..., K,,
katerih sredisca so (z7,v7),..., (2, y") in katerih dolzine so Iy,. .., 1.,
potem ima sredisce krivulje K koordinati

CL'* — Zz:nl xz in y* — Zz:nl yz .
Zi:l l;

Zi:l l;

Pri racunanju sredis¢ bolj kompliciranih krivulj si pomagamo z
naslednjim izrekom.

Trditev. Sredisce krivulje y = f(x), kjer je a < = < b,
ima koordinati

SRS O I S (O RS (O
l l ’

€xr =

pri ¢emer je | = f; 1+ f'(x)? dx dolzina krivulje. Pred-

postavljamo, da je funkcija f zvezno odvedljiva.
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Dokaz: Ker je funkcija f zvezno odvedljiva, vsi integrali obstajajo. Vze-
mimo neko delitev p: a = xg < x1 < ... < x, = b intervala [a, b] in narisimo
tocke T;(x;, f(2i)), ¢ =0,...,n na krivulji y = f(z). Vemo ze, da je dolzina
odseka med tockama T;_1 in T; priblizno enaka

L= (2 —2im1)2 + (f(2) — f(2i-1))2 = V1 + /(&) A,

kjer x;—1 < & < x;, koordinati njenega srediS¢a pa sta priblizno =} = §; in
y: = f(&). Koordinati sredis¢a celotne krivulje sta torej priblizno enaki

* _ > iy 7ili _ > &1+ f(&)* Ay
P il i V14 f(&)* A

JE = i wili i &)V (&) A
P Dy li S V14 f(&)? A
V limiti po ¢edalje drobnejsih delitvah dobimo

. lim, S0 G/ F f(E)P AT [Pay/T+ f(@)? da

¥ =limz* =

P lim, Y VI FEPAT [P T+ P(@)? da

X

in

limy S £(€)V/ T+ F@PAx _ [y F@)/T+ @2 do

*=limy* = -
y' = limy;

limp, 370 1+ f/(&)* A f; V14 f(x)? do

Podobno dokazemo naslednjo trditev.

Trditev. Sredisce krivulje x = h(y), kjer je ¢ < y < d, ima
koordinati

o= S ROVIFRQPdy L [Ty R ) dy
- l _ : ,

pri éemer je | = fcd 1+ h'/(y)? dy dolzina krivulje. Pred-
postavljamo, da je funkcija h zvezno odvedljiva.

Primer. Dolo¢imo koordinate sredis¢a polkroznice y = /1 —x2. V
gornji formuli vstavimo a = —1, b =1 in f(x) = v/1 — z2. Potem je

1
V1t fl(2)? = ——.
Se pravi, da je

r=1

b 1
1
[ = 1+ ’xQd:c—/ ——— dr = arcsinx =
/Q\/ f'(zx) i ™

r=—1
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in
1 1 o
== zy/1+4 f/( / =——V1—2a?
l /a fa V1— x2 ™ R
in
1 I L=t 2
=— [ fle)V/1+f(z)?de=—= | lder=—x =—.
lJ, T J)_1 T |pey T

9.6. PovrsSina vrtenine

Radi bi izracunali povrsino robne ploskve vrtenine. Spomnimo se,
da vrtenino dobimo z vrtenjem prereza okrog simetrijske osi. Robno
ploskev vrtenine potem dobimo z vrtenjem robne krivulje prereza. Na-
uciti se torej moramo, kako izracunamo povrsino ploskve, ki jo dobimo
z vrtenjem neke ravninske krivulje.

Primer. Povrsina stozca se sestoji iz povrsine plasca in povrsine os-
novne ploskve. Povrsina osnovne ploskve je seveda mR2%, kjer je R
polmer osnovne ploskve stozca. Pokazimo, da je povrsina plasca enaka
TRVR? + b2, kjer je h visina stozca. Ce plas¢ prerezemo po visini in
odvijemo v ravnino, dobimo krozni izsek, katerega ploscina se ujema s
povrsino plaséa. Dobljeni krozni izsek ima polmer v/ R? 4+ h? in dolzino
loka 2R (obseg osnovne ploskve stozca), torej je njegova ploscina

enaka 7(v %+ h?)? - — \3% = TRV R? + h?.

Primer. Privzemimo, da sta stevili y; in y, nenegativni. Ce daljico,
ki povezuje tocki T1(x1,y1) in Ty(x2,y2) zavrtimo okrog x osi, potem
dobimo ploskev s povrsino

Y1t Yo
2

P=9r . \/(xl —29)% 4+ (y1 — y2)%

Lo¢imo primera y; = yo in y; # yo. V prvem primeru je premica
skozi T} in T, vzporedna z osjo x, torej je nasa ploskev plas¢ valja
z vis§ino h = x5 — 7 in polmerom r = y; = ys. Njena povrSina je
27rh, kar se ujema z gornjo formulo. (Preveri!) V drugem primeru
premica skozi 77 in Ty seka abcisno os v tocki (%,0), torej je
nasa ploskev razlika plascéev dveh stozcev z vrhom v tocki T. Prvi

ima visino h; = \% x| in polmer R; = y;, drugi pa ima

visino hy = 82422192 _ 2,| in polmer Ry = 1». Tudi v tem primeru
Yyi1—y2

velja gornja formula saj je P = |tRi\/R? + h? — mRy\/R3 + h3|, kar

se ujema z gornjo formulo. (Preveril)

Za bolj zapletene krivulje uporabimo naslednjo trditev.
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Trditev. Ploskev, ki jo dobimo z vrtenjem krivulje y =
f(x), kjer je a < x < b, okrog osi x, ima povrsino

P = 271'/ f@)v/1+ f'(x)? dx,

ce je le funkcija f zvezno odvedljiva in pozitivna.

Dokaz: Ker je funkcija f zvezno odvedljiva, vsi integrali obstajajo. Vze-
mimo neko delitev p:a = 29 < 1 < ... < z, = b intervala [a,b] in
narisimo lomljenko skozi tocke T;(z;, f(z;)), ¢ = 0,...,n, na krivulji y =
f(x). Povrsina, ki jo dobimo z vrtenjem te lomljenke, je

P, = 2772 f($¢1)2+ f(@:) V(@i —xi21)2 + (f (i) — f(zio1))2.
i—1

Ce upostevamo, da je f(z;) — f(zi—1) = f'(&)(x; — x;_1) za nek & med x;_,

in z; in da je w priblizno enako f(&;), dobimo

P = lim P, = lim 2 Y f(E)VI+ f1(&)? Ax; =
=1

b
:277/ f(@)V/14 f'(x)? da. O

Podobno dokazemo naslednjo trditev.

Trditev. Ploskev, ki jo dobimo z vrtenjem krivulje x =
h(y), kjer je ¢ < y < d, okrog osi x, ima povrsino

d
P:27'r/ yV/1+ W(y)? dy,

ce je le funkcija h zvezno odvedljiva in ¢ > 0.

Primer. Izracunajmo povrsino plasca krogelnega odseka z visino h in

polmerom R. Vzamemo f(zx) = v R? — 22, a=R—hin b= R. Velja
R

f(x)\/l—l—f’(x)Q:\/R—xg-—mzR;
zato je
b R
P:27r/ flz)\/1+ f'(x)? dx:27r/ R dx = 27 Rh.
a R—h
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Primer. Celotno povrsino krogelnega odseka dobimo tako, da k po-
vrsini njegovega plasca pristejemo ploscino osnovne ploskve, se pravi
kroga s polmerom r = \/R2 — (R — h)? = v/2Rh — h?. Skupaj je to
P, = m(4Rh — h?).

Celotno povrsino krogelnega izseka dobimo tako, da k povrsini nje-
govega plasca pristejemo povrsino plasca stozca z visino R — h in
polmerom r = /R?2— (R —h)? = /2Rh — h?. Skupaj je to P =
2nRh 4 mrv/r?2 + h? = tR(2h + 7).

Kadar poznamo sredisce krivulje, je povrsino vrtenine lazje izrac¢unati
z naslednjim pravilom.

Drugo Guldinovo pravilo. Povrsina ploskve, ki jo dobimo z
vrtenjem krivulje okrog premice, je enaka produktu dolzine
te krivulje in dolzine poti, ki jo pri enem obratu napravi
sredisce te krivulje.

Dokaz: Ce je krivulja oblike y = f(x), kjer je a < z < b, potem velja

b
P 27r/ F@VIF F@) do =

f\/%d:ndlq /\/1+f’ 2 dx = 2my*l,

kjer je 2my* ravno dolzina poti, ki jo pri enem obratu napravi srediSce
(z*,y*), | pa je dolzina krivulje. Podobno postopamo tudi v primeru, ko
je krivulja oblike = = h(y), kjer ¢ <y < d.

Pokazimo sedaj, da pravilo velja za splo$nejSe krivulje. Razrezimo kri-
vuljo K na ve¢ manjsih krivulj K;, ¢ = 1,...,n, ki so bodisi oblike y =
fi(z) bodisi oblike x = h;(y). Oznac¢imo s ( Z,y;“) srediSce, z l; pa dolzino
krivulje K;. Potem je povrsina ploskve, ki jo dobimo z vrtenjem K, enaka
vsoti povrsin ploskev, ki jih dobimo z vrtenjem posameznih K;, se pravi

P=2ny]-l1+...+2ny; -1, =27 % (4. ..+ 1) = 2my*l, Kjer
je 2my* ravno pot sredisca, [ pa dolzina krivulje. O

Primer. Povrsina torusa z velikim polmerom a in malim polmerom b
je
P =2my*l = 21 - a - 27b = 47ab.

9.7. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Ploscina in obsega lika)
(a) Kako izracunamo plos¢ino lika omejenega s premicama
r = a, r = b in krivuljama y = f(z), y = g(z)?
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(b) Kako izra¢unamo obseg lika iz tocke (a)?

(c¢) Kako izra¢unamo ploscino lika omejenega s premicama
y = ¢, y = d in krivuljama = = k(y), = h(y)?

(d) Kako izra¢unamo obseg lika iz tocke (c)?

(2) (Sredisce ravninskega lika)

(a) Kako izracunamo sredisce lika omejenega s premicama
r =a, r = b in krivuljama y = f(z), y = g(z)?

(b) Kako izracunamo sredisce lika omejenega s premicama
y =c¢, y =d in krivuljama x = k(y), © = h(y)?

(¢) Recimo, da lik lahko razrezemo na manjse kose, katerih
sredisca in ploscéine poznamo. Kako izracunamo sredisce
tega lika?

(3) (Prostornina vrtenine)

(a) Kako izracunamo prostornino vrtenine s simetrijsko osjo
2 in prerezom omejenim s premicama xr = a, £ = b in
krivuljama y = f(z), y = g(x)?

(b) Kako izra¢unamo prostornino vrtenine s simetrijsko osjo
2 in prerezom omejenim s premicama y = ¢, y = d in
krivuljama z = k(y), z = h(y)?

(c¢) Kaj pravi prvo Guldinovo pravilo?

(4) (Sredisce ravninske krivulje)

(a) Kako izracunamo sredisce krivulje y = f(z), kjer a < z <
b?

(b) Kako izra¢unamo sredisce krivulje x = h(y), kjer je ¢ <
y < d?

(c) Recimo, da krivuljo lahko razrezemo na manjse kose, ka-
terih sredisca in dolzine poznamo. Kako izracunamo sre-
disce te krivulje?

(5) (Povrsina vrtenine)

(a) Kako izra¢unamo povrsino ploskve, ki jo dobimo z vrten-
jem krivulje y = f(z),a <z < b okrog z osi?

(b) Kako izracunamo povrsino ploskve, ki jo dobimo z vrten-
jem krivulje z = h(y),c < y < d okrog x osi?

(c) Kaj pravi drugo Guldinovo pravilo?

(6) (Krogelni odseki in izseki)

(a) Koliko je prostornina krogelnega odseka? Izpelji!

(b) Koliko je prostornina krogelnega izseka? Izpelji!

(¢) Koliko je povrsina krogelnega odseka? Izpelji!

(d) Koliko je povrsina krogelnega izseka? Izpelji!

(7) (Stozci in torusi)
(a) Koliko je prostornina stozca? Izpelji!
(b) Koliko je povrsina stozca? Izpelji!
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(c) Koliko je prostornina torusa? Izpelji!
(d) Koliko je povrsina torusa? Izpelji!
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POGLAVJE 10
Afine mnozice v R"

10.1. Urejene n-terice

Naj bo n neko fiksno naravno stevilo (obic¢ajno je n = 2 ali n = 3).
Mnozico vseh urejenih n-teric realnih stevil oznac¢imo z R™. Mnozico
R™ si predstavljamo kot n-razsezen prostor z izbranim koordinatnim

sistemom, urejeno n-terico (z1,...,x,) pa si lahko predstavljamo kot
tocko v n-razseznem prostoru, ki ima v izbranem koordinatnem sistemu
koordinate (x1,...,z,). Tocki (0,...,0) pravimo tudi izhodisce.

Geometrijski vektor je usmerjena daljica med dvema tockama.
Geometrijskemu vektorju, ki se za¢ne v izhodis¢u pravimo tudi algebr-
ski vektor, na kratko pa kar vektor. Algebrski vektor je natanko
dolocen s svojo koncno tocko, ta pa je natanko dolocena z n-terico
svojih koordinat. Zato bomo v nadaljevanju besede urejena n-terica,
tocka v R™ in (algebrski) vektor uporabljali kot sinonime. Pravimo,
da sta dva geometrijska vektorja enaka, ce sta vzporedna, enako dolga
in kazeta v isto smer. Vsak geometrijski vektor lahko vzporedno pre-
maknemo tako, da njegov rep pade v izhodisce. Torej je vsak geo-
metrijski vektor enak natanko enemu algebrskemu vektorju. Koordi-
nate algebrskega vektorja, ki je enak geometrijskemu vektorju iz tocke
(1, ..., Tp) v tocko (Y1,...,Yn), SO (Y1 — T1, ..\ Yn — Tn).

Algebrske vektorje lahko sestevamo in jih mnozimo s skalarji, tj.
realnimi stevili. Vsota vektorjev x = (z1,...,2,) iny = (y1,...,Yn)
je vektor x +y = (21 4+ 41, .., Tn + yn). Ta vektor lahko konstruiramo
tako, da rep vektorja y z vzporednim premikom prestavimo na glavo
vektorja x in povezemo rep X z glavo premaknjenega y. Produkt
vektorja x = (1, ...,,) in skalarja « je vektor ax = (axy,...,qx,).
Ce je a > 0, potem ax dobimo tako, da x raztegnemo za faktor a.
Ce pa je a < 0, potem ax dobimo tako, da x raztegnemo za faktor
|a| in ga prezrcalimo preko izhodis¢a. Osnovne lastnosti sestevanja in
mnozenja s skalarjem so:

()X+y y+X7 (U) Oé(X—i-y)—OéX—l—Oéy,
(i) (x+y)+z=x+(y+2z), (vi)(a+0)x=ax+p0x
(zzz)x+0—0+X—X (vii) (afB)x = a(fx),
(iv) x+ (—x) = (—x) +x+0, (viii) 1 - x=x

177
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Pravimo, da je vektor x linearna kombinacija vektorjev x1, ..., X,
¢e obstajajo taki skalarji aq, ..., a,,, da velja x = a1X1 + ... + @ Xom.

Primer. Dana je daljica AB. Is¢emo tako tocko C na tej daljici, da
velja AC' : CB = X\ : p. Oznaéimo z ry, rp in re algebrske vektorje,
ki ustrezajo tockam A, B in C Radi bi izrazili ro z r4 in rp. Ker je
AB—rB—rA 1nAC’—/\LAB je

rC—OA—i-AC'—rA

>~
—I—‘y

M< B—Tr4)= (pra + Arg).

A+

Primer. Tocki %(rl + ...+ r,) pravimo sredi§¢e tock ry,...,r,,.
Ogledali si bomo geometrijsko konstrukcijo sredisca tock. Naj bo p; =
r,. Za vsak i = 2,...,m naj bo p; taka tocka na daljici med p;_; in
r;, ki to daljico deli v razmerju 1 : (i — 1). Trdimo, da je potem p,,
sredisce tock ry, ..., 1.

Ker je py = r; in ker za vsak i = 2,...,m velja

z—l 1
Pi- 1+ ru

Pi =

lahko s popolno indukcijo dokazemo, da je

1
p,zz(rl—i——i—rz)

za vsak © = 1,...,m. Trditev namre¢ drzi za 7+ = 1 in ¢e Velja za i,

potem velja tudi za i + 1, saj je pir1 = lﬁpz + Zil =T ey +

AT g = ot ) T = g (r T,
Posebej je pm = m(r1 + ...+ r,), kar smo tudi zeleli dokazati.

Vektorji ry,...,r,, so linearno odvisni, ¢e je eden od njih enak
linearni kombinaciji preostalih m — 1 vektorjev, sicer pa pravimo, da
so linearno neodvisni.

Primer. Dva vektorja sta linearno neodvisna natanko tedaj, ko ne
lezita na isti premici skozi izhodisce. Trije vektorji so linearno neodvisni
natanko tedaj, ko ne lezijo na isti ravnini skozi izhodisce.

Ce so vektorji ry, . .., r,, linearno neodvisni in velja
oty 4+ ...+ apry, = Girs + ...+ B,
za neke skalarje aq, ..., apm, (1, ..., Bm, potem je
a; = [ zavsak i =1,...,m.

Oglejmo si primer uporabe te lastnosti.
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Primer. Vzemimo trikotnik s oglisci A, B,C. Naj bo U taka tocka na

daljici AB, da je AU : UB =1: 3 in naj bo V taka tocka na daljici

AC, da velja AV : VC =4 : 1. Naj bo tocka D preseciscée daljic CU
— — —

in BV. Izrazimo vektor AD z vektorjema b = AB in ¢ = AC'

4
1 11—
T:ﬁ+AT:—b+A(c——b):Tb+Ac
. 4 4 4(1
E:N+M/—é:5c+u(b—gc):ub+%c,

kjer skalarjev A in p Se ne poznamo. Ker sta b in ¢ linearno neodvisna,
odtod sledi, da je

1— 4(1 —
—4)\:u in )\:—( 3 M).

.. . . _ 3 1 TR _ 1 3
Resitev tega sistema je A = % in p = 1¢. Torej je AD = b + fc.

10.2. Norma, skalarni in vektorski produkt

Za vsak vektor x = (z1,...,2,) € R" definiramo njegovo normo

Po Pitagorovem izreku je ||x|| ravno oddaljenost tocke x od izhodisca,
razdaljo med dvema tockama x in y pa lahko izrazimo kot ||y — x||.

Namesto ||E|| pigemo raje AB.
Skalarni produkt vektorjev x = (z1,...,z,) iny = (y1,.-..,Yn)

je definiran z
<X7 y> = Z Tili-
i=1
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Zveza med skalarnim produktom in normo je (x,x) = ||x[|?>. Osnovni
algebrski lastnosti skalarnega produkta sta

(1) (ax+0y,z) = a(x,2)+5(y,z) zavse o, § € R ter x,y,z € R"

1n
(2) (x,y) = (y.x) za vse x,y € R".

Dokaz je tako preprost, da ga prepustimo bralcu.
Primer. Dokazimo, da za vsak paralelogram ABCD velja
AC° 4+ BD” = 2(AB + ADY).
— —

Pisimo a= AB in b = AD. Potem je

AL = |lall, AD = b, AC=[a+b| in BD=a—bl|
Formula sedaj sledi iz racuna ||a+ b||> + ||la—b||> = (a+b,a+b) +
(a—b,a—b) — ({a,a)+ (b,b) +2(a, b))+ ({a,a) + (b, b) —2(a, b)) —
2((a,a) + (b, b)) = 2(||a||* + [[b]|?).

Oglejmo si sedaj, kako si skalarni produkt vektorjev x in y geo-
metrijsko predstavljamo. Najprej narisimo trikotnik AOAB, kjer je

— —

x = OA iny = OB. Kot pri O ozna¢imo s ¢, projekcijo tocke A na

premico OB pa z D. Po Pitagorovem izreku je AR’ = AD’ + DB’
Kerje AD = OAsingin DB = |OB—0D| = |OB—-0Acos ¢|, dobimo

AR’ =0A’ + OB — 204 OB cos 6.
Tej formuli pravimo kosinusi izrek. Ce vanjo vstavimo
OA=|x|, OB=|y| in AB=|y-x],
dobimo
ly = x|I* = [Ix[I* + Iy [I* = 2 [Ix]| [ly[ cos ¢.
Po drugi strani je
ly —x|I* = {y —x.y —=x) = [ly[I* + [x]* — 2(x, ).

Po krajsanju dobimo formulo

x,y) = lIx[ ly]l cos ¢.

Ta formula ima dve pomembni posledici. Prva je ta, da sta nenicelna
vektorja x in y pravokotna natanko tedaj, ko je (x,y) = 0. To sledi iz
dejstva, da je cos = 0 natanko tedaj, ko je ¢ = 5 + k.

Druga posledica je ocena za normo vsote. Vzemimo poljubna x,y €
R™ in oznac¢imo s ¢ kot med njima. Ker je —1 < cos¢ < 1, se stevilo
Ix +ylI* = [[x[I* + [¥]|* + 2[[x]| [[y]l cos ¢ nahaja med ||x]|* + [[y[|* —
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2)[x| Iy [l = Cllxll = by ) in (= + [y [I* + 2} [yl = ([ + [y])*.
Odtod sledi, da je

Il = llylll < llx+yll < (1] + [[¥]-
Desni strani te ocene pravimo trikotniska neenakost.
Za dva vektorja iz R3 lahko definiramo tudi njun vektorski pro-
dukt. Ce je
X = (71,72,73) n y=(y1,92,93),
potem definiramo

X X'y = (Tays — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — Tay1)-
Osnovne algebrske lastnosti vektorskega produkta so:

e x X x =0 za vsak x € R3,

ey xx=—(xXy)zavsak x € R®iny € R?,

o (ax+f0y) xz=oa(xxz)+ [y xz)zavsak x,y,z € R? in
a, B eR.

Geometrijski pomen vektorskega produkta x x y je naslednji.

e Dolzina vektorja x X y je ||x x y|| = ||x]||[|y|| sin ¢, kjer je ¢
kot med vektorjema x in y.

e Vektor x x y lezi na premici skozi izhodisce, ki je pravototna
tako na vektor x kot na vektor y.

e Smer vektorja x X y dolo¢imo s pravilom desnega vijaka.
Desni mezinec polozimo na vektor x tako, da prsti kazejo v
smeri vektorja y. Potem palec kaze v smeri vektorja x X y.

Dokaz teh lastnosti prepustimo bralcu.

10.3. Premice v R"

Premico v R™ najpogostoje podamo s tocko na premici in vektorjem
v smeri premice. Ce je xo dana tocka na premici in p dani vektor v
smeri premice potem poljubno tocko x na tej premici izrazimo kot

X =Xp+ tp7
kjer je ¢ poljubno realno stevilo. Spremenljivki ¢ pravimo parameter,
enachi pa parametriéna enacba premice. Ce je xg = (o1, - .., Zon)

in p = (p1,...,pn), potem lahko parametricno enacbo zapisemo po
komponentah kot

T = Tl +tp1,..., Ty = Ton + tPn-
Ce se pozvizgamo na morebitno deljenje z ni¢, potem lahko zapisemo
T1 — Zo1 Tn — Lon

t=——"—=...=
P Dn
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Tej enacbi pravimo normalna enacba premice.

Primer. Pois¢imo normalno enacbo premice v R3, ki gre skozi tocki
X1 = (0, —2, 1) in xo = (3, —2, —].)

Najprej poiscemo tocko xg na premici in vektor p v smeri premice.
Vzemimo na primer

xo=x%x1=(0,-2,1) in p=xy—x; =(3,0,-2).
Normalna enacha se potem glasi

_ZL‘1_ZL‘2—|—2_$3—1

3 0 -2

Najpogostejse naloge s premicami so:
e pravokotna projekcija tocke na premico,
e zrcaljenje tocke ¢ez premico in
e razdalja tocke od premice.

Ce je premica podana z normalno enacbo, jo najprej pretvorimo v
parametricno enacbo, saj je ta najprimernejsa za racunanje.

Recimo torej, da bi radi pravokotno projecirali tocko x; na premico
x = Xg +tp. Iskano tocko oznac¢imo z x]. Ker tocka x| lezi na premici,
obstaja tak parameter t’, da velja

x| = xo + t'p.
Parameter ¢ moramo dolociti tako, da je vektor x; —x;’ pravokoten na
vektor p. Potem je 0 = (x; — x1/,p) = (X1 — x0,p) — t'(p, p). Odtod
sledi, da je
t, _ <X1 - X07p>.

(p.p)
Torej je
(x1 — X0, P)

(P, P)

Sedaj lahko izracunamo tudi oddaljenost tocke x; od premice x =
Xo + tp in njeno zrcalno sliko x| glede na to premico. Velja

/
X; =Xo+

d=|x; —x}| in x{=2x]—x;.
Zadnja formula sledi iz dejstva, da je x} ravno razpolovisée daljice med
x1 in XY, se pravi x| = $(x1 + x{).
Kadar smo v R3, lahko pri rac¢unanju oddaljenosti tocke x; od pre-
mice X = Xg + tp uporabimo vektorski produkt. Velja

X; — Xo) X p|

Nl
=
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Tako leva kot desna stran sta namre¢ enaki [|x; — Xg|| sin ¢, kjer je ¢
kot med vektorjema x; — xXq in p.

10.4. Linearne enacbe, hiperravnine

Enacbi oblike
a1x1+ ...+ a,r, = b,
kjer so ay,...,a, in b dana Stevila, xy,...,z, pa neznanke, pravimo
linearna enacba. Vektor (z1,...,2,) € R" je resitev te enacbe, ce
velja a121 + ... + ayz, = b. Oznac¢imo z S mnozico vseh resitev gornje
linearne enacbe. Imamo tri moznosti:

ecejea;=...=a,=01in b= 0, potem je S =R";
ecejea; =...=a,=0inb#0, potem je S = {;
e Ce je vsaj eden od ay, ..., a, razlicen od ni¢, potem je ) C S C

R". V tem primeru mnozici § pravimo hiperravnina v R".

Oglejmo si tretji primer z geometrijskega stalis¢a. Oznac¢imo
n=(ay,...,a,).

Po predpostavki obstaja tak i, da je a; # 0. Torej je n neniceln vektor.
Ozna¢imo z r = (x1,...,x,) vektor spremenljivk. Linearno enacbo
lahko sedaj zapisemo v obliki

(n,r) =b.

Izberimo eno resitev te linearne enacbe in jo oznac¢imo z ry. Lahko

vzamemo ha primer ry = gei, kjer je e; vektor, ki ima na i-tem mestu
7

enko, drugod pa same nicle. Ce od enacbe (n,r) = b odstejemo Stevilo

(n,ro) = b, dobimo ekvivalentno enac¢bo

(n,r —ro) = 0.

Tej enachi pravimo normalna enacba hiperravnine, vektorju n pa
normala. Pove nam, da je hiperravnina ravno mnozica vseh tock r,
pri katerih je vektor iz tocke rg v tocko r pravokoten na vektor n.

Hiperravnine v R? so ravno premice v R2, hiperravnine v R3 pa
obi¢ajne ravnine v R3.

Primer. Pois¢imo enacbo ravnine v R3, ki gre skozi tocke ri, ry in
r3. Ta naloga je smiselna samo v primeru, ko vektorji ne lezijo na isti
premici. V tem primeru je normala n = (ry —ry) X (r3 —rp) nenicelna.
Enacba ravnine se potem glasi (n,r —r;) = 0.

Normalna enacba je tudi zelo prikladna za racunanje. Oglejmo si
tri standardne naloge s hiperravninami:

e oddaljenost tocke od hiperravnine,



184 10. AFINE MNOZICE V R"”

e pravokotna projekcija tocke na hiperravnino in
e zrcaljenje tocke ¢ez hiperravnino.

Recimo, da bi radi izracunali oddaljenost d tocke r; od hiperravnine
(n,r —ro) = 0. Velja

d = ||r1 — ro|| cos ¢,

kjer je ¢ kot med vektorjema n in r; — rg. Pri dolo¢anju kota si po-
magamo s formulo (n,r; —r¢) = ||nl||jr; — ro|| cos ¢. Odtod dobimo

Pravokotno projekcijo r} tocke r; na hiperravnino (n,r — rp) = 0
dobimo tako, da izracunamo presek hiperravnine s premico r = r; +n.
Formulo za premico vstavimo v formulo za hiperravnino in izrazimo t.
Dobimo

. (n,r; —1p)
=2 “7
(n,n)
Ko ta t vstavimo v enacbo premice, dobimo
I_/1 =1, — <n7 ry — I'()>
(n, n)

Kot pri premicah lahko zrcalno slike tocke r; preko hiperravnine do-
bimo tako, da upostevamo, da je pravokotna projekcija r| ravno raz-
polovisce daljice med tocko r; in njeno zrcalno sliko rf.

10.5. Sistemi linearnih enacb

Vektor iz R™ je reSitev sistema m linearnih enacb

anri + ... + apr, = by,

11 + oo+ ApnTn = by,

¢e je resitev od vsake posamezne enacbe. Ce je §; mnozica vseh resitev
i-te enacbe, potem je mnozica vseh resitev gornjega sistema enaka

S=8§nNn...NS,.

Mnozica vseh resitev linearnega sistema je bodisi prazna bodisi enoele-
mentna bodisi neskon¢na. V prvem primeru pravimo, da je sistem
neresljiv, v drugem, da je enoli¢no resljiv in v tretjem, da je ne-
enoli¢no resljiv.

Ce ima sistem m enacb in n neznank, potem pravimo, da je njegova
velikost m x n. Glede na velikost delimo sisteme na kvadratne (ce
m = n), predolotene (¢e m > n) in poddolo¢ene (¢e m < n).
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Pogosto (vendar ne vedno) se zgodi, da je predoloCen sistem neres-
ljiv, kvadraten sistem enolicno resljiv in poddolocen sistem neenoli¢no
resljiv.

Sisteme linearnih enacb resujemo z Gaussovo metodo. Ideja je zelo
preprosta. V nasem sistemu velikosti m X n vzamemo prvo spremen-
ljivko, ki v vsaj eni od enacb nastopa z nenicelnim koeficientom (re-
cimo x;,) in jo izrazimo z ostalimi spremenljivkami. Dobljeni izraz za
x;, nato vstavimo v preostalih m — 1 enacb in jih uredimo. Dobimo
sistem velikosti (m — 1) x (n — 1). Sedaj isti postopek ponovimo na
novem sistemu. Spet vzamemo prvo spremenljivko, ki v vsaj eni enacbi
novega sistema nastopa z nenicelnim koeficientom (recimo z;,) in jo
izrazimo z ostalimi spremenljivkami. Dobljeni izraz za x;, vstavimo
v preostalih m — 2 enacb in jih uredimo. Dobimo sistem velikosti
(m — 2) x (n — 2). Postopek ponavljamo, dokler ne zmanjka bodisi
enach bodisi spremenljivk, ki vsaj enkrat nastopajo z nenic¢elnim koe-
ficientom. Ce nam je zmanjkalo enacb, potem je sistem resljiv. Ce pa
nam je zmanjkalo spremenljivk z nenicelnimi koeficienti, potem so nam
na koncu ostale samo Se enacbe oblike 0 = ¢, kjer je ¢ realno Stevilo.
Ce so vse oblike 0 = 0, potem je sistem regljiv, sicer pa je neresljiv.

Povejmo Se, kako v resljivem primeru pois¢emo resitev. Recimo, da
je x;. zadnja spremenljivka, ki smo jo izrazili. Njeno formulo vstavimo

v formule za spremenljivke x; ,,...,z;,. Nato novo formulo za ;.
vstavimo v nove formule za spremenljivke x;_ _,,...,z;,. Postopek po-
navljamo, dokler ne pridemo do z;,. Konéno resitev r = (z1,...,z,)
dobimo tako, da spremenljivke x;,, ..., x; zamenjamo z njihovimi for-

mulami. Lahko jo zapiSemo v obliki
r=rg+ Z ZjPj,
jg{il"“»iT‘}

kjer so ry in p; konstantni vektorji. Krajsi premislek nas preprica, da
so vektorji p; linearno neodvisni.

Primer. Resimo sistem linearnih enacb

20 —y+3u—2v = 1,
r+y+2u—2v = 0,
r+2u—3v = =2

Iz prve enacbe izrazimo

1+y—3u+2v
xr = .
2
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Ko formulo za x vstavimo v drugo in tretjo enac¢bo, dobimo enacbi

3,1 o
Y TR TV T Ty
LSS T 5
—y+-u—2v = —=.
2915 2

Iz prve enacbe dobimo

—%—%u—l—v —1—u+2v
Yy = 3 - 3 .
2

Ko to vstavimo v drugo enacbo in uredimo, dobimo

1 5 7
—U— =V = ——.
3 3 3
Odtod izrazimo -
—3 T30
u=—2-—3=_-T7+bv.
3

Sedaj nam je zmanjkalo enach, torej je sistem resljiv. Ko formulo za u
vstavimo v formuli za y in x, dobimo

6 — 3v 5 _ 22+y—13v
= =2—v in r=——"———.
=73 2
Sedaj se formulo za y vstavimo v formulo za z in dobimo
24 — 14
xr = Tv =12 —Tv.

Koncna resitev je
r=(z,y,u,v) = (12—7v,2—v, =7+bv,v) = (12,2, =7,0)+t(-7,—1,5,1).

Resitev je torej premica v R%.

Primer. Resimo sistem linearnih enacb
y—22 = 2
—r—y+2z = 1,
r—2y+4z = 1
Iz druge enacbe izrazimo z:
r=—-1—y+2z2

in ga vstavimo v prvo in tretjo enacbo. Ker prva enacba ne vsebuje x,
se ne spremeni. Imamo sistem

y—22z = 2,
—3y + 62
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Sedaj iz prve enacbe izrazimo y:
y=2+2z2
in ga vstavimo v drugo enac¢bo. Ko uredimo, dobimo
0=28.
Ker smo dobili protislovno enacbo, linearni sistem nima resitve.
Ce iz enacbe

a1, + asxo + ...+ apT, = b
izrazimo x7 in ga vstavimo v enacbo

Ty + cxs + ...+ cpx, =d,

potem dobimo
c c c
(c3 — —a3)ms + ...+ (Co — —an) Ty = d — —b.
aq ai ai
Enak rezultat bi dobili, ¢e bi od druge enacbe odsteli z —% pomnozeno
prvo enacho. Ta opazka nam lahko precej skrajsa resevanje linearnega

sistema.

10.6. Afine mnozice

Pravimo, da je podmnozica A v R™ afina, e je enaka mnozici vseh
resitev kakega sistema linearnih enacb.

Definicijo afine mnozice lahko povemo tudi z geometrijskim bese-
dis¢em. Pravimo, da je podmnozica A v R™ afina, ¢e je enaka bodisi
R"™ bodisi preseku kon¢no mnogo hiperravnin v R".

Glavni rezultat prejsnjega razdelka lahko povzamemo v naslednjo
ugotovitev. Ce je A afina mnozica v R, potem je A

e prazna mnozica ali

e enoelementna mnozica ali

e obstaja taka tocka ro € R", tako naravno Stevilo [ in taki
linearno neodvisni vektorji py,...,p; € R”, da je

A:{r0+t1p1+...+t1pl: tl,...,tZER}.

Velja tudi obrat. Mnozica, ki je enega od teh treh tipov je afina.
Prazna mnozica je mnozica resitev linearne enache

O-z14+...+0-2,=1.
Enoelementna mnozica {(c1,...,¢,)} je mnozica resitev sistema
1 =C,y...,Tp = Cp.
V primeru, ko je afina mnozica podana s parametricno enacbo

r:ro—l—tlpl—i-...—i—tlpl,
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kjer so pi, ..., p; linearno neodvisni, lo¢cimo dva primera. Ce je [ = n,
potem je afina mnozica enaka R™, ki je mnozica resitev linearne enacbe
O-z1+...40-2,=0.

Ce je | < n, potem parametri¢no enacbo zapisemo po komponentah:

puti + ... + puli = x1—ay

plntl + ... + plntl = Tp — Cp.
Zanima nas, za katere vrednosti spremenljivk xq, ..., z, je to resljiv sis-
tem linearnih enacb v spremenljivkah ¢, ..., t;. Ko ta sistem obdelamo
z Gaussovo metodo, dobimo na koncu enaé¢be oblike 0 = fi(x1,...,x,),
kE=1+1,...,n. To je iskani sistem linearnih enacb.

Primer. Pois¢imo normalno enac¢bo ravnine v R3, ki je podana para-
metri¢no z enacbo

r=(1,2,-1)+s(2,1,3) + t(—1,1,1).
Zapisimo enacbo po komponentah:
r=14+2s—t, y=2+s+t, z=-1+3s+1,
kar preoblikujemo v sistem linearnih enacb v s in ¢:
2s—t=x—1, s+t=y—2, 3s+t=z+1.

Iz prve enacbe izrazimo s in ga vstavimo v drugo in tretjo enacbo.
Dobimo

—15:—lx—i-y—§ in §t:—§x+z+§.
2 2 2 2 2 2
Iz prve enacbe izrazimo t in ga vstavimo v drugo enacbo. Dobimo
2 5
0= —§$—§y+2+5

To je iskana implicitna enacba ravnine.

Primer. Premico v R?, ki je podana s parametriéno enacbo
r=(1,1,2) +t(—1,2,2),
izrazimo kot presek dveh ravnin.
Enacbo premice zapisemo po komponentah in izrazimo ¢. Dobimo

r—1 y—1 =2-2

-1 2 2
Za enacbi ravnin lahko vzamemo na primer xf’f = % in nyl = 252.
Ko ti enacbi uredimo, dobimo

t =

2c+y=1 in y—z=-—1.



10.7. PRAVOKOTNA PROJEKCIJA TOCKE NA AFINO MNOZICO 189

10.7. Pravokotna projekcija tocke na afino mnozico

Podan je vektor r; v R” in afina mnozica A v R". Is¢emo tako
tocko r] v A, ki je najblizje tocki ry. Tocki r] pravimo pravokotna
projekcija tocke ry; na afino mnozico A. Izkaze se, da taka tocka vedno
obstaja in da je ena sama. Ogledali si bomo dve metodi za doloc¢anje
r.

Ce je afina mnozica A podana s sistemom linearnih enacb

anry + ...+ aprT, = by,
11 + o+ ApnTn = by,
potem pravokotno projekcijo tocke ry = (¢q,...,¢,) na A izratunamo

po naslednjem receptu. Prvi korak: nastavek

ry = c1+ CL11)\1 + ...+ Clml/\m,

Ty = Cp+ A+ ...+ GupA,

vstavimo v gornji linearni sistem in uredimo. Dobimo sistem m line-
arnih enacb za A{,...,\,. Drugi korak: pois¢emo eno reSitev tega
m X m sistema. Izkaze se, da je ta sistem vedno resljiv, a ne nujno
enoli¢no. Tretji korak: Izbrano resitev sistema vstavimo v nastavek za
x1,...,T,. Dobimo koordinate iskane pravokotne projekcije. Rezultat
je neodvisen od tega, katero resitev m x m sistema vstavimo.

Primer. Poisc¢i pravokotno projekcijo tocke
ri=(1,1,-1,-1)
na afino mnozico, ki je podana implicitno s sistemom
2 —y+3u—2v = 1,

r+y—+2u—2v = 0,
r+2u—3v = —2.

Projekcijo iS¢emo z nastavkom

= 1420+ pu+v,

I =X+ p,

= —143\+2u+ 2y,
—1—2\—2u—3u.

S 2 e B
I



190 10. AFINE MNOZICE V R"”

ko ta nastavek vstavimo v linearen sistem in uredimo, dobimo

18\ + 11+ 140 = 1,
1A+ 10+ 11y = —2,
14N+ 11+ 14v = —4.

Resitev tega linearnega sistema je

5 16 167

R ==, V= ——7-.

4 19 76

Od tod sledi, da je r} = (z,y,u,v), kjer je
6345307
w0 YT YT TT e

Bralca vabim, da rezultat preveri s formulo za projekcijo tocke na pre-
mico.

A:

xr =

Dokazimo sedaj, da ta metoda res da pravilen rezultat.

Dokaz: Ce pisemo r = (z1,...,2,) inw; = (a;,...,amm) zai=1,...,m,
potem lahko linearni sistem zapiSemo kot
(ryuy) =by,...,{(r,uy) = by,
nastavek pa kot
r=ri+Au+...+ A\ un,.

Ko vstavimo nastavek v sistem, dobimo sistem velikosti m X m za spre-
menljivke A1, ..., Ap,. Naj bo A,..., A, resitev tega sistema. Dokaz reslji-
vosti tega sistema bomo preskocili. Trdimo, da je

r'lzrl—l—)\'lul—l—...—l—)\;num

edina pravokotna projekcija tocke ri na mnozico A. Dokazati moramo, da
za poljubno tocko z € A, ki je razlicna od r}, velja

lry = 2] > [[ry = ry.

Najboa =r; —r]inb =1} —z Ker jez # r}, je b # 0. Dokazimo
najprej, da je (a,b) = 0. Ker sta r} in z resitvi sistema linearnih enacb,
velja (w;,r}) = b; in (u;,z) = b; za vsak i = 1,...,m. Torej je (u;,b) =
(wj,r]) —(u;,z) =bj—b;=0zavsak i =1,...,m. Kerjea=—> " Nu,,
odtod sledi, da res velja (a,b) = — >, X(u;,b) =0. Iz (a,b) =0inb # 0
sledi, da je |la+b|? = ||a||> + ||b||? > ||la]|?>. Torej je res |la+b| > |all. O

Ce je afina mnozica A podana s parametri¢no enacbo

r:ro—l—tlpl—i-...—i—tlpl,
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kjer so pi,...,p; (ne nujno linearno neodvisni) vektorji v R", potem
pravokotno projekcijo tocke r; na A izracunamo tako, da gornji nas-
tavek za r vstavimo v enacbe

(r—ry,p1)=0,...,(r —ry,pm) = 0.
Dobimo resljiv sistem m enacb za spremenljivke t1,...,t,. Ce je

t),...,t resitev tega m x m sistema, potem je iskana tocka

ry=ro+tp1+...+p:

Primer. Projecirajmo tocko ri = (1, 3,2) na ravnino, ki je podana s
parametricno enac¢bo

r=(1,2,-1)+s(2,1,3) + ¢t(—1,1,1).
Izraz r —ry = (0,—1,-3) + s(2,1,3) + t(—1,1,1), moramo vstaviti v
enachi
(r—r,(2,1,3))=0 in (r—ry,(—1,1,1)) =0.
Ko uredimo, dobimo sistem dveh enacb za s in t:
14s+2t=—-1 in 2s+ 3t =0.

Odtod sledi, da je s = —% int= %. Torej je

15 75 45

3 1
rll = (1727 _1) - _(27 173) + _(_17 17 1) = (1_97 %a _£>

38 19

Dokaz, da metoda vedno deluje, je zelo podoben kot pri prejsnji
metodi.

Dokaz: Naj bo
ry =ro+11p1+ ...+

taka tocCka, ki zadoSca enacbam

(ri —r1,p1) =0,....(r1 —ri,pm) =0.

(Dokaz obstoja take tocke spet preskocimo.) Trdimo, da potem za vsako
tocko
z=ro+tp1+... +Upi,

ki se razlikuje od r, velja
Iz — 1| > [[ry — 1.

Najbospeta=2z—r) #0in b =71} —r;. Kerje (r1/ —r;,p;) =0 za
i=1,...,m, velja (a,b) = O (t; — th)pi, b) = >0t (ti — t5)(pi, b) = 0,
Sledi, da je la+b||> = ||a]|*+||b||* > ||b||>. Torej je res |la+b]|| > |b||. O
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10.8. Regresijska premica in posplositve

[s¢emo tako premico y = ax+b, ki se najbolje prilega danim tockam

(x17y1>7 ER) (‘rnayn)

Za vsak i naj bo d; razdalja med dano tocko (z;,y;) in tocko (z;, ax;+b)
na premici. Velja torej d; = |y; — (ax; + b)|. Kot mero za natancénost
prileganja vzamemo izraz d*+. . .+d?. Koeficienta a in b zelimo dolo¢iti
tako, da bo ta izraz najmanjsi mozen. Potem pravimo, da je y = ax+b
premica, ki se po metodi najmanjsih kvadratov najbolje prilega tockam
(3717?/1)’ R ($n>yn)

Pigimo x = (z1,...,%,), ¥y = (Y1,---,¥s) in 1 = (1,...,1). Potem
je

2+ +d =y — (ax+b1)|

Ta izraz je najmanjsi pri tistih a in b, ko je tocka ax+ 01 najblizje tocki
y. V prejsnjem razdelku smo se naucili, da se to zgodi v primeru, ko
je (ax+ b1l —y,x) = 0in (ax + bl —y,x) = 0. Resiti torej moramo
sistem linearnih enach

CL<X, X> + b<1,X> = <y7X>7
a(x,1) +b(1,1) = (y,1).

Delimo sistem z n in uvedimo naslednje oznake

j:_zx’u y=— Zyzv P__wa [L’_:%Z LiYi-

Potem se sistem enacb za a in b glasi

ar? + bz = T,
ar + b = 7.
Resitev tega sistema je
Y-y 22y —TYT
ag=——— in b= ——".
IE2 _ j’2 I2 _ (Z’2

Primer. Pois¢imo premico, ki se po metodi najmanjsih kvadratov
najbolje prilega tockam

(171>7 (27_1>> (3?0)7 (47_1)‘
Najprej izracunamo

=25 7=-025 122=175 7Ty=—125
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Potem je
TY—TY P2y —TYT
a=2"10 _ g5 p="ET9T_ g
iIZ'2 _ f2 $2 _ 52
torej je iskana premica
y=1-0.5z.
y
\l\ T,
\dl
1 1 X

Metodo najmanjsih kvadratov lahko posplosimo na polinome visjih
stopenj in tudi na ve¢ spremenljivk. Ponazorimo to z dvema primeroma.

Najprej pois¢imo kvadratno parabolo y = ax? + bx + ¢, ki se naj-
bolje prilega danim tockam (z1,v1), ..., (Zn, Yn) po metodi najmanjsih
kvadratov. V tem primeru je d; = |y; — (az? + bz; + ¢)| in

&+ +d =y —r|
kjer je
vy =1, Yn), r:a(x%,...,xi)+b(x1,...,xn)—i—c(l,...,l).

Iz prejsnjega razdelka vemo, da bo ta izraz najmanjsi, ko bo vektor

y — r pravokoten na vektorje (z%,...,22), (z1,...,z,) in (1,...,1).

Resiti torej moramo sistem enach
ad wi+bY al+ed al =Y aly,
oY al 40> alted o= Y my
afoerZxH—ch = Zyiu

kjer pri vseh vsotah i tece od 1 do n.

Pois¢imo po metodi najmanjsih kvadratov Se ravnino z = ax+by-+c,
ki se najbolje prilega danim tockam (x1,y1,21), .-, (Tn, Yn, 2n). Velja
d; = |z — (az; + by; + ¢)| in

d:+...+d> =|z—ax — by — c1]?,

kijer je 1 = (1,...,1), x = (21,...,2,), ¥ = (y1,-..,yn) In z =
(21,...,2,). Ta izraz bo najmansi, ko bo vektor z — ax — by — ¢l
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pravokoten na vektorje x, y in 1. Regiti moramo sistem
o2 bS wmr e w = Y a,
ainyZ- —|—be1-2 +CZZJ7; = Zyizi,

aZmi +b2yi+czl = Zzu

kjer pri vseh vsotah i tece od 1 do n.

10.9. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Geometrijski in algebrski vektorji)
(a) Kaj je geometrijski vektor? Kaj je algebrski vektor?
(b) Kdaj sta dva geometrijska vektorja enaka? Kaj pa dva
algebrska?
(c¢) Kako geometrijskemu vektorju priredimo ustrezen algebr-
ski vektor?
(d) Pojasni zvezo med algebrskimi vektorji in tockami?
(2) (Linearne kombinacije) Dani so vektorjia = (—1,1), b = (2,1)
inc=(1,-2).
(a) Doloéi tocko, ki deli daljico med tockama a in b v razmerju
1:2!
(b) Doloci sredisce tock a, b in c!
(c) Dokazi, da sta vektorja a in b linearno neodvisna!
(d) Dokazi, da so vektorji a, b in ¢ linearno odvisni!
(3) (Norma, skalarni in vektorski produkt)
(a) Kako je definirana norma vektorja? Kdaj je enaka 07
(b) Kako je definiran skalarni produkt dveh vektorjev? Kdaj
je enak 07
(c) Kako je definiran vektorski produkt dveh vektorjev? Kdaj
je enak 07
(4) (Premice v R™)
(a) Premica je podana z dvema tockama r; in ry. Doloéi
parametri¢no in normalno enacbo te premice!
(b) Pojasni, kako izracunamo oddaljenost tocke T' od te pre-
mice!
(c) Pojasni, kako dolo¢imo projekcijo tocke T' na to premico!
(5) (Ravnine v R?)
(a) Dolo¢i parametricno in normalno enacbo ravnine, ki gre
skozi tocke ry, ry in rj!
(b) Pojasni, kako izracunamo oddaljenost tocke 1" od te rav-
nine!
(c) Pojasni, kako dolo¢imo projekcijo tocke 7" na to ravnino!
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(6) (Sistemi linearnih enacb)
(a) Kako pois¢emo resitev sistema linearnih enacb z metodo
zaporednega izlocanja spremenljivk?
(b) Kako poiscemo resitev sistema linearnih enach z Gaussovo
eliminacijo?
(c) Pojasni zvezo med obema metodamal
(7) (Afine mnozice v R")
(a) Kaj je afina mnozica? Povej definicijo in nekaj primerov!
(b) Kako izracunamo projekcijo tocke na afino mnozico, ki je
podana implicitno?
(c¢) Kako izracunamo projekcijo tocke na afino mnozico, ki je
podana parametri¢no?
(8) (Regresijska premica) Is¢emo premico, ki se najbolje prilega
danim tockam (z1,41), ..., (Tn, Yn)-
(a) Kateri izraz meri ujemanje premice z danimi tockami?
(b) Kako poiséemo najmanjso vrednost izraza iz (a)?
(c) Izpelji formuli za koeficienta iskane premice!
(9) (Posplositve regresijske premice)
(a) Kako poiséemo kvadratno parabolo y = ax? + bx + ¢, ki

se najbolje prilega danim tockam (x1,v1), ..., (Tn, yYn)?
(b) Kako poiséemo ravnino z = ax + by + ¢, ki se najbolje
prilega danim tockam (z1,y1,21), .-, (Tn, Yn, 2n)7

(¢) Koliksno je najmanjse stevilo tock, pri katerem sta prob-
lema iz (a) in (b) smiselna?






POGLAVJE 11

Matrike in determinante

11.1. Operacije z matrikami

Matrika velikosti m X n je urejena m-terica urejenih n-teric realnih
stevil, torej element prostora (R™)™. V primeru, ko jem =1 alin =1
lahko m x n matriko smatramo za vektor, v primeru m = n = 1 pa
jo lahko smatramo za skalar. Matrike obi¢ajno oznacujemo z velikimi

tiskanimi ¢érkami. Namesto
A= ((a117 s 7a1n>) ct (amlu s 7amn))
pisemo raje

ai;y ... Qip

aml --- Amn
Vektorju

[ail (Zin:|

pravimo i-ta vrstica matrika A, vektorju
ayj
anj

pa j-ti stolpec matrike A. Skalar
aij

je (i,7)-ti element matrike A.

7 matrikami lahko racunamo. Osnovne racunske operacije so ses-
tevanje matrik, mnozenje matrike s skalarjem, mnozenje matrik in
transponiranje. Pri vsaki od nastetih operacij si bomo ogledali defini-

cijo in nekaj osnovnih lastnosti.
Vsota dveh matrik

ailr ... Qin b1y
A= : : in B=
m1 -+ Gmn bml
197
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je matrika

ain +bu ... i+ bip

A+ B = : :
Am1 + bml I ) + bmn

Ce matriki A in B nista iste velikosti, potem njune vsote ne moremo

definirati.

Definirajmo sedaj produkt matrike s skalarjem. Ce je ) skalar
in A kot zgoraj, potem je

A1l ... Aai,
A =
A1 ... A
Namesto (—1) - A pisemo kar —A.
Naj bo O matrika iz samih nicel velikosti m x n. Potem za poljubne
matrike A, B, C' velikosti m x n in poljubna skalarja \, u velja

(1) A+ B=B+ A, (5) M(A+ B) = A+ B,
(2) (A+B)+C = A+(B+0), (6) AN+ u)A=NA+ uB,
(3) A+0=0+A=A, (7) (M)A = \(pA),

(4) A+(—A) = (-A)+A =0, (8)1-A=A.

Najzanimivejsa operacija je mnozenje dveh matrik. Povejmo
definicijo najprej za poseben primer. Ce je
b1
A:[al an} in B= o,
bn

potem je

AB =aiby + ...+ anby =Y apby.
k=1
V splosnem (i, j)-ti element produkta AB dobimo tako, da na gornji

na¢in zmnozimo i-to vrstico matrike A z j-tim stolpcem matrike B.
Zapisimo to Se na dolgo. Ce je

ail ... Qip bll o blp
a/ml PR amn bnl “e e bnp
potem je
ZZ:l alkbkl cee ZZ:l alkbkp
AB = : :

n n
Dbt mkber o D Gsbigp
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Opazimo, da je produkt definiran samo v primeru, ko je Stevilo stolpcev
matrike A enako Stevilu vrstic matrike B. Opazimo tudi, da ima pro-
dukt AB toliko vrstic kot matrika A in toliko stolpcev kot matrika
B.

Primer. Zmnozimo matriki

1 2 . -1 1
a=[h2] w e[ 1]
Velja

5 5 ) -3 =2
AB:{2 _2] in BA:[_1 6]

Ta primer nas nauci, da ni vseeno, v kaksnem vrstnem redu zmnozimo
dve matriki.

Primer. Tovarna proizvaja izdelke Iy, I in I3. Pri tem se uporabljajo
surovine Sy, S, S3 in S;. Koli¢ina surovin, potrebnih za posamezen
izdelek je podana s tabelo A:

(AL [L[T]
S 2701
S [1133
SSTol21
S,f47170

Planirana proizvodnja izdelkov [y, Iy in I3 v mesecih M; in M, je
podana s tabelo B:

| B[ M, [ M, |
T, [ 400 ] 300
I, | 200 | 150
T | 100 | 250

Koliko surovin moramo kupiti posamezen mesec, da bomo izpolnili
plan? Odgovor je podan s tabelo C':

Kl [

|

Sp[2-40040-200+1-100 =900 |2-300+0-15041-250 =850

Sy | 1-40043-200+3-100 = 1300 | 1-300+ 3-150+ 3 -250 = 1500

S3[0-40042-200+1-100 =500 |0-300+2- 1504 1-250 = 550

Sy||4-40041-200+0-100 = 1800 | 4-300+ 1-150 4+ 0-250 = 1350
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Transponiranka matrike A velikosti m x n je matrika A7 velikosti

n x m, ki ima na (¢, j)-tem mestu element aj;. Zapisimo na dolgo

ayy ... Qip air ... Ami
aml --- Amn A1p  --- Amn

Osnovne lastnosti mnozenja matrik in transponiranja so

(9) (AB)C = A(BC), (13) (AT)" = A,

(10) (A+ B)C = AC + BC, (14) (AB)T = BT AT,
(11) A(B+ C) = AB + AC, (15) (A+B)" = AT+ BT,
(12) (AMA)B = A(AB) = A(AB), (16) (AA)T = NAT,

Pri vsaki formuli predpostavljamo, da so matrike take velikosti, da so
vsa seStevanja in mnozenja definirana.
Naj bo [ kvadratna matrika velikosti £ X k naslednje oblike

1 0 ... 0
Oo1 ... 0
Iy=1|. . . .
00 ... 1

Taki matriki pravimo identi¢na matrika. Za poljubno matriko A
velikosti m x n in poljubno naravno stevilo k velja

(17) I, A= Al, = A in (18) IT = I,.

11.2. Matric¢ni zapis linearnega sistema

Sistem linearnih enacb

anry + ... + awmz, = b,

Gm1T1 + oo+ GpnTn = by,
lahko s pomocjo matricnega mnozenja zapisemo v obliki
Ax = b,
kjer je
aiyp ... Qip I bl
A= = o, ox=| in b=
Umi - Qmn Tn b,

Spomnimo se, da sistem resujemo z uporabo naslednjih treh tipov
elementarnih transformacij:
(1) k eni od enac¢b lahko pristejemo veckratnik druge enacbe;
(2) lahko zamenjamo vrstni red dveh enacb;
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(3) enacbo lahko pomnozimo z nenicelno konstanto.

Transformacija prvega tipa nastopa, recimo, v primeru, ko iz druge
enache izrazimo eno od spremenljivk in jo vstavimo v prvo. Poskusimo
te transformacije zapisati z matrikami.

Definirajmo elementarne matrike E;;(«), P;; in E;() takole:

(1) matriko Ej;(«) dobimo tako, da v identi¢ni matriki I, k i-ti
vrstici pristejemo a-kratnik j-te vrstice;

(2) matriko P;; dobimo tako, da v I, zamenjamo i-to in j-to
vrstico;

(3) matriko F;(3) dobimo tako, da v I,,, mnozimo i-to vrstico z (3.

Krajsi racun pokaze, da lahko elementarne transformacije opisemo
s pomocjo elementarnih matrik takole:

(1) ce v sistemu Ax = b k i-ti enacbi priStejemo a-kratnik j-te
enacbe, potem dobimo sistem E;;(a)Ax = E;j(a)b;

(2) ¢e v sistemu Ax = b zamenjamo i-to in j-to enac¢bo, potem
dobimo sistem P,;;Ax = P;;b;

(3) e v sistemu Ax = b pomnozimo i-to enacbo z [, potem do-
bimo sistem E;(3)Ax = E;(3)b.

Gaussovo metodo lahko povemo takole: sistem Ax = b toliko casa
mnozimo z elementarnimi matrikami z leve, dokler ne dobimo sistema
A’x = b/, pri katerem je A’ stopnicaste oblike. To pomeni, da je za
vsak i = 1,...,m na zacetku i + 1-te vrstice v. A’ vsaj ena nicla vec,
kot na zacetku i-te vrstice. Tak sistem znamo potem resiti.

Primer. Matrika

2 -1 09 1
, o 3 11 —1
A=10 0 02 3
0 0 00 O

je stopnicaste oblike.

Tudi splosno resitev linearnega sistema Ax = b

r1 = T t+puti+...+Dpat,

Ty = Tpo T+ plntl +... .+ prntr
lahko zapiSemo v matri¢ni obliki s parametri¢no enacbo.

X = Xg + Pt,
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kjer je x kot zgoraj in
Z10 P11 - Drl 131
Xp = ’ P = ) t =
Tno Pin -+ Prn tr
Oglejmo si Se, kako z matrikami zapisemo formuli za projekcijo
tocke na afino mnozico. Ce je afina mnozica A podana z linearnim
sistemom
Ax = b,
potem projekcijo tocke x; na A iStemo z nastavkom
x=x; + Alc,
kjer je ¢ neznani vektor. Ko to vstavimo v sistem, dobimo
AATc = b — Ax,.
Ce je c’ reSitev tega sistema, potem je iskana projekcija
x, =x; + ATc.
Ce pa je afina mnozica A podana s parametri¢no ena¢bo
X = Xy + Pt,

potem projekcijo tocke x; na A poiséemo tako, da gornji nastavek
vstavimo v enactbo PT(x —x;) = 0. Dobimo

PPt = P"(x; — xg).
Ce je t/ resitev tega sistema, potem je iskana projekcija

x| = xo + Pt

11.3. Determinante

Vsaki kvadratni matriki A bomo priredili realno stevilo det A, ki mu
pravimo determinanta matrike A. Povedali bomo, kako izracunamo
determinante matrik velikosti 1 x 1 in kako se determinante matrik
velikosti n x n izrazajo z determinantami matrik velikosti (n — 1) x
(n — 1). Potem bomo znali izra¢unati determinanto matrik poljubne
velikosti.

Najprej definirajmo determinanto za matrike velikosti 1 x 1.

det [a] = a.
Za vsako matriko A velikosti n X n in za vsak i, j = 1,...,n oznac¢imo z

A;; matriko velikosti (n — 1) x (n — 1), ki jo dobimo tako, da v matriki
A zbrisemo i-to vrstico in j-ti stolpec. Definirajmo

det A = a1 det AH — a12 det A12 + a3 det Alg — ...+ (—1)"a1n det Aln'
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Na kratko to zapisemo s formulo det A ="  (—1)'"ay; det Ay;.

Primer. Izpeljimo formulo za determinante matrik velikosti 2 x 2. Ce

je
A— [ a1; a2 ] :
A21 Q22
potem je Aj; = [age] in Ajy = [az1]. Po definiciji determinant matrik

velikosti 1 X 1 je det Aj; = a9o in det A19 = ag1. Zato velja

det A = aiq det All — a12 det A12 = A110A92 — A12Q21.

Primer. Izpeljimo Se formulo za determinante matrik velikosti 3 x 3.
Ce je
apir a2 a3
A= | ax ax axs |,
azy az2 ass

potem je

Q22 Qa23 21 Q23 . Q21 A22
A11:|: s Ay = in Az = .

a32 433 a31 33 a3 as2

Po formuli iz prejsnjega primera je det A1; = agsaszz — as3ass, det A1y =
a921Q33 — A23Q31 in det Alg — 21Q32 — Q22031 . Zato velja

det A = all det All — Q12 det A12 + a3 det A13

= a11(a22<l33 - a23a32) - &12((121&33 - 6123(131) + a13(a21a32 - a22a31)
= (11022033 + Q12021033 + A13021032 — 13022031 — A12021033 — G11023032.

Formula za determinanto matrike velikosti 4 x4 bi vsebovala 4! = 24
¢lenov, za 5 x 5 pa 5! = 120 clenov. To je prevec za prakticno uporabo.
Zato si bomo kasneje ogledali bolj prakticno metodo za racunanje de-
terminant.

Povejmo, kaj je geometrijski pomen determinante det A. Ce je A
velikosti 2 x 2, potem je |det A| ravno ploscina paralelograma, ki ga
dolocata stolpca matrike A. Ce pa je A velikosti 3 x 3, potem je
|det A| volumen parelelepipeda, ki ga dolocajo stolpci matrike A. Tudi
predznak det A ima geometrijski pomen, ki je povezan z orientacijo.

Brez dokaza povejmo naslednji formuli.



204 11. MATRIKE IN DETERMINANTE

Trditev. Ce je A matrika velikosti n X n, potem za poljubna
i,J € {1,...,n} veljata naslednji formuli:
e formula za razvoj det A po i-ti vrstici

det A = Z aik(—l)i““ det A’Lk?
k=1
e formula za razvoj det A po j-tem stolpcu

det A = Z a,kj(—l)k"'j det Ak:j-

k=1

Formula za razvoj po prvi vrstici se ujema z definicijo determinante.
Ponavadi razvijemo determinanto po tisti vrstici ali stolpcu, ki vsebuje
najvec nicel, saj to najbolj skrajsa racunanje.

Primer. Izracunajmo determinanto matrike

2 1 1
A=1]10 1 -1
1 -1 3

z razvojem po prvem stolpcu. Velja

1 -1 1 1 1 1
detA—2-det[_1 3 ]—O-det{_l 3]+1-det{ }—

=2.2-0-4+1-(-2)=2.

11.4. Lastnosti determinant

V prejsnjem razdelku smo spoznali, da so formule za racunanje de-
terminant, ki jih dobimo s pomocjo definicije, obicajno predolge za
prakti¢no racunanje. V tem razdelku bomo spoznali bolj uc¢inkovito
metodo, ki je podobna Gaussovi metodi za resevanje linearnih siste-
mov. Ideja Gaussove metode je, da matriko z elementarnimi transfor-
macijami po vrsticah prevedemo na gornje trikotno matriko.

Najprej si oglejmo, kako izracunamo determinanto gornje trikotne
matrike. Z n-kratno uporabo formule za razvoj po prvem stolpcu lahko
dokazemo formulo

ay;p a2 ... Qaip

0 ao2 ... Qop
det ) ] ) = 11022 * * * Qpp-
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Oglejmo si Se, kako na vrednost determinante vplivajo elementarne
transformacije po vrsticah.

Trditve.

(1) Ce v matriki A k eni vrstici pristejemo veckratnik druge
vrstice, potem se njena determinanta ne spremeni.

(2) Ce v matriki A zamenjamo dve vrstici, potem se njeni
determinanti spremeni predznak.

(3) Ce v matriki A eno vrstico pomnozimo z 3, potem se
tudi njena determinanta pomnozi z 3.

Podobne trditve veljajo tudi za stolpce.

S formulami gornjo trditev zapisemo takole

det(E;;(a)A) = det A, det(P;;A) = —det A in det(E;(5)A) = Fdet A.

Dokaz: Dokazujemo z indukcijo po dimenziji matrike. Tretja trditev
oCitno velja za 1 x 1 matrike. Predpostavimo, da velja za (n — 1) x (n — 1)
matrike, kjer n > 2. Vzemimo poljubno n X n matriko A in poljuben
i =1,...,n. Za poljuben j # i lahko det F;(/3)A izracunamo tako, da jo
razvijemo po j-ti vrstici, potem uporabimo na vsakem ¢lenu indukcijsko
predpostavko, izpostavimo (8 in upostevamo formulo za razvoj det A po j-ti
vrstici. Dobimo ravno (det A.

Druga trditev velja za 2 x 2 matrike, ker je

ailp a2 :|

a1 a2
det = a12a21 —aji1a22 = —(ai1a22 —ai2az21) = det
a1 G2

ail 412
Predpostavimo, da trditev velja za (n — 1) x (n — 1) matrike, kjer je n > 3.
Vzemimo poljubno n x n matriko A in poljubna i in 7, ki sta razli¢na. Potem
za poljuben k, ki je razlicen od 7 in j, lahko det P;; A izracunamo tako, da jo
razvijemo po k-ti vrstici, upostevamo indukcijo predpostavko, izpostavimo
—1 in upo$tevamo formulo za razvoj det A po k-ti vrstici. Dobimo ravno
—det A.

Dokaz prve trditve je zelo podoben dokazu druge. Najprej pokazemo,
da trditev velja za 2 x 2 matrike. Nato s podobnim ra¢unom kot pri drugi
trditvi dokazemo, da iz primera n X n, kjer n > 3, sledi primer n x n. I

Oglejmo si sedaj uporabo Gaussove metode na primeru.

Primer. S pomocjo Gaussove metode izracunaj determinanto matrike

1 21 2
2 01 -1
detd=1 "1 11

0 2 2 1
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S transformacijama FEs(—2) in E31(1) dobimo

1 2 1 2
0 -4 -1 =5
det A = det 03 92 1
0o 2 2 1
S transformacijama FEs3(2) in Ey(3) dobimo
1 2 1 2
det A = det 8 — _§1 __i
4 3
00 5 -3
S transformacijo Ey3(—2) dobimo
1 2 1 2
detA=det | 0 o050 T
1 o
00 0 2
Formula za determinanto gornje trikotne matrike nam da
5 9
detA=1-(—-4)---—-=-9.
¢ A

Zanimiva posledica gornjih lastnosti determinante je naslednja trditev.

Trditev. Ce ima matrika dve vrstici enaki, potem je njena
determinanta enaka ni¢. Podobno velja za stolpce.

Dokaz: Ce sta i-ta in j-ta vrstica matrike A enaki, potem je Pj; A= A
Od tod sledi det P;; A = det A. Toda zgoraj smo dokazali, da je det P;; A =
—det A. Od tod sledi det A = —det A, torej je res det A = 0. O

Izpeljimo sedaj formulo za determinanto produkta.

Trditev. Za poljubni kvadratni matriki A in B velja
det AB = det A det B.

Dokaz: Ce v formule
det(E;j(o)B) = det B, det(Pj;B) =—detB in det(E;(5)B) = [(detB
vstavimo namesto A identi¢no matriko, dobimo

det(Ejj(a)) =1, det(Py) = -1, det(Ei(B)) = 6.
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Odtod sledi
det(Eij(a)B) = det El-j(a) det B,
det(P;; B) = det P;j det B,
det(E;(5)B) = det E;(3) det B.

Torej velja det AB = det Adet B v primeru, ko je A elementarna matrika.
Formula velja tudi v primeru, ko ima matrika A v eni vrstici same nicle,
saj ima potem tudi matrika AB v isti vrstici same nicle, torej je det A =
det AB = 0, kar vidimo iz razvoja po tej vrstici.

Lotimo se sedaj sploSnega primera. Vemo zZe, da obstajajo take ele-
mentarne matrike Ey, ..., E,, da ima matrika S = F,, --- F1 A stopnicasto
obliko. Lo¢imo dva primera. Ce ima matrika S ni¢elno vrstico, potem velja

det E,, - --det E1det AB = det(E, --- E1A)B =det SB =0,
detE, ---det B1det A=detE,---E1A=detS =0.

Po krajsanju dobimo det A = det AB = 0, odkoder sledi det AB = det A det B.
Ce pa matrika S nima nicelne vrstice, potem so vsi njeni diagonalni elementi
nenicelni. Zato lahko pois¢emo take elementarne matrike E,,+1,..., Ey,, da
je matrika F,, - -- E, 115 identi¢na. Odtod sledi, da je

det By, - - -det E1 det AB = det(E,, --- E,A)B = det IB = det B,
det B, --det Bydet A=detE,, --- EF1A =det 1.

Drugo formulo pomnozimo z det B in primerjamo leve strani obeh formul.
Po krajsanju spet dobimo det AB = det A det B. O

11.5. Cramerovo pravilo

Ce je kvadratni sistem

anry + ... + apr, = by,

ami + ... + amTn = by,

enoli¢no resljiv, lahko njegovo resitev pois¢emo s pomocjo determinant.
Za vsak 1 = 1,...,n namrec¢ velja

o det A’

kjer je A matrika sistema, se pravi

aip ... QAip

A:

Ap1 ... QApp
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in C; matrika, ki jo dobimo tako, da v matriki A zamenjamo i-ti stolpec
z vektorjem

b
b,
Tej formuli pravimo Cramerovo pravilo.
Primer. ResSimo naslednji sistem s Cramerovim pravilom:
2r+y = —1,
r+3y = 2.

Resitev se glasi

bl a19 -1 1
det{b2 aﬂ} det{ 9 3] 5

T = = 2 1 = ? = -1,
det { @i } det [ }
Q21 A2 13
aiq bl 2 —1
y_det{a21 bz}_det{l 2}_§_1
det [ n 012 } det [ 21 } g
Q21 Q22 13

Primer. S pomocjo Cramerovega pravila resimo sistem

r+y+2z =1

20—y =1
3y+z = —1.
Ker je
aj; a1 Q13 1 1 2
det A = det 921 Q929 Q23 = det 2 =10 = 9,
as1 Qg2 ass 0 3 1
je resitev sistema
b1 12 Q13 1 1 2
det b2 a2 A93 det 1 -1 0
bs asp ass -1 3 1 9
o det A det A 9’
aiq b1 a3 1 1 2
det 921 b2 923 det 2 1 0
az; bz ass 0 -1 1 2
y = — i
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a1 Q12 b1 1 1 1
det o1 Q22 bg det 2 —1 1
az asz bs 0 3 -1 6 2
o7 det A B det A T9 3

Za konec dodajmo Se dokaz, da ima v primeru det A # 0 sistem
Ax = b eno samo resitev in da to resitev res dobimo s Cramerovim
pravilom.

Dokaz: Recimo, da bi radi iz linearnega sistema Ax = b izrazili spre-
menljivko x;. Za vsak 7 = 1,...,n pomnoZimo i-to enacbo sistema z
(—1)""7 det A;; in te enacbe seStejmo. Dobimo

(Z a;1(— HJ det A,;) r1 + . (Z a; ”3 det AZJ> Ti+...+

(Z ain(— H’] det AZ]> Ty = Z bi( ’+j det A;;.

Jj=t

Naj bo C; matrika, ki jo dobimo tako, da j-ti stolpec matrike A zamenjamo
z vektorjem b. Ce determinanto matrike C; razvijemo po j-tem stolpcu,
dobimo

det Cj == Zbi(—l)i+j det Aij;

kar je ravno desna stran gornje enacbe. Obdelajmo Se levo stran. Za vsak
k =1,...,n oznatimo z BJ’? matriko, ki jo dobimo tako, da v matriki A

zamenjamo j-ti stolpec s k-tim. Ce razvijemo determinanto matrike Bf po
k-ti vrstici, dobimo

det Bk Z ag;( ’J” det A;;.

Torej gornjo enacbo lahko zapisemo v obliki
(det le»):nl + ...+ (det Bg)xj + ...+ (det BY )z, = Cj.

Opazimo, da je BJ A, zato je det B] = det A. V primeru, ko je k # j, pa

ima matrika B]k dva stolpca enaka, zato je njena determinanta enaka nic.
Torej se gornja enacba glasi

(det A)z; = det C}.

Ce je det A # 0, lahko odtod na en sam naéin izra¢unamo xj. O
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11.6. Inverz matrike

Inverz kvadratne matrike A je taka kvadratna matrika B, da velja
AB = BA = I. Matrika ima lahko kve¢jemu en inverz. Ce sta namreé
By in By dva inverza matrike A, potem velja By = IB; = (B A)B; =
By(ABy) = Byl = Bs. Ce matrika A ima inverz, ga oznac¢imo z A~
Nicelna matrika seveda nima inverza. Zanimivo pa je, da inverza ni-
majo tudi nekatere nenicelne matrike.

0 1
nima inverza. Za vsako matriko B ima namre¢ matrika AB ni¢lo v
spodnjem desnem kotu in zato ne more biti enaka matriki 7.

Primer. Matrika

Primer. Elementarne matrike imajo inverze. Velja namrec

Eij(0)™' = Ej(—a), P;'=P; in E(f)' = Ei(=).

1
g

Primer. Ce imajo matrike Ay, ..., A, inverze, potem ima inverz tudi
njihov produkt. Velja namrec

(Al"'An)il :Agl...Alfl_

Inverze matrik lahko uporabimo pri resevanju linearnih sistemov.
Ce je Ax = b kvadraten sistem in ¢e je matrika A obrnljiva, potem je
x = A7'b edina resitev tega sistema.

Spoznali bomo dve metodi za racunanje inverza. Prva metoda
temelji na Gaussovi eliminaciji.

Prva metoda za racunanje inverza. Matriko A razSirimo na

desno z identicno matriko iste velikosti. Dobimo matriko
[A|I]. To matriko obdelujemo z elementarnimi transforma-
cijami po vrsticah toliko ¢asa, dokler levo od ¢rte ne dobimo
bodisi matrike z ni¢elno vrstico bodisi identi¢ne matrike. V
prvem primeru matrika A nima inverza, v drugem primeru,
pa je inverz tisto, kar stoji desno od ¢rte.

Primer. Izracunajmo inverz matrike

-[31]
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Razsirjena matrika je

R

Ce k drugi vrstici pristejemo z —3 pomnozeno prvo vrstico, dobimo
1 2 1 0
0 -2 | -3 1|

Ce drugo vrstico delimo s —2, dobimo

[12 10]
013 4]

Ce k prvi vrstici pristejemo z —2 pomnozemo drugo vrstico, dobimo

1 0] -2 1
o1y )

Torej je

A‘lz[_g 1].

3 _1
2 2
Dokazimo sedaj, da ta metoda vedno deluje.

Dokaz: Naj bodo Ej,..., E, take elementarne matrike, da ima matrika
S = E,---E;A stopnic¢asto obliko. Lo¢imo dva primera. Ce ima mat-
rika S nic¢elno vrstico, potem ni obrnljiva, saj ima potem tudi matrika
ST nicelno vrstico za vsak T (glej prvi primer). Odtod sledi, da tudi
matrika A ni obrnljiva (uporabi drugi in tretji primer). Ce pa matrika
S nima ni¢elne vrstice, potem so vsi njeni diagonalni elementi nenicelni.
Zato lahko poiséemo take elementarne matrike Ey 1, ..., Fp, da je matrika
E., -+ En11S identicna. Odtod sledi, da je matrika A obrnljiva (uporabi
drugi in tretji primer) in velja A™' = E,,---E,1E,---E1. To pa je
ravno tisto kar dobimo desno od ¢rte, saj velja [A|I] B [E1 A|Eq] B B
(B - B1A, By, -+ By] = [I|A71]. a

Spotoma smo dokazali, da ima matrika A inverz natanko tedaj, ko
je enaka produktu elementarnih matrik. Druga metoda za rac¢unanje
inverza temelji na Cramerovem pravilu.
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Druga metoda za racunanje inverza. Matrika A ima inverz
natanko tedaj, ko je det A # 0. Velja

-1 1 AT

detA
kjer je A matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da za vsak
i, € {1,...,n} zamenjamo element a;; z (—1)*"7 det A;;.
Spomnimo se, da matriko A;; dobimo tako, da v matriki A
precrtamo 2-to vrstico in j-ti stolpec.

Na dolgo:
det AH —det A12 e (_1)1+n det Aln
A —det Agl det A22 e (_1)2+n det Agn
(—=1)"Tldet A, (—1)""2det Apy ... det A,,,,

Dokaz: Ce matrika A ima inverz, potem velja det A det A1 = det AA~ =

det I =1, torej je det A # 0. Privzemimo sedaj, da je det A # 0 in pokazimo,

da je dei AflT res inverz matrike A. Velja

det Bl detB? ... detB}

- det By detB3 ... detBy

ATA = , , , = (det A) - I,
det B det B2 ... detB!

kjer je B;“ matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da j-ti stolpec zamenjamo
s k-tim. Pri zadnjem koraku smo upostevali, da je

k det A, ] = k,
det Bj = { 0, itk
Podobno je
detC{ detCi ... detC}
~r detC} detC3 ... detC?
AAT = . ) ) = (det A) - I,
detC7 detCy ... detC)

kjer je CJ’? matrika, ki jo dobimo iz matrike A tako, da j-to vrstico zamenjamo

s k-to. Pri zadnjem koraku smo upostevali, da je det CJ’-C =0,¢ j #kin
det A sicer. O

Dokazimo Se naslednjo trditev.
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Trditev. Kvadratna matrika ima inverz natanko tedaj,
ko so njene vrstice linearno neodvisne. Podobno velja za
stolpce.

Dokaz: Najbo A kvadratna nxn matrika. Ozna¢imo z a; = (a;1, . - ., Gin)
i-to vrstico matrike A. Ce so vektorji ay, ..., a, linearno odvisni, potem je
eden od njih enak linearni kombinaciji drugih, recimo a; = Z#j c;a;. De-
terminanta matrike A se ne spremeni, ¢e za vsak 4, ki ni enak j, priStejemo k
j-ti vrstici z —¢; pomnozeno i-to vrstico. Toda na ta nac¢in dobimo matriko
z nic¢elno vrstico, ta pa ima nicelno determinanto. Sledi det A = 0, torej
matrika A nima inverza.

Ce so vektorji aj,...,a, linearno neodvisni, potem lahko vsak vektor
izrazimo kot linearno kombinacijo teh vektorjev (to zahteva krajsi premis-
lek). Naj bo e; vektor, ki ima na i-tem mestu enico, drugod pa same nicle.
Razvijmo ga po vektorjih ay, ..., a,:

e, = bjja; + ...+ bipa,.

Naj bo B matrika, katere i-ta vrstica je enaka (b;1,...,bin) za vsak i =
1,...,n. Bralec naj preveri, da velja
BA=1.

Odtod sledi, da je det A # 0, torej je matrika A obrnljiva.

Ker so stolpci matrike A enaki vrsticam matrike AT, in ker ima matrika
AT inverz natanko tedaj, ko ima inverz matrika A (preveri, da je (A7)~ =
(A~HT), sledi, da so stolpci matrike A linearno neodvisni natanko tedaj, ko
so linearno neodvisne njene vrstice. O

Oglejmo si primer uporabe te trditve:

Primer. Pois¢imo enacbo hiperravnine v R", ki gre skozi dane tocke

ry, ..., Iy, Kjer je r; = (a;, a4, ..., a;p,). Predpostavimo 8e, da so vek-
torji ro — ry,...,r, — r; linearno neodvisni, saj drugace reSitev ni
enoli¢cna. Tocka r = (x1,2s,...,x,) lezi na tej hiperravnini natanko
tedaj, ko so vektorjir —ry, ro — ry,...,r,, —r; linearno odvisni, to pa

velja natanko tedaj, ko je
1 —ay; T2 — Q12 ... Tp— Aip
Q21 — Q11 A22 — Q12 ... d2pn — Alp

det : : : =0.

Qp1 — A11 Ap2 — Q12 ... App — A1p
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11.7. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Pravokotne matrike)
(a) Kako je definirano seStevanje matrik in kako mnozenje s
skalarjem?
(b) Nastej osnovne lastnosti teh dveh operacij. (Omeni tudi
ni¢elne matrike!)
(c) Kako je definirano mnozenje matrik? Kdaj je definicija
smiselna?
(d) Nastej osnovne lastnosti mnozenja! (Omeni tudi identi¢ne
matrike!)
(2) (Elementarne matrike)
(a) Definiraj elementarne matrike!
(b) Kaksna je zveza med matrikama A in FA, kjer je E ele-
mentarna matrika?
(c) Kaksna je zveza med matrikama A in AE, kjer je E ele-
mentarna matrika?
(3) (Gaussova eliminacija po matri¢no)
(a) Kako sistem linearnih enacb zapisemo v matri¢ni obliki?
(b) Kako metodo Gaussove eliminacije zapiSemo z elemen-
tarnimi matrikami?
(c¢) Kaksno matriko dobimo na koncu Gaussove eliminacije?
Kako resimo pripadajoci sistem linearnih enacb?
(4) (Metoda najmanjsih kvadratov po matri¢no)
(a) Kako je definirano transponiranje matrik? Nastej osnovne
lastnosti transponiranjal
(b) S matrikami pojasni, kako poistemo projekcijo tocke na
afino mnozico!
(¢) Z matrikami pojasni, kako poiséemo regresijsko premico!
(5) (Definicija determinante) Recimo da je A matrika velikosti 3 x
3. Kako izracunamo njeno determinanto
(a) po definiciji?
(b) z razvojem po drugi vrstici?
(¢) z razvojem po tretjem stolpcu?
(6) (Racunanje determinant)
(a) Kako izra¢unamo determinanto gornje trikotne matrike?
(b) Povej, kaj so elementarne transformacije in kako vplivajo
na vrednost determinante!
(¢) Kako izracunamo determinanto s pomocjo elementarnih
transformacij?
(7) (Cramerovo pravilo)
(a) Formuliraj Cramerovo pravilo za sisteme velikosti 2 x 2!
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(b) Formuliraj Cramerovo pravilo za sisteme velikosti 3 x 3!
(c) Kdaj ne moremo uporabiti Cramerovega pravila?
(8) (Definicija inverza)
(a) Kako je definiran inverz matrike?
(b) Poisci nenicelno matriko, ki nima inverza!
(c) Pokazi, da matrika ne more imeti dveh razli¢nih inverzov!
(9) (Primeri matrik z inverzom)
(a) Izracunaj inverze elementarnih matrik!
(b) Dokazi, da ima matrika AB inverz, ¢e imata A in B in-
verzal
(c) Dokazi, da ima matrika AT inverz, ¢e ima inverz matrika
Al
(10) (Obstoj inverza) Zanima nas ali ima dana matrika inverz.
(a) Kako to ugotovimo z Gaussovo eliminacijo?
(b) Kako to ugotovimo z determinantami?
(c¢) Kako to ugotovimo z linearno neodvisnostjo?
(11) (Racunanje inverza)
(a) Kako izra¢unamo inverz matrike z Gaussovo eliminacijo?
(b) Pojasni metodo iz (a) na 2 x 2 matrikah!
(c¢) Kako izra¢unamo inverz matrike s pomocjo determinant?
) Pojasni metodo iz (c) na 2 x 2 matrikah!






Del 5

Vektorske funkcije in funkcije vec
spremenljivk






POGLAVJE 12
Krivulje v R"

12.1. Risanje vektorskih funkcij in vektorskih zaporedij

Funkcija iz R v R" je podana z dvema podatkoma:

e 7 definicijskim obmo¢jem, se pravi podmnozico D v R,
e s predpisom, ki vsakemu elementu iz D priredi natanko dolo¢en
vektor v R"™.

V primeru, ko je n > 2, pravimo takim funkcijam tudi vektorske
funkcije. Oznacujemo jih, podobno kot vektorje, z malimi debelo
tiskanimi ¢rkami. Vektorsko funkcijo

t—r(t) = (x1(t),...,2,(t)), te€D,
lahko geometrijsko predstavimo z njenim grafom
{(t,x(t)): t € D} ={(t,x1(t),...,x,(t)): t € D}
ali z njenim tirom, tj. zalogo vrednosti:
{r(t): te D} ={(x1(t),...,x,(t)): t € D}.
Graf je podmnozica v R"*!, zato ga lahko narisemo samo v primeru,

ko je n = 2. Tir je podmnozica v R3, zato ga lahko nariS§emo samo v
primeru, ko je n =2 ali n = 3.

Primer. Naj bosta ry in p dana vektorja v R”. Potem je
r(t) =ro+1tp, teR,

vektorska funkcija v R™. Njen tir je premica v R", ki gre skozi tocko ry
v smeri vektorja p. Njen graf pa je premica v R"*!, ki gre skozi tocko
(0,rp) v smeri vektorja (1, p).

Primer. Skicirajmo graf in tir vektorske funkcije
r(t) = (cost,sint), te€ [—m, 7.

Funkcijo najprej tabeliramo v tockah z razmikom %. Ko povezemo
funkcijske vrednosti s krivuljo, dobimo tir. Ker pri —n dobimo isto
vrednost kot pri 7, je tir sklenjen. Graf pa dobimo tako, da za vsak ¢
iz tabele narisemo tocko (¢, cost,sint) v R? in nato te totke poveZemo.
Ce graf pravokotno projeciramo na zy ravnino, dobimo ravno tir.

219



220

Primer. Narisimo nekaj zacetnih clenov zaporedja vektorjev

t | (cost,sint)
- (_LO)
_b5m (_ﬁ —1

6 2 2

2m | (-1 _ﬁ)

;))r 27 2

T 1
-3 (%—T‘Z’)
-5 (%,—3)

0 (1,0)

§ <if>

% (5,%)

9 ( 71)
2m (L ﬁ)

3 27 2
51 (_ﬁ 1

6 272

T (—1,0)

12. KRIVULJE V R"

Vektorsko zaporedje v R"™ je predpis, ki vsakemu naravnemu
Stevilu priredi nek vektor v R™. Povedano z drugimi besedami je za-
poredje ravno vektorska funkcija, katere definicijsko obmocje je mnozica
naravnih stevil. Vektor, ki ga zaporedje c priredi stevilu ¢, oznacimo
s ¢; in mu pravimo ¢-ti ¢len zaporedja c. Vektorsko zaporedje lahko
geometrijsko predstavimo z grafom ali s tirom.

o (162
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12.2. Limite vektorskih zaporedij in vektorskih funkcij

Pravimo, da je vektor L limita zaporedja vektorjev c;, ¢e za vsak
e > 0 obstaja tak iy, da za vsak i > iy velja |lc; — L|| < e. V tem
primeru pisemo lim c; = L. Zaporedje vektorjev ne more imeti vec¢ kot

1—00

eno limito.

Trditev. Zaporedje vektorjev c; = (¢i1,...,Cin) limitira
proti vektorju L = (L4,..., L,) natanko tedaj, ko za vsak
Jj =1,...,n zaporedje 7 — c;; limitira proti stevilu L;.

Dokaz: Recimo, da je hm n cij = L; za vsak j = 1,...,n. Vzemimo

poljuben € > 0. Po deﬁnlcm hmlte obstaJa zavsak j =1,...,n tak i; € N,
da za vsak i > i; velja |c;; — Lj| <m —. Naj bo ig = max{zl, .«.yin}. Potem

za vsak i > ig velja ||c; — L|| < e, saJ je |le; — L% = > ialeij — Li]? <

P (ﬁf = ¢2. S tem smo dokazali, da je lim ¢; = L. Dokazimo $e
71— 00
obrat. Recimo, da je lim ¢; = L. Vzemimo poljuben € > 0. Po definiciji
71— 00

limite obstaja tak iy € N, da za vsak ¢ > ig velja |[c; — L|| < e. Potem za

vsak i > ip in vsak j = 1,...,n velja |c;; — Lj| < €, saj je |cij — L[> <

dioaleij — Li]* = |le; — L||> < €. Torej je lim ¢;; = L; za vsak j =
1—00

O

1,...,n.

Primer. lim (3 ﬂ) (hm 2,11111( ) (0,0).

1— 00 v 11—

Podobno kot v skalarnem primeru lahko dokazemo, da za poljubni
zaporedji a; in b; v R™ in poljubno zaporedje o; € R velja

lim oa; = lim o; lim a;,

1— 00 71— 00 1— 00

lim (a; + b;) = 11m a; + lim b;,

1—00 1—00
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Ce je n = 3, pa velja tudi
1—00 71— 00 1— 00

Limito vektorske funkcije v tocki definiramo podobno kot pri ska-
larnih funkcijah. Pravimo, da je vektor L limita vektorske funkcije
r(t),t € D, v tocki a € R, ¢e za vsako zaporedje skalarjev t,, v D\{a},
ki limitira proti a, zaporedje vektorjev r(t,) limitira proti L. Vektorska
funkcija ne more imeti ve¢ kot ene limite v dani tocki.

Trditev. Vektorska funkcija r(t) = (z1(t),...,x,(t)) ima
limito v tocki a natanko tedaj, ko imajo vse funkcije
x1(t),...,T,(t) limito v tocki a. Ce limita obstaja, jo
izracunamo po komponentah:

1%im r(t) = %im(wl(t), ceyxp(t)) = (lim x1(t),..., 1im Tn(t)).

Dokaz: Naslednje trditve so ekvivalentne:
(1) limr(t) = L, Kjer L= (Ly,..., Ly),
—a
(2) za vsako zaporedje t,, v D\ {a}, ki limitira proti a, zaporedje r(t,)
limitira proti L,
(3) za vsako zaporedje t, v D \ {a}, ki limitira proti a, in za vsak

j=1,...,n zaporedje z;(t,) limitira proti L;,
(4) za vsak j =1,...,n velja 7ym zj(t) = Lj.
—a

Ekvivalenca (1) < (2) sledi iz definicije limite vektorske funkcije, ekviva-
lenca (2) < (3) je del prejsnje trditve (o vektorskih zaporedjih), ekvivalenca
(3) & (4) pa sledi iz definicije limite skalarnih funkcij. O

S pomocjo ustreznih formul za limite vektorskih zaporedij lahko
dokazemo, za poljubno skalarno funkcijo a(t), poljubne vektorske funk-
cije r(t), ri(t) in ry(t) ter poljubno tocko a € R velja

Pm a(t)r(t) = Pm a(t) 1im r(t),

ym(rl(t) +15(t)) = 21eim ri(t) + 1im ro(t),

—a

lim(ry (), r2(t)) = (limry(¢), limry(2)),

t—a

¢e le vse limite na desni strani obstajajo. Ce je n = 3, pa velja tudi

1ltim(rl(t) X 1o(t)) = lim ri(t) x lim ro(t).
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Pravimo, da je vektorska funkcija r(t),t € D zvezna v tockia € D,
¢e za vsako zaporedje t,, v D, ki limitira proti a, zaporedje r(t,) limitira
proti r(a). Kot v skalarnem primeru dokazemo naslednjo trditev.

Trditev. Funkcija r(t), t € D, je zvezna v tocki a € D
natanko tedaj, ko velja 1l§im r(t) =r(a).

Zadnji dve trditvi imata naslednjo posledico.

Trditev. Vektorska funkcija r(t) = (x1(t),...,x,(t)), t €
D, je zvezna v tocki a € D natanko tedaj, ko so vse funkcije
x1(t),...,xn(t) zvezne v tocki a.

Vektorska funkcija je zvezna, Ce je zvezna v vsaki tocki svojega
definicijskega obmocja. Vsota, skalarni produkt in vektorski produkt
dveh zveznih funkcij so spet zvezne funkcije. Produkt zvezne skalarne
funkcije in zvezne vektorske funkcije je zvezna vektorska funkcija.

12.3. Odvajanje vektorskih funkcij
Odvod vektorske funkcije r(¢) v tocki ¢ je definiran z

/() = lim r(t+ h})L —r(t)

¢e limita obstaja. Ce je r(t) = (21(t),...,z,(t)), potem velja

r'(t) = (24(t),. .. 2, (1)),
saj lahko limito izracunamo po komponentah. Pravila za odvajanje so
podobna kot pri skalarnih funkcijah:

(er) = v+ cr,
(r; £ry) =r1] + 15,
(ri,ra2)" = (rf, ra) + (11, 13),
(r; xry) =r1] X1y 41 XI5
Oglejmo si sedaj geometrijski pomen odvoda. Na tiru vektorske
funkcije r(¢) oznacimo tocki r(ty) in r(ty + h). Parametricna enacba
sekante tira, ki gre skozi ti dve tocki je
r(to + h) —r(to)
h

Ko posljemo h proti 0, preide sekanta v tangento, njena enacba pa v

r = r(ty) + tr'(to).

r=r(ty) +1t
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Torej je odvod r'(tg), ¢e obstaja, vektor, ki kaze v smeri tangente na
tir z dotikaliséem v tocki r(tg).

Primer. Izracunajmo tangento na tir vektorske funkcije
r(t) = (cost,sint)

v tocki (X2, 1).

272
Najprej poiscemo tak to, pri katerem je r(ty) = (\/75, 3). Iz enach

costy = ‘/73 in sinty = % dobimo, da je tg = § + 2km. Odvod vektorske
funkcije r(t) je r'(t) = (—sint,cost). Ko vstavimo ¢t = ¢y, dobimo
r'(to) = (-1, \/75) Parametri¢na enacba tangente je

= (2L,

normalna enacba pa

Odtod dobimo implicitno enac¢bo ‘/75131 + %JJQ =1.

Oglejmo si Se fizikalni pomen odvoda. Predstavljamo si, da se delec
giblje po prostoru tako, da je njegova lega v trenutku ¢ enaka r(¢). Med
trenutkoma ¢ in t 4+ h pretece cas At = (t + h) —t = h, lega delca pa
se spremeni za vektor Ar = r(t + h) — r. Diferenénemu koli¢niku 2*
pravimo povprecna vektorska hitrost delca med trenutkoma ¢ in

t + h, njegovi limiti
/ .
v(t) =r'(t) = Ahm —

pa trenutna vektorska hitrost delca v trenutku ¢. Normi trenutne
vektorske hitrosti

u(t) = [[v(®)]]
recemo trenutna skalarna hitrost delca v trenutku ¢. Tradicija v

fiziki je, da se odvod po ¢asu namesto s ¢rtico oznaci z piko, npr. r(¢)
namesto r'(t).

12.4. Nacrtovanje ravninskih tirov

V tem razdelku si bomo ogledali, kako s pomo¢jo odvoda konstru-
iramo tir vektorske funkcije v R%. Recimo, da je vektorska funkcija
r(t) = (a(t), 5(t)) zvezno odvedljiva v okolici tocke ¢y in da je r'(ty) #
0. Potem je o/(ty) # 0 ali §'(to) # 0.
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Ce je o/ (ty) # 0, potem je funkcija 2 = a(t) strogo monotona v
okolici tocke ty, zato lahko izra¢unamo njeno inverzno funkcijo t =
a~1(z). Ko to vstavimo v definicijo funkcije r(t), dobimo

r(t) = (a(t), (1) = (a(a™ (), Bla™ (2))) = (=, fla(2))).

Torej se tir vektorske funkcije r(t) v okolici tocke ¢y ujema z grafom
skalarne funkcije y = B(a~!(x)) v okolici tocke zy = a(to). Obnasanje
grafa znamo dolociti s pomoc¢jo prvega in drugega odvoda, zato ju
naprej izracunamo. Iz 3(t) = y(«(t)) dobimo §'(t) = vy'(a(t))d/(t) in
B"(t) = y"(a(t)(/(t)* + ¢ (a(t))a” (t). 1z prve enacbe sledi
g'(t)
/ —
Yy (LU) - O{,(t> .
Drugo ena¢bo pomnozimo z «’(t) in upostevamo prvo ena¢bo. Dobimo
J' () = a/(t)B"(t) — B'(t)a"(t)
O/(t)g ’
Podobno postopamo tudi v primeru, ko je ('(tg) # 0. Tedaj je

funkcija y = ((t) strogo monotona v okolici ty, zato obstaja njena
inverzna funkcija t = 37 (y). Sledi

r(t) = (a(t), (1) = (a(B7' (1)), BB~ (1)) = ((B87 (), y)-
V tem primeru se tir r(¢) v okolici ¢y ujema z grafom funkcije z =
a(B7(y)) v okolici yo = B(to), (graf funkcije y = a(B7(x)) v okolici
x = [(ty) prezrcalimo preko y = z). Odvoda z/(y) in z”(y) dobimo
tako, da v formulah za y/(x) in y”(z) zamenjamo = z y in « z 3.

Primer. Konstruirajmo tir vektorske funkcije
3t 32
t) =(——,——= te R\{—1}.
tlt) = (o 1), ER\ {1}
Najprej izra¢unamo prvi in drugi odvod funkcije y(z):
B, tH(—2 +t3 0/6// _ﬁla” ) 1+t3 4
P I T (148

o 14237 o3 C3(—1+23)3

Resitvi enacbe y/(z) = 0 stat = 0in ¢ = /2. V prvem primeru je
y"(z) = 2 in (z,y) = (0,0), v drugem pa y"(z) = —2 in (z,y) =
(v/2, v/4). Torej je (0,0) lokalni minimum, (v/2,+/4) pa lokalni maksi-
mum funkcije y(z). Tangenta v prvi tocki je y = 0, v drugi pa y = /4.
Izrac¢unajmo Se prvi in drugi odvod funkcije x(y):
—1+2¢ 2(1 +¢°)*

' (y) = t(—2+ ) a"(y) = 3t3(—2 1 13)3°



226 12. KRIVULJE V R"

Resitvi enacbe 2/(y) = 0 stat = co in t = % V prvem primeru
je y'(x) = % in (z,y) = (0,0), v drugem pa y"(z) = =2 in (z,y) =
(V/4,+/2). Torej je (0,0) lokalni minimum, (v/4, v/2) pa lokalni maksi-
mum funkcije x(y). Tangenta v prvi tocki je z = 0, v drugi pa = = /4.

Doloc¢imo Se asimptoto tira. Ko gre ¢t proti —1, se tocka (z(t), y(t))
neskonéno oddalji od izhodisca. Torej je asimptota oblike y = kx + n,

kjer je

t——1 Z‘( t——1
n
' . 3t+ 3 3t
n= tlilfll (y(t) - kx(t)) - tLHPl 14+ tlirill 1—t+12

Krajsi racun pokaze, da krivulja ne seka asimptote. Sedaj lahko skici-
ramo tir:

12.5. Dolzina tira

Radi bi definirali dolzino tira vektorske funkcije r(t), a <t < b, v
R™. Priblizek za dolzino tira dobimo tako, da vzamemo delitev p : a =
to <ty < ... <ty = bintervala [a,b] in izra¢unamo dolzino lomljene
¢rte, ki povezuje tocke r(tg),r(t1),...,r(t,). Ta priblizek je enak
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Ko jemljemo cedalje finejse delitve, se bo ta priblizek ¢edalje bolj uje-
mal z dolzino tira. Zato dolzino tira definiramo kot

[ =supl(p),
p

kjer je supremum vzet po vseh delitvah intervala [a,b]. Seveda ni nuj-
no, da bi bil ta supremum koncen. Ta definicija je geometrijsko zelo
nazorna, ni pa primerna za konkretno racunanje. Zato potrebujemo
naslednji izrek.

Izrek. Dolzina tira zvezno odvedljive vektorske funkcije
r(t), kjer je a <t < b, je vedno kon¢na. Enaka je vrednosti

integrala
b
[ @it

Dokaz: Zaradi ve¢je razumljivoti se omejimo na primer n = 2, éeprav je
dokaz za splosen n skoraj enak. Recimo, da je r(t) = («(t),3(t)) za vsak
t € [a,b]. Ozna¢imo

b b
~ [ W= [ Var T

Vzemimo poljuben ¢ > 0. Po definiciji dolo¢enega integrala obstaja tak
91 > 0, da za vsako delitev p:a =1ty < t; < ... <ty = b intervala [a,b] s
premerom pod 47 in za vsako izbiro tock 7; € [t;—1, ;] velja

|Z Vol (m)? + B2t~ tim) = 1] < 5.

Ker sta funkciji v in 3 zvezno odvedljivi in definirani na zaprtem intervalu,
sta njuna odvoda o' in 3 enakomerno zvezni funkciji. Torej obstaja tak
d2 > 0, da za poljubna u,v € [a,b], ki zadoscata |u — v| < dy velja |o/(u) —
o (v)] < ﬁ(z_a). Podobno obstaja tak d3 > 0, da za poljubna w,v € [a,b],
ki zadoscata |u — v| < d3 velja |B'(u) — 3'(v)] < m. Definirajmo ¢ =
min{dy, d2, I3 }.

Za vsako delitev p : a = tg < t; < ... < t,, = b intervala [a,b] s
premerom pod ¢ in za vsako izbiro tock 7; € [t;—1,t;] veljata oceni

zw P8R = i) < 5,

IZW P32t~ ti) — 1 < 5.
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Druga ocena sledi iz definicije é1, prvo pa dokazemo takole: po Lagrangeovem
izreku za vsak i obstajata taka &,n; € [t;—1,t;], da velja a(t;) — ati—1) =
o/ (&)t — tim1) in B(t:) — B(tim1) = B'(n:)(ti — tim1), zato je

= _lr(ts) = r(tial = Y V(alts) — altiz1))? + (B(t:) — B(ti—1))? =
i=1 i=1

Z )%+ B (m:)* (ti — tie1)-
Odtod sledi -

1(p) =YV (7)? + B (7)2(t: — ti1)| =
=1

<D W (@) + 8/ (m)? — Vo (t)2 + 512 (8 — tim1) <

=1
< 3 VW) — )+ (50w — TR — ti1) <

i=1
@ € 2 € 2 €
< —— ) t|—=——) ti—tic1) =7,
; <ﬂ<b—a>> <¢§(b—a)> ( V=5
kjer smo pri predzadnjem koraku uporabili oceno ||r|| — ||y||| < [|Ir — y]|

zr = (&(&),6(n:) iny = (¢/(t:), 8 (t:), pri zadnjem koraku pa smo
uporabili definicijo ds in d3.
Iz gornjih dveh ocen sledi, da za vsako delitev p s premerom pod ¢ velja
l(p) —I| <e.

Radi bi dokazali, da je I —e < sup,l(p) < I + €. Za vsako delitev p velja
l(p) < 1I+e sajjel(p) <IU(p) < I+ € za poljubno delitev o, ki vsebuje
delitev p in ima premer pod 4. Torej je res sup, l(p) < I+e€. Po drugi strani
je I —e<I(p') <sup,l(p). Ker je e lahko poljubno majhen, velja

supl(p) =1
p

torej je dolzina tira res enaka I. O

Primer. Izracunajmo dolzino krivulje x =t —sint, y = 1 — cost, kjer
je 0 <t <o

Ker je (/)2 + (v/)> = (1 — cost)? + (sint)? = 1 — 2cost + (cost)? +
(sint)? =2 — 2cost = 4 (sin %)2, je dolZina enaka

1= [ VPP

t=2m

2 t t
:/ 2sin —dt = —4cos = =4—(—-4)=8.
; 2 2

t=0
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12.6. Ploscina znotraj sklenjenega tira

Recimo, da je r(t) = (af(t),5(t)), a < t < b, zvezna vektorska
funkcija v R? s sklenjenim tirom, se pravi r(a) = r(b). Najprej si bomo
ogledali, kako definiramo ploscino lika, ki jo tak tir omejuje, nato pa
bomo povedali Se, kako jo izracunamo.

Priblizek za plos¢ino dobimo tako, da vzamemo delitev p : a = 15 <
ty < ... <ty = b, oznacimo Ty = r(tx) (k= 0,1,...,m) in sestejemo
predznacene ploscine trikotnikov AOT),_1 Ty, kjer je O izhodisce. Ce se
izhodis¢e nahaja znotraj tira, lahko vzamemo kar navadne ploséine (glej
levo sliko), sicer pa moramo z ustrezno izbiro predznakov poskrbeti, da
se nekatere ploscine odstejejo (glej desno sliko).

o

Kaj je predznacena ploscina trikotnika? Ko se gibljemo po robu
trikotnika AABC' v nasprotni smeri urinega kazalca, se nam lahko
zgodi dvoje: za tocko A pride tocka B ali pa tocka C. V prvem
primeru je predznacena ploscina isto kot navadna ploscina, v drugem
primeru pa moramo navadno plos¢ino vzeti z negativnim predznakom.
Predznacena ploscina trikotnika AOT),_1T}. je enaka

1

5(04(7%—1)5(%) — a(ty) B(tk-1))-

Navadna plos¢ina je namre¢ enaka polovici od ploscine paralelograma,
ki ga razpenjata vektorja r(t;_1) in r(¢x), ta pa je enaka

[l (te—1) [ le () | sin ¢ =
= [[(elte-1), B(tx—1), O[[l[(ex(te), B(tx), 0)]| sin ¢ =
= [[(a(tr-1), B(te-1),0) x (alty), B(t), 0)[| =
= [[(e(tre—1)B(tk) — alte) B(ts-1,0,0)|| =
= la(tr-1)B(tr) — o(te) B(te—1)|

Premislek o predznaku ploscine prepustimo bralcu.
Priblizek za celotno ploscino je potem enak

p(6) = 3 D_(@lts1)3(tx) — alte) Bt 1))

k=1
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Ploséino lika lahko definiramo kot lim, p(p).
Cilj tega razdelka je skicirati dokaz naslednjega izreka.

Izrek. Recimo, da je r(t) = (a(t),B8(t)), a < t < b,
zvezno odvedljiva vektorska funkcija v R2? s sklenjenim
tirom. Potem je plosc¢ina ravninskega lika, ki ga ta tir ome-
juje, enaka

1 i ’ /
3 | @8 - a()8) d.

Dokaz: Po Lagrangeovem izreku za poljubno delitev p intervala [a,b]
velja

p(p) = 3 31 (alte—1)B(tk) — a(te)B(tr-1)) =
= 3 Y hor(altr-1)(B(tr) — B(te-1)) — () — a(te—1))B(te—1)) =
= 33 (a(te—1)B' () — &/ (&) B(tr—1))-

Oznac¢imo [ = %fab(oz(t)ﬁ’(t) —a/(t)f'(t)) dt. Vzemimo € > 0 in konstrui-
rajmo ¢ tako kot v dokazu formule za dolzino krivulje. Potem za poljubno
delitev p s premerom pod § velja

Ip(p) —I| < |p(p) — %Zgzk(@(tkq)ﬁ/(tkq) — o/ (tp—1)B(tk—1))|+

Hg Zip(ate-1)B (te-1) — &/ (te-1)B(tk—1)) — 1| < §+ § = €.
Odtod sledi, da je plos¢ina lika res enaka 1. O

Primer. Izracunajmo ploséino elipse x = Acost, y = Bsint, kjer
0 <t < 2w Velja

27 1 27
p= 5/ (xy'—2'y)dt = 5 / (Acost Bcost—(—Asint) Bsint) dt =
0 0

1 /2 1
= —/ ABdt = -(2nAB) = 7AB.
2/ 2

12.7. Krivulje v polarnih koordinatah

Tocka v ravnini (x,y) je natancno doloc¢en z dvema podatkoma
e oddaljenostjo r od izhodisca (0, 0),
e kotom ¢ med vektorjema (z,y) in (1,0).
Kot ¢ merimo tako, da se gibljemo od vektorja (1,0) do vektorja (z,y)

v nasprotni smeri urinega kazalca. Paru (r, ¢) recemo polarni koor-
dinati tocke (z,y).
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Ce poznamo 7 in ¢, potem z in y dolo¢imo s formulama
r=rcos¢ in y = rsineo.
Ce poznamo z in y, potem r in ¢ dolo¢imo s formulama
r= \/T—l—y? in qbzarctg%
Formula za ¢ je pravilna samo v primeru, ko je (z,y) v prvem
kvadrantu, sicer ji je treba pristeti ustrezen veckratnik .

Primer. Tocka (—1, —/3) ima polarni koordinati

SNV

(—V3)
(=1)

Krivuljo podamo v polarnih koordinatah z enac¢ho oblike

r=[f(¢), a<¢<p

Skiciramo jo tako, da izberemo nekaj kotov ¢;,7 = 1, ..., k. Za vsak kot
¢; narisemo poltrak ¢ = ¢; in izenac¢imo na njem tocko v oddaljenosti
f(#;) od izhodisca. Nato te tocke povezemo.

7
:W+arctg\/§:w+%:%.

¢ =7+ arctg

Primer. Narisimo krivuljo, ki ima v polarnih koordinatah enacbo
r=f(¢)=1—cos¢, 0<¢<2r.
Najprej funkcijo tabeliramo pri nekaterih kotih:

s s s s 27
¢ 0 3 1 5 3 3 4 s T
V3 2 1 3 V2 V3

~ 0 0.13 029 05 1 15 1.71 1.87 2

Ker je f(—¢) = f(¢), je krivulja simetricna glede na abscisno os.
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2

-2

Krivulja, ki je v polarnih koordinatah podana z ena¢bho

r:f(gb), aéqbgﬂ,

je tir vektorske funkcije

r(¢) = (f(¢)cos @, f(P)sing), a<t<p.

To obliko uporabimo takrat, kadar zelimo izracunati njeno tangento,
dolzino ali plos¢éino. Tangenta v tocki ¢ = ¢g, r = f(¢o) ima v
kartezicnih koordinatah parametricno enacbo

x = f(¢o) cos gg + t(f'(¢o) cos po — f(o) sin ¢p),
y = f(¢o)sindo + t(f'(¢o) sin g — f (o) cos ¢p).

Ker je
((f(@)cos9))? + ((f(¢)sing)) = f()* + ['(9)%,

je dolzina krivulje enaka

B
1= [ VIO R do
Ker je
(F(6) cos O)(f(6) sin ) — (F(6) cos ) (F(9) sin @) = ()",

je ploscina, ki jo omejuje krivulja, enaka

1 (7.
=3 [ fra
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12.8. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Risanje vektorskih funkcij)
(a) Kaj je vektorska funkcija?
(b) Kaj je tir in kaj je graf vektorske funkcije?
(c) Kako iz grafa dobimo tir in kako definicijsko obmocje?
(2) (Limita in odvod vektorske funkcije)
(a) Kako izrac¢unamo limito vektorske funkcije? Kdaj je vek-
torska funkcija zvezna?
(b) Kako izra¢unamo odvod vektorske funkcije? Kaj je njegov
geometrijski pomen?
(c¢) Kako izracunamo enacbo tangente na tir v dani tocki?
(3) (Fizikalni pomen vektorskih funkcij)
(a) Kako gibanju delca priredimo ustrezno vektorsko funkcijo?
(b) Kako izra¢unamo trenutno hitrost in smer delca s pomocjo
vektorske funkcije?
(¢) Doloci dolzino poti, ki jo prepotuje delec med trenutkoma
t() in tl'
(4) (Parametri¢no podane krivulje)
(a) Kako podamo ravninsko krivuljo v parametriéni obliki?
Kako ugotovimo, ali je sklenjena?
(b) Izpelji formulo za dolzino parametriéno podane krivulje!
(c) Izpelji formulo za ploscino lika, ki ga oklepa sklenjena
parametricno podana krivulja!
(5) (Polarni zapis)
(a) Kako podamo ravninsko krivuljo v polarnem zapisu? Kako
ugotovimo, ali je sklenjena?
(b) Kako polarni zapis pretvorimo v kartezi¢nega in obratno?
(c) Izpelji formulo za dolzino krivulje v polarnem zapisul!
(d) Izpelji formulo za ploséino, ki jo obdaja sklenjena krivulja
v polarnem zapisu!
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Funkcije dveh in ve¢ spremenljivk

13.1. Risanje funkcij ve¢ spremenljivk

Naj bo m neko naravno stevilo (najpogosteje m =2 ali m = 3). V
tem poglavju nas bodo zanimale funkcije iz R™ v R; pravimo jim tudi
funkcije m spremenljivk. Funkcija f: R™ — R je podana z dvema
podatkoma:

e 7 definicijskim obmoc¢jem, se pravi podmnozico D C R™, in
e s predpisom, ki vsakemu vektorjux = (z1,...,2,,) € D priredi
natanko dolocen element f(x) = f(x1,...,2,) € R.
Definicijsko obmocje funkcije f ozna¢imo z D(f). Kadar imamo podan
samo predpis, potem se dogovorimo, da za D(f) vzamemo mnozico
vseh tock, v katerih je predpis smiselno definiran. Tej mnozici pra-
vimo maksimalno definicijsko obmocje predpisa in jo ozna¢imo z

Dmax (f)

Primer. Vzemimo predpis

flo,y) = V1—a? =y

Maksimalno definicijsko obmocje tega predpisa je mnozica

Duax (f) = {(z,y): 2® +y* <1}
Seveda to ni edino mozno definicijsko obmocje za dani predpis, je pa
najvecje.
Funkcijo m spremenljivk lahko graficno predstavimo na dva nacina:

z grafom ali z nivojskim diagramom.
Graf funkcije f: R™ — R je mnozica tock

() ={(z1,.. s xm, f(x1,. .., zm)): (21,...,2m) € D(f)}.

v R™*! NariSemo ga lahko samo v primeru, ko je m < 2. S primerom
m = 1 smo se ze ukvarjali, zato si oglejmo primer m = 2.

Prva ideja je, da bi izbrali nekaj tock (z;,y;) € D(f), i =1,2,...
izracunali z; = f(x;,y;) in povezali s ploskvijo tocke (z;,v;,2;). Ta
metoda zal deluje samo, ¢e izberemo zelo veliko Stevilo tock. Druga
ideja je, da izberemo nekaj stevil a;, ¢« = 1,2,...,in b;, 7 = 1,2,...

235
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(obicajno tako, da so razmiki med njimi konstantni), ter narisemo pre-
seke grafa funkcije z = f(x,y) z ravninami x = a; in y = b;. Ti preseki
so grafi funkcij ene spremenljivke z = f(a;,y) in z = f(z,b;), ki pa jih
znamo narisati. Na koncu dobljene krivulje povezemo s ploskvijo. Ta
metoda se izkaze za zelo ucinkovito.

Primer. Narisimo graf funkcije

f(ry) = V1—a?—y?

tako, da ga presekamo z ravninami z = i/4, i = —4,...,4 in y = i/4,
1 = —4,...,4. Nalevi so narisane presec¢ne krivulje, na desni pa njihove
projekcije na zy ravnino. Pikcasta krivulja oznacuje rob deficijskega
obmocja.

13.2. Parcialni odvodi

Pri nacrtovanju grafov funkcij x — f(x,y),y = konstanta, in y —
f(z,y), z = konstanta, si pomagamo z njihovimi odvodi. Odvod funkcije
x +— f(z,y),y = konstanta, je funkcija

0 BT f(x+h,y)—f(3:,y)
Bz DY) = h ’

Pravimo ji parcialni odvod funkcije f(x,y) po spremenljivki z.
Odvod funkcije y — f(x,y),z = konstanta, pa je funkcija

af o f(x,y—l—h)—f(x,y)
L

Pravimo ji parcialni odvod funkcije f(x,y) po spremenljivki y.

Primer. Izracunajmo parcialna odvoda funkcije

flz,y) = z? 4 2xy.
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Ce smatramo y za konstanto in odvajamo f po z, dobimo

of B
%(:L',y) =2z + 2y.

Ce pa smatramo z za konstanto in odvajamo f po y, dobimo

g—ch(a:, y) = 2z.

Parcialni odvodi so v veliko pomo¢ pri dolo¢anju lokalnih ekstremov.
Pravimo, da funkcija f(z,y) zavzame lokalni maksimum v tocki
(x0,0), Ce obstaja tak € > 0, da je f(z,y) < f(zo,yo) za vsako tocko
(x,y) € D(f), ki je od (xo,0) oddaljena za manj kot e. Za lokalni
minimum je definicija podobna.

Ce funkcija (z,y) — f(x,y) zavzame lokalni ekstrem v tocki (2o, yo),
potem tudi funkcija x — f(z,y0) zavzame lokalni ekstrem v tocki xg
in funkcija y — f(x,y) zavzame lokalni ekstrem v tocki yo. Sedaj
uporabimo potrebni pogoj za lokalni ekstrem funkcij ene spremenljivke.

Odtod sledi, da je

0 .0
a_i(x(]?yo) =0 in 8—5(530,3/0) =0.

Pri tem smo seveda predpostavili, da oba parcialna odvoda obstajata
ter da je funkcija x +— f(z,yo) definirana v okolici tocke ¢, funkcija
y — f(zo,y) pa v okolici tocke yo. Kandidati za lokalni ekstrem
funkcije f(x,y) so torej tiste tocke iz D(f), ki bodisi resijo sistem
enach % =0, g—i = 0, bodisi v njih ni izpolnjena ena od tehni¢nih
predpostavk.

Primer. Pois¢imo kandidate za lokalne ekstreme funkcije
f(z,y) = 22* + 3wy + 4y* + 5z + 6y + 7.

Najprej izracunamo parcialna odvoda funkcije f:

0 0
—f:4x+3y+5, —f:3x+8y+6.
ox dy
Nato resimo sistem enacb
0 0
oF _y, 91y,
ox dy
Dobimo
22 9
YT Ty YT oy

Ker je funkcija f povsod definirana in povsod parcialno odvedljiva, je
to edini kandidat za lokalni ekstrem funkcije f.
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Pojem parcialnega odvoda lahko posplosimo tudi na funkcije vec
kot dveh spremenljivk. Parcialni odvod funkcije f(xy,...,x,) po
spremenljivki z; je funkcija, ki je definirana s predpisom
0 N h,..., m) — gy Liyen.y Ty

f(,Tl,...,JZm):hmf(xl zi + xz ) f(xl x T )
8@» h—0 h
Njeno definicijsko obmocéje sestavljajo vse tiste tocke iz D(f), pri ka-

terih limita na desni obstaja in je enoli¢cna. Bralec bo opazil, da je
limita na desni enaka odvodu funkcije ene spremenljivke

i [T, Ty ).

Parcialni odvod po spremenljivki x; torej izracunamo tako, da funkcijo
f odvajamo po spremenljivki x;, pri cemer smatramo ostale spremen-
ljivke za konstante. Pravimo, da je funkcija f parcialno odvedljiva
v tocki (ay,...,an), Ce so tako funkcija f kot tudi vsi njeni parcialni
odvodi definirani v tej tocki.

Brez tezav posplosimo tudi potrebni pogoj za lokalni ekstrem.

13.3. Zveznost in limita

Funkcija f: R™ — R je zvezna v tocki a € D(f), ¢e za vsako
zaporedje x,, € D(f), ki limitira proti a, zaporedje f(x,) limitira proti
f(a). Pravimo, da je funkcija f zvezna, ¢e je zvezna v vsaki tocki iz
D(f).

Primer. Najpreprostejsi primeri zveznih funkcij so projekcije
pry(z1, ..., xy) =x; D(pr;) = R™.

Ce namre¢ zaporedje vektorjev limitira proti vektorju a, potem za-
poredje njihovih i-tih komponent limitira proti i-ti komponenti vek-
torja a.

Kot pri funkcijah ene spremenljivke definiramo vsoto, razliko, pro-
dukt in koli¢nik dveh funkcij in dokazemo, da se zveznost pri teh opera-
cijah ohranja. Kaj pa deljenje z ni¢? To vpliva na definicijsko obmocje
koli¢nika, ne pa na njegovo zveznost.

Primer. Polinomi in racionalne funkcije v m spremenljivkah so zvezne
funkcije. Te funkcije namre¢ dobimo iz projekcij s pomocjo sesStevanja,
odstevanja, mnozenja in deljenja.

Ce je f funkcija m spremenljivk in ¢ funkcija ene spremenljivke,
potem je g o f funkcija m spremenljivk, katere predpis je (go f)(x) =
g(f(x)), definicijsko obmocje pa D(go f) = {x € D(f): f(x) € D(g)}.
Ce sta f in ¢ zvezni, potem je tudi g o f zvezna.
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Primer. Funkcija

f(z,y) =sin(zy®), D(f) =R,
je zvezna, saj je kompozitum polinomske funkcije dveh spremenljivk in
zvezne funkcije ene spremenljivke.

Podobno kot smo definirali elementarne funkcije ene spremenljivke,
bi lahko definirali tudi elementarne funkcije ve¢ spremenljivk. Podobno
bi tudi dokazali, da so take funkcije zvezne.

S pomocjo zveznih funkcij lahko definiramo pojem limite. Pravimo,
da je limita funkcije f(x) v tocki a enaka L, e je funkcija

f(x):{ fx), x#a,

L, x=a,
zvezna v tocki a. V tem primeru pisemo

liin f(x) = L.

To je ekvivalentno zahtevi, da za vsako zaporedje a, v D(f) \ {a},
ki limitira proti a zaporedje f(a,) limitira proti L. Z limitami lahko
racunamo tako kot pri funkcijah ene spremenljivke.

Oglejmo si sedaj, kaksna je zveza med parcialno odvedljivostjo in
zveznostjo. Pricakovali bi, da, tako kot pri funkcijah ene spremenljivke,
iz parcialne odvedljivosti sledi zveznost. Naslednji primer pokaze, da
pri funkcijah dveh ali ve¢ spremenljivk to ni nujno res.

Primer. Funkcija

_ ;,;Z%Tyy?v (z,y) # (0,0),
f<$7y) B { 0, (x7y) = <070>>

ni zvezna v tocki (0,0). Zaporedje (1,1) namre¢ limitira proti (0,0),
1

zaporedje f(%,% = 1 pa ne limitira proti f(0,0) = 0. Ker velja
f(xz,0)=01in f(0,y) = 0 za vsak x,y € R, je

of . Of

—(0,0)=0 —(0,0)=0

00=0 i o=
torej je funkcija f(z,y) parcialno odvedljiva v tocki (0,0). (Za vajo
dokazi, da je funkcija f(x,y) v vseh ostalih tockah tako zvezna kot
parcialno odvedljiva.)

Seveda pa iz parcialne odvedljivosti funkcije f(x1,...,2,,) v tocki
(a1,...,ay) sledi, da je za vsak i = 1,..., m funkcija ene spremenljivke
€T — f(CLl? ey A1, Ly Ay 1y - - - ,(lm)

zvezna v tocki x; = a; (saj so celo odvedljive). Skratka, iz parcialne
odvedljivosti sledi “parcialna zveznost”.
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13.4. Globalni ekstremi

Pravimo, da funkcija f zavzame globalni maksimum v tocki x, €
D(f), ¢e za vsako tocko x € D(f) velja f(x) < f(x0). Podobno
definiramo, kdaj funkcija f zavzame globalni minimum v tocki x,.

Primer. Iz grafa je razvidno, da funkcija

flay)=V1—a2—y2 D(f)={(z,y): «>+y*> <1},

zavzame globalni maksimum v toc¢ki (0,0), in da zavzame globalni mi-
nimum v vsaki tocki na enotski kroznici {(zo,vo): 73 + y5 = 1}.

Naj bo K(a,€) mnozica vseh tock, ki so od a oddaljene za man]
kot €. Pravimo, da je tocka a € R™ robna tocka mnozice D C R™,
¢e za vsak € > 0 mnozica K(a,€) seka tako D kot R™\ D. Mnozica D
je zaprta, ¢e vsebuje vse svoje robne tocke. Ce obstaja tak R, da je
D C K(0, R), je mnozica D omejena.

Primer. Mnozica Dy = {(z,y): z* +y* < 1} je zaprta in omejena,
Mnozica Dy = {(x,y): xy > 0} je zaprta, ni pa omejena. Mnozica
D3 = {(z,y): |z] < 1,]y| < 1} je omejena, ni pa zaprta. Mnozica
Dy ={(x,y): y > x*} ni niti zaprta niti omejena.

Izrek o obstoju globalnih ekstremov. Vsaka zvezna funkcija
vec spremenljivk, katere definicijsko obmocje je zaprta in
omejena mnozica:

(1) je omejena,

(2) v vsaj eni tocki zavzame globalni minimum in

(3) v vsaj eni tocki zavzame globalni maksimum.

Dokaz je skoraj enak kot pri funkcijah ene spremenljivke defini-
ranih na zaprtih intervalih. Edina razlika je, da uporabimo posplositev
Heine-Borelovega izreka na funkcije ve¢ spremenljivk: vsako za-
poredje, ki je vsebovano v zaprti in omejeni mnozici D, ima
podzaporedje, katerega limita je vsebovana v D.

Globalne ekstreme funkcije f poiscemo tako, da najprej dolo¢imo
vse kandidate za lokalni ekstrem in nato poiS¢emo tistega, v katerem
funkcija zavzame najvecjo oziroma najmanjso vrednost. Kandidati za
lokalni ekstrem se delijo v tri skupine:

e vse robne tocke tocke mnozice D(f),

e tiste tocke mnozice D(f), ki niso robne in ki resijo sistem enach
of —.... 9L

ox1 ) O
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e tiste tocke mnozice D(f), ki niso robne in v katerih ne obstaja

vsaj eden od parcialnih odvodov 88_51’ cee %.

Obicajno je v prvem razredu neskoncno tock, v drugem koncno, v tret-
jem pa ni¢. Oglejmo si dva primera.

Primer. Pois¢imo globalne ekstreme funkcije
f(ﬂf,y):iL'Q—yQ, $2+y2§1

Ker je D(f) = {(x,y): > + y* < 1} zaprta in omejena mnozica,
vemo, da je funkcija f omejena in zavzame tako globalni minimum
kot globalni maksimum. V prvem razredu kandidatov so vse robne
tocke mnozice D(f), se pravi vse tocke na enotski kroznici 2 4 y? = 1.
V drugem razredu kandidatov so resitve sistema % =2z = 0, g—f; =
—2y = 0, se pravi tocka (0,0). Tretji razred kandidatov je prazen.
Ekstreme funkcije f(z,y) na kroznici 22 + y*> = 1 poiscemo tako,
da kroznico najprej parametriziramo z x = cost, y = sint in nato

poiscemo ekstreme funkcije ene spremenljivke
f(cost,sint) = (cost)? — (sint)? = cos(2t).
Lokalni ekstremi te funkcije so tocke t = %”, ki jim na enotski kroznici
ustrezajo tocke
km km

{(cos = ,sin 7)1 k € Z} = {(1,0), (0, 1), (~1,0), (0, =1)}.

Ker je
f(170) :f(—l,()) =1, f(Oal):f(Ov_l) =—1, f(070>:07

zavzame f(x,y) globalni maksimum v tockah (£1,0), globalni mini-
mum pa v tockah (0, £1).

Primer. Pois¢imo globalne ekstreme funkcije
flay) =242y, [z <1yl <1

Definicijsko obmocje te funkcije je kvadrat omejen s premicami x = +1
in y = £1. V prvem razredu kandidatov so vse robne tocke tega
kvadrata, drugi in tretji razred kandidatov pa sta prazna.

Na stranicah kvadrata funkcija f(x,y) zavzame vrednosti f(+1,y) =
+1+4+2y, =1 <y <1 oziroma f(z,+1) =x+1, =1 <x < 1. Vse te
stiri funkcije zavzamejo ekstrem na robu intervala [—1,1]. Ker je

f(l’l) =3, f(_171):17 f(17_1>:_17 f(—l,—l):—?),

zavzame f(x,y) globalni maksimum v tocki (1, 1), globalni minimum
pa v tocki (—1,1).
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13.5. Tangentna ravnina in gladkost

Kot primer uporabe parcialnih odvodov si oglejmo, kako izracunamo
tangentno ravnino na graf funkcije f(z,y) z dotikaliséem v tocki ro =
(20, Yo, f(x0,y0)). Priizpeljavi moramo predpostaviti, da obstajata oba
parcialna odvoda funkcije f v tocki (zo,yo).

Presek grafa funkcije f(x,y) z ravnino = = zy je krivulja ¢t —
(zo,t, f(xo,1)). Ce vse komponente odvajamo po ¢ in vstavimo ¢ = ¥,
dobimo tangentni vektor te krivulje v tocki r:

0
b1 = (07 17 a_.;;(an yO))

Podobno je presek grafa funkcije f(z,y) z ravnino y = g, krivulja
t — (t,y0, f(t,70)). Njen tangentni vektor v tocki ry je

0
p2 = (1,0, 8—£($0,y0))-

Tangentna ravnina je doloc¢ena s tocko ry in normalo
of of
= = (= - —1).
n = p1 X P2 (6:1:(%’%)’ By (0, ¥0), —1)
Normalna enacbha tangentne ravnine je torej
0 0
8—£($0, Yo)(x — o) + 8—5(%7%)(9 — o) — (2 — f(20,%0)) =0,

odkoder izra¢unamo

of

z = f(x0,%0) + %(flfo,yo)(l" —x9) + g—g(%,yo)(y — Yo)-

Primer. Pois¢imo enacbo tangentne ravnine na graf funkcije

floy) =1 —-a?—y?

z dotikalis¢em v tocki z¢ = }1, Yo = % Parcialna odvoda sta
8f( ) x . 8f( ) Y
—(r,y) =——F——= In —(1,Y) = ——F———.
oz Y 1—a2—y? dy Y V1—a22—y?

Odtod sledi, da je enacha tangentne ravnine

z = f(x0,%0) + %(330,?/0)(93 —x9) + g—g(xo,yo)(y — %) =
_@_L(_l)_i(_l)_H—_%
Ty TR A R
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Za boljso predstavo si narisimo graf funkcije f(z,y). Odebeljeni krivulji

Od tangentne ravnine seveda pricakujemo, da se dobro prilega grafu
funkcije v okolici dotikaliséa. Zal to ni vedno res, kadar pa je, pravimo,
da je funkcija gladka.

Povejmo to natan¢neje. Funkcija f(z,y) je gladka v tocki (zg, yo),
¢e je v tej tocki parcialno odvedljiva in ¢e velja

lim F(,9)— F (w0,90) — 5L (20,y0) (z—20) — 5L (20, y0) (y—10)

=0.
(z,y)—(x0,y0) v/ (z—20)2+(y—y0)?

Stevec tega ulomka je ravno razdalja med tocko na grafu, ki lezi nad
(x,y) in tocko na tagentni ravnini, ki lezi nad (z,y). Imenovalec tega
ulomka pa je razdalja med tocko (x,y) in tocko (z,yo). Pogoj pove, da
se tocki nad (z,y) hitreje priblizujeta ena drugi, kot pa se tocka (z,y)
priblizuje (o, Yo)-

Primer. Oglejmo si funkcijo

[ iy, (wy) #(0,0),
fs(“""’y)‘{ 07 ey = (0.0)

kjer je s realno stevilo. Vabimo bralca, da pokaze, da je ta funkcija
gladka, ce s < %, in zvezna, ¢e s < 1. (Dokaz sledi v nadaljevanju.)

Narisimo grafe funkcij fs v primerih s = 1 (leva slika), s = 2/3
(srednja slika) in s = 0 (desna slika). V vseh treh primerih je tangentna
ravnina z dotikaliséem v (0,0, 0) ravno xy ravnina.



244 13. FUNKCLJE DVEH IN VEC SPREMENLJIVK

\
AR
.":::':;*’ N “ \ X :.:.'6)‘\ \‘\ N

2%z \ 2 o
% X\ 2% 2
KR X Z
BRI SN
e SICS
NS
K

N
SN
22X

2 2 a4
X RIS

Z AT

&
R
\

V primeru s = 1 funkcija f, ni niti zvezna niti gladka v tocki (0, 0),
zato graf sploh ni blizu tangentne ravnine v okolici (0,0). V primeru
s = 2/3 je funkcija fs zvezna v tocki (0,0), ni pa v tej tocki gladka.
Graf je zato blizu tangentne ravnine, vendar z njo oklepa neniceln kot.
V primeru s = 0 je funkcija fs zvezna in “gladka” v tocki (0,0), zato
graf in tangentna ravnina oklepata kot 0.

Dokaz: Pokazimo, da je v primeru s < % funkcija fs gladka v tocki (0, 0).

Ker je 7o = yo = 0 in fy(z0,50) = % (20, 0) = %fys (w0,%0) = 0, moramo

preveriti, da velja

fs(may)

lim ——=— =0.
(2,y)—(0,0) \/x2 + 12

S prehodom na polarne koordinate x = r cos ¢, y = rsin ¢ dobimo

flay) 2wy wPsindeosd g
Vat+y? (22 4+ y2)°T2 r2stl
kar je po absolutni vrednost manjse od 71725, Ce je s < %, potem gre =2
3 3 3 1 f(x’y) 3
proti 0, ko gre (z,y) proti (0,0). Odtod sledi, da gre tudi ity proti 0,
ko gre (z,y) proti (0,0). Podobno se dokaze, da je v primeru s < 1 funkcija
fs(z,y) zvezna v tocki (0,0). O

Zvezo med gladkostjo, parcialno odvedljivostjo in zveznostjo opisuje
diagram na naslednji strani. Tri od implikacij Ze poznamo. Novi
sta le zgornja implikacija in desna od srednjih dveh. Njun dokaz
sicer ni zapleten, a ga vseeno izpustimo. Gornja implikacija je zelo
uporabna, saj je zveznost parcialnih odvodov bistveno lazje preveriti,
kot pa izracunati limito, ki nastopa v definiciji gladkosti. S primeri se
da pokazati, da se nobene od implikacij ne da obrniti.
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Funkciji gﬁ in % sta definirani in
x Y
zvezni v okolici tocke (g, yo)-

U
Funkcija f je gladka v tocki
(20, Yo)-
Y Y
Funkcija f je parcialno Funkcija f je zvezna v tocki
odvedljiva v tocki (zo,yo)- (0, Yo)-
Y Y

Funkcija f je “parcialno zvezna”
v tocki (zg,Yo)-

Pojem tangentne hiperravnine in gladkosti lahko vpeljemo tudi za
funkcije ve¢ kot dveh spremenljivk. Tangentna hiperravnina funkcije

flxy, ... xy) v tocki a = (ay,...,a,) je
z= f(a)+ ; o, (a)(x; — a;).
Pravimo, da je funkcija f(x1,...,z,,) gladka v tocki a, ¢e velja
)~ fla) - S, g (@) (i — )
lim =
o x—al

Gornji diagram velja tudi v tem primeru.

13.6. Posredno in implicitno odvajanje

Kompozitum funkeij ¢ — ((x(t),y(t)) in (z,y) — f(x,y) je funkcija
t — f(xz(t),y(t)). Za nima nas, kako odvod kompozituma izrazimo z
odvodi prve in druge funkcije. Velja naslednji izrek.

Izrek o posrednem odvajanju. Ce sta funkciji xz(t) in
y(t) odvedljivi, funkcija f(x,y) pa je zvezno parcialno
odvedljiva, potem je tudi funkcija

g(t) = f(z(t),y(t))

odvedljiva in velja

7(0) = 52 (@), ¥ (O) + 52 @0, 5O (1)
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Dokaz: Vzemimo neka t in h. Ce uporabimo Lagrangeov izrek na funkeiji
x+— f(z,y(t + h)), zvemo, da obstaja tak ¢ med z(t) in (¢t + h), da velja

Fa(t+h),y(t+h) = f(x(t),y(t+h) = G (e, y(t + 1)) (@(t + ) — 2(t)),
¢e pa ga uporabimo na funkciji y — f(z(t),y), potem dobimo tak d med
y(t) in y(t + h), da velja

F(t),y(t+ ) = f(@(t),y() = G (@), D)yt + h) — y(t).
Oglejmo si sedaj diferenéni koli¢nik funkcije g:
g(t+hi)l*9(t) _ f(x(tJrh)7y(t+/}1l))*f(cc(t)7y(t)) _

f(x(tJrh)7y(t+h))*f(fr(t)7y(t+h)) + f(x(t)vy(Hh)});f(fr(t):y(t)) —

_ gﬁ(c y(t + h))~ (Hh) z(t) + ( ®), d)y(t+h)*y(t).

h
Ko posljemo h proti ni¢, gresta tocki (c, y(t—l—h)) (x(t),d) proti (z(t),y(t)).
Po predpostavki sta funkciji g—g in %ch zvezni v tocki (x(t),y ( )), zato velja

lim g (ey(t+h) = ght).y(®) in Jim b (@(t),d) = G (x(t), y(t)).

Diferen¢ni koliéniki g(Hh});g(t), x(Hh});I(t) in y(Hh});y(t) seveda limitirajo

proti ¢'(t), 2/(t) in y/(¢). S tem je formula dokazana. O

Primer. Ce je
flz,y) =a° = 2ay?, a(t) =c
potem je odvod funkcije g(t) = (x(t), (t)) enak
§(1) = L (a(t), (1) (6) + 2 (a(t), y () (1) =
= (3x(t)* — 2y(t)*)'(t) + (—41f(t)y(t))y'(t) =
= (3(cost)* — 2(sint)?)(—sint) + (—4(cost)(sint))(cost) =
= 2(sint)® — Tsint cost.

ost, y(t)=sint,

Seveda bi lahko najprej vstavili z(¢) in y(t) v f(z,y):
g(t) = (cost)® — 2(cost)(sint)?
in Sele nato odvajali. Spet bi dobili isti rezultat.

Kot primer uporabe posrednega odvajanja omenimo naslednjo tr-
ditev.

Trditev. Ce je tir vektorske funkcije r(t) vsebovan v
grafu funkcije f(x,y), potem je tudi vsaka njena tan-
genta vsebovana v tangentni ravnini funkcije f(x,y) z istim
dotikaliscem.
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y(t), z(t)) vsebovan v

Dokaz: Ker je tir vektorske funkcije r(t) = (z(t),
t),y(t)). Njen odvod je

grafu funkcije z = f(x,y), mora veljati z(t) = f(z(
po formuli za posredno odvajanje enak

r'(t) = (@'(t),y' (), (1) =
= (@) (1), gh (@), y(0)2'(t) + G (x(1), y(£)y'(2)).
Enacba tangente z dotikalis¢em v tocki r(ty) = (o, Yo, 20) je torej
r = r(ty) +tr'(ty) =
= r(to) +t/(t0)(1,0, 5 (x0, 30)) + t/ (10)(0, 1, %ch(xowo))-

Vemo tudi, da je enacba tangentne ravnine v tocki r(tg) enaka

= I'(to) + tl(la 07 %(ZEanU)) + t2(07 17 35 (:Z:Ov yO))

Tangento dobimo, ¢e vstavimo t1 = ta'(tg) in to = ty'(to). Torej tangenta
res lezi v tangentni ravnini. O

Pravimo, da je funkcija y = ¢(z) implicitno podana z enacbo
f(z,y) = 0, ¢e za vsak « € D(g) velja f(x,g(x)) = 0. Ce enacbo
odvajamo in upostevamo formulo za posredno odvajanje, dobimo

0= fe9@)) = 2.9 + 2o, g@)g ()

Odtod lahko izrazimo odvod funkcije g s parcialnimi odvodi funkcije
f:
o Fwgl@)
g@) = =g
3, (@, 9(x))

Temu postopku pravimo implicitno odvajanje. V racunu smo pred-
postavili, da je funkcija f(z,y) zvezno parcialno odvedljiva v okolici
tocke (z, f(x)), da je funkcija g(z) odvedljiva v tocki z in da velja
d
% (i, g()) # 0.

Pravo vrednost dobi implicitno odvajanje Sele v kombinaciji z nasled-
njim tehni¢nim izrekom, ki nam zagotavlja obstoj in enolicnost take
odvedljive funkcije g(x), da velja f(x,g(z)) = 0.

Izrek o implicitni funkciji. Ce je funkcija f(z,y)
zvezno parcialno odvedljiva v okolici tocke (xg,¥yo) in velja
f(xo,yo0) = O ter g—i(wo,yg) # 0, potem obstaja tak odprt
interval I, ki vsebuje x( in na katerem je definirana natanko
ena odvedljiva funkcija y = g(x), ki zado$¢a pogojema
Yo = g(xo) in f(x,g(x)) = 0 za vsak x € I.
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Oglejmo si, kako dolo¢imo enacho tangente na implicitno podano
funkcijo.

Trditev. Ce je funkcija f(x,y) zvezno parcialno odvedljiva
v okolici tocke (xg,yo) in Ce je vsaj eden od parcialnih
odvodov %(wo,yo), g—i(mo,yo) razlicen od ni¢, potem ima
mnozica resSitev enacbe

f(z,y) =0
tangento z dotikaliséem v tocki (g, yo). Enacba te tangente
je

o o
= a0y 30) (& — 0) + 2 (0, y0) (4 — o) = 0.
T Oy

Dokaz: Ce je %(mo,yo) = 0, potem po izreku o implicitni funkciji ob-
staja taka odvedljiva funkcija y = g(z), da velja yo = g(xo) in f(x,g9(z)) =0
za vsak x iz neke okolice zo. Enacba tangente se potem glasi

y = g(x0) + g'(z0)(z — 20).

Ce upostevamo, da je

0 0
, B 8 (0, g(0)) B 9 (20, o)
g(xO)__af - T of )
3y (20, 9(x0)) 3y (0, %0)
dobimo of
oz (x07 yU)
y=y0— 55— (x — ).
oy (x07 yO)
Odtod takoj dobimo formulo v trditvi. V primeru g—{’;(:vo,yo) # 0 je dokaz
podoben. V tem primeru lahko namre¢ x izrazimo kot funkcijo y. U

Primer. Izracunajmo enacbo tangente na krivuljo 22 + 4% = 1 v tocki

(V2. V2).
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Vzemimo

V3 1)
2727
Najprej preverimo, da toc¢ka res lezi na krivulji, se pravi, da je f(xo,y0) =
0. Potem izra¢unamo oba parcialna odvoda v tocki (zo, yo):
of

8_$<x0’ ?JO) = on = \/57

0
8_£<x0’y0) =2y =1.

f(l’,y):l‘2+y2—1, (l’g,yo):(

Ko te podatke vstavimo v enac¢bo tangente, dobimo

Vil - 24— 1=

Ko uredimo, dobimo V3x + y = 2.

Tockam, ki zadoscajo f(xo,y0) = g—i(xo,yo) = g—g(wo,yo) = 0 prav-
imo singularne tocke krivulje f(z,y) = 0. V njih tangenta bodisi
ne obstaja bodisi ni enoli¢no dolo¢ena. Na primer (0,0) je singularna
tocka krivulje 2% + ¢ — 3zy = 0.

13.7. Nivojski diagram

Za vsako funkcijo f: R™ — R in vsako Stevilo ¢ definirajmo

o) ={(z1,...,2m) ER™: f(z1,...,7) = c}.

Tej mnozici pravimo nivojnica funkcije f, ki ustreza stevilu c. Ker so
nivojnice podmozice v D(f) C R™, jih lahko narisemo samo v primeru,
ko je m < 3.

Nivojski diagram funkcije f dobimo tako, da izberemo nekaj
stevil ¢;, i = 1,2,... (obicajno tako, da so razmiki med njimi kon-
stantni) in nariSemo nivojnice funkcije f, ki ustrezajo tem Stevilom.
Nivojski diagram lahko nariSemo tako za funkcije dveh kot tudi funkcije
treh spremenljivk, graf pa samo za funkcije dveh spremenljivk. Ce si
graf funkcije dveh spremenljivk predstavljamo kot gorovje, potem so
nivojnice te funkcije ravno njene izohipse, tj. tocke z enako visino.
Nivojnico funkcije, ki ustreza stevilu ¢ namre¢ dobimo tako, da graf
funkcije sekamo z ravnino z = ¢ in rezultat projeciramo na xy ravnino.

Primer. Narisimo nivojnice funkcije

floy) = V1—a?—y?
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ki ustrezajo stevilom ¢; = i/10, i« = 0,...,10. Na levi so narisane
presecne krivulje grafa z ravninami z = ¢;, na desni pa njihove projek-
cije na zy ravnino, tj. nivojski diagram.

<

G
&

Nivojnice funkcij dveh spremenljivk konstruiramo s pomocjo im-
plicitnega odvajanja.

Primer. Skicirajmo nivojnico

vt — 2%y oyt =1,

Predpostavimo, da je y funkcija spremenljivke x, se pravi y = y(z). Ko
odvajamo obe strani enacbe z* — 22y? + y* = 1, dobimo 423 — 222%yy’ —
2xy? + 493y’ = 0. Odtod lahko izrazimo

) 223 — x9)?
x2y — 23

Ocitno je z = 0 nicla funkcije y'. Preostale nicle in pole dobimo tako,
da pisSemo k£ = £ in opazimo, da velja y' = 13:2'“,:3. Nicli Stevea sta
k = ++/2, ni¢le imenovalca pa so k = 0 in k = i\%. Sedaj lahko
poiscemo dotikalis¢a vodoravnih in navpi¢nih tangent. V vodoravnih
tangentah velja ¢y’ = 0. Njihova dotikalis¢a dobimo tako, da premice
r=0in ¥ = +1/2 sekamo z nivojnico. V navpicnih tangentah velja
Yy = Z£oo. Njihova dotikalis¢a dobimo tako, da premice y = 0 in
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S =4 7 sekamo z nivojnico.

preseciCa premice z nivojnico

premica = dotikalisca tangent tangente
r=0 (0,+1) y==+1
y=0 (il 0) x =41
y=+V20 (4, +¥2) ~ (£0.76,£1.07)  y= i%;g
y=+2 (2, 445) ~ (£1.07,£0.76)  z=+¥2

Na grafu so premice x = 0 in y = kx narisano z pikicami, vodoravne
in navpicne tangente pa so narisane s Crticami. Dolo¢imo sedaj Se
obmodja na katerih je nivojnica narascajoca (y' > 0) oziroma padajoca
(y' < 0). Oc¢itno premice = 0 in y = kx razdelijo ravnino na obmocja,
na katerih ima 3’ konstanten predznak. Ker so vse nicle in vsi poli
Yy = % prve stopnje, se pri prehodu ¢ez katerokoli premico y = kx
predznak y’ spremeni. Podrobnosti so v tabeli:

k predznak ¢’
k< —V2 —
—V2<k<—7 +
—T<k<0 —
Ol<k<ﬁ +
V2 <k +
Predstavimo sedaj trenutno znana dejstva s skico
1™ L5 Kl
|1 |1
Il Il
JE S S NS ) N S i R
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Vemo, da mora nivojnica skozi odebeljene tocke in da se mora pri tem
dotikati ¢rtkanih premic. Poleg tega vemo, da mora narascati, ce je
v obmocju s +, oziroma padati, ¢e je v obmoc¢ju z —. Ti podatki ze
zadoscajo za priblizno skico nivojnice. Za bolj natan¢no skico moramo
izracunati Se drugi odvod in dolociti prevojne tocke. Velja

) = (22° — zy?)(a?y — 2¢°) — (22° — ay?®) (2®y — 20°)
(22y — 2y*)? '

Ko odvajamo in poenostavimo izraz, dobimo

, (22t = 112%y? + 24" (y — o))

(22y — 2¢%)2 ‘
Krajsi racun pokaze, da je
y — xy/ _ —2(:E4 - $292 + y4) _ —2
w?y — 2y w?y — 2y%

kjer smo v zadnjem koraku upostevali ena¢bo nivojnice. Torej je

g —2(20" — 112%y® + 2y*)
’ (@2 =2

Nicle drugega odvoda so torej resitve enacbe 22% — 112%y% 4+ 2y* = 0,

se pravi premice ¥ = j:—vnt V1% Vsaka seka nivojnico v dveh tockah,
torej imamo osem prevojnih tock. To so

<ii 11 + /105 ii 11 —+/105
V3 2 3 2

el
IS

) ~ (4+1.04, +0.45),

/3 2 3 2

Smerni koeficienti tangent v prevojnih tockah so +k oziroma j:%, kjer
je

<ii<11—_ M> L <H+_ v105> ) = (05,5100

-3+ /105
k= * ~ 6.7.

V11 — /105 (-9 + v/105)
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13.8. Dvakratni integrali

Recimo, da je f(x,y) pozitivna zvezna funkcija dveh spremenljivk,
ki je definirana na pravokotniku [a, b] X [c,d]. Radi bi izracunali pros-
tornino obmocja pod njenim grafom, se pravi prostornino obmocja

D={(z,y,2): a<z<bec<y<d0<z<f(z,y)}

Pomagamo si z metodo prerezov. Ce obmocje D prezemo z ravnino & =
konstanta, dobimo lik {(y,2): ¢ <y < d,0 < z < f(x,y)}. Njegova
ploscina je A(x) = fcd f(z,y) dy. Prostornina obmocja D je potem

V= /abA(x)d:p - /ab(/cdf(:v,y)dy)dx.

Lahko bi obmoc¢je D prerezali tudi z ravnino y = konstanta. Plos¢ina
tega prereza je B(y) = f;f(.r,y) dx. Za prostornino obmocja D do-

bimo
v=["swa= ([ renai

Ta racun je sicer geometrijsko nazoren, ni pa matematicno povsem
korekten, ker ne vemo natancno, kako je definirana prostornina. Ce
prostornino definiramo s pomocjo dvakratnega integrala, pa moramo
pokazati, da v obeh primerih dobimo isti rezultat.
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Trditev. Ce je f zvezna funkcija dveh spremenljivk
in D(f) = J[a,b] X [c,d], potem sta funkciji A(x) =
fcdf(a:, y) dy in B(y) = f:f(:c, y) dz zvezni ter velja

/ab A(x)dx = /CdB(y) dy.

Dokaz: Ker je mnozica D(f) zaprta in omejena in ker je funkcija f
zvezna je tudi enakomerno zvezna. To dokazemo podobno kot pri funkcijah
ene spremenljivke. Vzemimo € > 0 in izberimo tak § > 0, da za poljubni
tocki (z,y) € D(f) in (u,v) € D(f), ki sta narazen za manj kot §, velja
) = Fuv)| <e.

Za poljubna y, yo, ki zadoscata |y — yo| < 0, in za poljuben x € [a, b] sta
tocki (z,y) in (z,y0) oddaljeni za manj kot d, zato je |f(x,y) — f(z,y0)| <
e, od koder sledi |B(y) — B(yo)| < €(b — a). Torej je funkcija B(y) res
zvezna. Podobno dokazemo zveznost funkcije A(x). Odtod sledi, da inte-
grala f(fA(ac) dx in fch(y) dy res obstajata. Pokazimo Se, da sta enaka.

Vzemimo take tocke a = xp < 21 < ... < xy, = b in take tocke ¢ = yp <
y1 < ... <y, =d, da imajo vsi pravokotniki [x;_1, ;] X [y;—1,y;] diagonalo
krajso od §. Definirajmo

m n
I=>" flany) (@i —zi)(y; — yj—1)-
i=1 j=1
Potem velja

|/ dx—I|<ZZ/

i=1 j=1"%i-1

(/ (z y)—f(xi,yj)ldy> dx

<EZZ — i 1) (y; —yj_1) = €(b—a)(d —¢).

=1 j=1

Podobno dokazemo, da je
d
[ Bty 11 < co-aya—o)

Torej se integrala f;A(a:) dz in fch(y) dy razlikujeta za manj kot 2¢(b —
a)(d — ¢). Ker je e poljuben, morata biti enaka. O

Ce funkcija f(x,y) ni zvezna, potem integrala fj A(z)dx in fcd B(y) dy
nista nujno enaka.
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Primer. Vzemimo funkcijo

2% — 42
f(xay):m, 0<z<1, 0<y<Ll
Vzemimo Se, da je f(0,0) = 0. Izraz na desni namre¢ ni smiselno

definiran v tocki (0,0). Funkcija f(x,y) ni zvezna v tocki (0,0), je pa
zvezna v vseh ostalih tockah definicijskega obmocja. Velja

1 .2 2 y=1
— 1
A(fﬂ):/%dy:% =2
o (®+y?) 2?2+ y? |,y ?+1
in
1 =1 T
/ A(x)dx = arctgz =—
0 =0
Po drugi strani je
1 .2 9 z=1
v —y T 1
B) = [ b= __
o (2% +y?)? 2+ Yy, 1+ y?
in
1 y=1
/ B(y) dy = — arctgy = ——.
0 y=0 4

Torej je res

/01 (/Olf(:c,y)dx) dy;é/ol (/Olf(x,wdy) -

Prostornino pod grafom funkcije f(z,y) znamo izracunati tudi v
primeru, ko D(f) ni pravokotnik. Ce je

D(f) ={(z,y): a<z<b, ¢(z) <y <y},

potem je prostornina pod grafom funkcije f(x,y) enaka

[ ([ ) ae

Podobno velja tudi v primeru, ko je
D(f) ={z,y): c<y<d aly) <z <pB(y)}

x
Tedaj je prostornina pod grafom funkcije f(z,y) enaka

/Cd (/ij(j) f(z,y) dx) dy.

V splosnem D(f) razrezemo na obmocja prve in druge oblike in pros-
tornine sestejemo.
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13.9. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Graf funkcije dveh spremenljivk)
(a) Kako je definiran graf funkcije f(z,y)?
(b) Kako konstruiramo graf funkcije f(x,y) s pomocjo pre-
sekov z ravninami?
(c) Kako iz grafa funkcije f(z,y) dobimo njeno definicijsko
obmodcje?
(2) (Zveznost funkeij dveh spremenljivk)
(a) Kako definiramo zveznost funkcije f(x,y) v tocki (xg, y0)?
(b) Pokazi, da iz zveznosti funkcije f(z,y) v tocki (xq, o)
sledi tudi zveznost funkcije g(x) = f(z,y0) v tocki zy in
zveznost funkcije h(y) = f(zo,y) v tocki yo!
(c) S primerom pokazi, da obrat trditve iz tocke (b) ne veljal
(3) (Parcialni odvodi, tangentna ravnina)
(a) Kako sta definirana parcialna odvoda funkcije f(z,y) v
tocki (ZEo, yo)?
(b) Kako dobimo grafa funkcij g(x) = f(x,y0) in h(y) =
f(zo,y) iz grafa funkcije f(z,y)?
(c) Doloéi enacbo tangente na krivuljo z — (z,yo, f(z,y0))
v tocki (xo, %0, 20) in enacbo tangente na krivuljo y —
(l’o, Y, f(x(]v y)) v tocki (-1'07 Yo, ZO)‘
(d) Dolo¢i enacbo tangentne ravnine na ploskev z = f(z,y)
v tocki (o, Yo, 20)!
(4) (Lokalni in globalni ekstremi funkcij dveh spremenljivk)
(a) Povej definicijo lokalnega in definicijo globalnega ekstrema.
(b) Formuliraj potrebni pogoj za lokalni ekstrem!
(c) Formuliraj eksistencni izrek za globalni ekstrem!
(d) Na primeru pojasni, kako pois¢emo globalne ekstreme!
(5) (Gladkost)
(a) Kako je definirana gladkost funkcije f(z,y) v tocki (zg, yo)?
(b) Pojasni definicijo gladkosti po geometrijsko?
(c) Povej vsaj dva potrebna pogoja za gladkost!
(d) Povej vsaj en zadosten pogoj za gladkost!
(6) (Dvakratni integrali)
(a) Kako izra¢unamo prostornino pod grafom funkcije f(z,y),
¢e je D(f) pravokotnik!
(b) Kako izra¢unamo prostornino pod grafom funkcije f(z,y),
ceje D(f) = {(5,y): a<z<b olx) <y < ()}
(¢) Kako izracunamo prostornino pod grafom funkcije f(z, y),
¢e je D(f) bolj zapleteno obmocje?
(7) (Posredno in implicitno odvajanje)
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(a) Kako posredno odvedemo funkcijo g(t) = f(x(t),y(t))?
(b) Kaj je implicitno podana funkcija?
(¢) Kaj vemo o obstoju implicitno podanih funkcij?
(d) Kako izra¢unamo odvod implicitno podane funkcije?
(8) (Nivojnice)
(a) Kaj je nivojnica funkcije f(z,y)? Kako konstruiramo ni-
vojski diagram funkcije f(x,y)?
(b) Kaksna je zveza med nivojskim diagramom in grafom
funkcije f(z,y)?
(c¢) Kako izracunamo tangento na nivojnico funkcije f(x,y)?
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Diferencialne enacbe






POGLAVIJE 14

Diferencialne enacbe prvega reda

14.1. Osnovni pojmi

Enacbi v kateri nastopa neznana funkcija in njen odvod pravimo
diferencialna enacba prvega reda. Najsplosnejsa oblika diferen-
cialne enache prvega reda je

F(z,y,y") =0,

kjer je F' dana funkcija treh spremenljivk, ¥ = y(z) pa je neznana
funkcija. Smiselno je zahtevati, da je definicijsko obmoc¢je neznane
funkcije odprt interval, sicer imamo tezave z racunanjem njenih odvo-
dov.

Pogosto lahko iz F(z,y,y’) = 0 izrazimo y' kot funkcijo z in y. V
tem primeru pravimo, da smo diferencialno enacbo prevedli na stan-
dardno obliko.

Primer. Oglejmo si nekaj primerov diferencialnih enacb prvega reda:

oy =7

o 21y =1—192,
oy =y — 1%

o y=uxy +(y)

Prva in tretja sta ze v standardni obliki, drugo in ¢etrto pa zlahka
prevedemo vanjo.

Praviloma resitev diferencialne enacbe prvega reda ni enolicno do-
lo¢ena, ampak v njej nastopa neznana konstanta, se pravi

y = ®(x,C),

kjer je & dana funkcija dveh spremenljivk, C' pa neznana konstanta.
Taki resitvi pravimo sploSna resitev diferencialne enacbe.

Primer. Bralec naj preveri, da so splosne resitve diferencialnih enacb
prvega reda iz prejSnjega primera:

oy:§+(],
o y=2C

o y=1a2+22+2+ Ce”,
261
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o y=Cz+ C%

Splosno resitev zelo pogosto obstaja, zelo redko pa jo znamo eksplicitno
izracunati in Se takrat sploh ni nujno, da dobimo elementarno funkcijo.

Konkretne resitve diferencialne enacbe lahko dobimo tako, da v
splosni resitvi neznano konstanto zamenjamo s konkretnimi vrednost-
mi. Vcasih pa obstajajo tudi resitve, ki se ne dajo dobiti na tak nacin,
pravimo jim singularne resitve.

Primer. Funkcija y = —% je resitev enacbe y = xy’ + (v/)?, ki ni
poseben primer splogne resitve y = Cx + C%. Zato je ta funkcija sin-
gularna resitev enacbe.

Zastavimo si sedaj obratno nalogo od iskanja splosne resitve dane
diferencialne enacbe. Za dano funkcijo ® dveh spremenljivk se vprasamo
ali je

y=d(x,C)
splosna resitev kake diferencialne enacbe. Nacelno je odgovor da. Enacbo
odvajamo po x, da dobimo

T
Yy = %(I7C)v

nato pa iz te in prejsnje enacbe izlocimo C. Dobimo zvezo med z, y in
Y, ki ne vsebuje C, to je ravno iskana diferencialna enacba.

Primer. Pois¢imo diferencialno enacbo, katere splosna resitev je

y = log(z + C).
Po odvajanju dobimo
—
r+C’
odkoder izrazimo C
1
Y

Ko vstavimo to v prvotno enacbo, dobimo
1
y =log(z +C) =log — = —logy'.
Y

Na koncu Se preoblikujemo v standardno obliko:

y=c
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14.2. Geometrijski pomen diferencialne enacbe

Ce gre resitev y = y(x) diferencialne enacbe

y' = f(z,y)
skozi tocko (a,b), ima v tej tocki naklon ¢, kjer je

tg ¢ =y'(a) = f(a,y(a)) = f(a,b).

To opazanje nam pomaga priblizno konstruirati resitev dane diferen-
cialne enacbe. Skozi “vsako” tocko (a,b) € D(f) narisemo kratko ¢rtico
z naklonom arctg f(a,b), pravimo ji smernica. Ce smernice povezemo
v krivulje, dobimo ravno resitve dane diferencialne enacbe. OpiSimo ta
postopek bolj sistematicno.

(1) Izberimo nekaj realnih stevil ¢y, ..., ¢, (¢imvec¢) in narisimo

krivulje

flz,y) =c1,..., f(z,y) = cy.
Dobimo ravno nivojski diagram funkcije f.

(2) Za vsak i = 1,...,n izberimo ve¢je stevilo tock na krivulji
f(z,y) = ¢; in skoznje narisimo kratke ¢rtice z naklonom ¢; =
arctg ¢;. Dobimo polje smernic dane diferencialne enacbe.

(3) Konstruiramo krivulje, ki imajo smernice iz tocke (2) za svoje
tangente. Na ta nacin lahko dobimo vse resitve dane diferen-
cialne enacbe.

Oglejmo si preprost primer.

Primer. Skicirajmo mnozico resitev diferencialne enacbe

vy =x—y.
Najprej narisemo nivojski diagram funkcije f(z,y) = = — y. Izberemo
si konstante ¢; =i za i = —5,...,5 in nariSemo krivulje f(z,y) = ¢;.

9

A

Nato narisemo polje smernic. Vsako od krivulj f(z,y) = ¢; opremimo
s Crticami z naklonom ¢ = arctg c;.



264 14. DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA

Smernice na premici x —y = 1 se ne vidijo, ker imajo isti naklon
kot premica, to je 45°. Resitve diferencialne enacbe dobimo tako, da
skiciramo krivulje, ki imajo dane smernice za svoje tangente.

Oglejmo si tezji primer.

Primer. Skicirajmo mnozico resitev diferencialne enacbe
r_ 2 2
y=x —y.

Najprej nariSemo nivojski diagram in polje smernic, nato pa Se skici-
ramo krivulje, katerih tangente so dane smernice.

L i
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Diferencialno enacho iz prvega primera bomo kasneje znali ekspli-
citno resiti, diferencialno enacbo iz drugega primera pa ne.

14.3. Eulerjeva metoda

V tem razdelku si bomo ogledali Se eno metodo za priblizno iskanje
resitev diferencialne enacbe. Za razliko od metode smernic, ki smo jo
spoznali v prejsnjem razdelku, je ta metoda primerna za uporabo na
racunalniku.

[s¢emo tisto resitev y = w(x) diferencialne enacbe

y = f(z,y),

ki gre skozi dano tocko (zg,yo). Najprej si izberemo dolzino koraka
h in maksimalno Stevilo korakov N. Za vsak ¢ = —N,..., N bomo
izracunali priblizek y; za vrednost funkcije w v tocki x; = x¢ + ih. Ko
bomo tocke (x;,y;) povezali z lomljenko, bomo dobili priblizek za graf
funkcije w.

Ce je h majhen, potem se na intervalu [0, o+ h| resitev w priblizno
ujema s svojo tangento v (zg, o). Torej je

w(x) =w(xo+ h) = w(zg) + w'(xo)h = yo + f(x0, Yo)h.

Oznacimo y; = yo + f(zo,y0)h. Ce (z1,91) ne lezi v D(f), potem
nehamo, sicer pa oznac¢imo z w; tisto resitev diferencialne enacbe, ki
gre skozi tocko (x1, ;). Resitev w; se zelo malo razlikuje od resitve w,
zelo malo pa se razlikuje tudi od svoje tangente v tocki (x1,y), zato je

w(x2) = wi(x2) = wi(@y + h) = wi(z1) +wi(@)h =y + f(x1,9)h.

Oznacimo yo = y1 + f(z1,91)h. Ce (z9,32) € D(f), potem nehamo,
sicer pa ozna¢imo z wy resitev, ki gre skozi tocko (zq,ys2). Kot zgora]
velja

w(w3) ~ wy(w3) = wawy + h) ~ wa(w2) + wy(za)h = Yo + f(22, y2)h-

Spet oznacimo y3 = ya+ f(x2, y2)h. Ta postopek ponavljamo, dokler ne
pridemo do yy oziroma ne pademo ven iz D(f). S tem smo konstruirali
tisti del lomljenke, ki lezi desno od (g, yo). Podobno dobimo tudi tisti
del lomljenke, ki lezi levo od (zg,yo). Na kratko:
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Zacetni podatki: xg, yo, h, N, f(x,y).

Desni del lomljenke: za vsak ¢ = 1,..., N izracunaj
z; =21+ h, yi = yi1 + f(xi—1,yi—1)h in preveri

ali (x;,y;) pripada D(f). Ce pripada, potem narisi
daljico med (z;,y;) in (x;_1,y;—1), sicer pa koncaj.
Levi del lomljenke: za vsak ¢ = —1,..., —N izracunaj
T = Tip1 — hy yi = Yir1 — f($i+1> Yir1)h in preveri

ali (z;,y;) pripada D(f). Ce pripada, potem narisi
daljico med (x;,y;) in (211, yiv1), sicer pa koncaj.

Preizkusimo to metodo na primeru.

Primer. Naj bo w tista resitev diferencialne enacbe

Yy =x—y,

ki gre skozi tocko (0,0). Pois¢imo priblizek za w na intervalu [—1,1] s
Stirimi koraki Eulerjeve metode.

Uporabimo gornji algoritem z xg = 0, y9o = 0, N = 4, h = }1,
f(z,y) = x —y. Za desni del lomljenke dobimo

$1=$0+h=}120-25 Y1 = yo + f(zo,9%0)h =0

$2=$1+h:%:0-5 y2:y1+f(9517y1)h:%%0-06
T3 ==To+h=2=075 ys=1yo+ f(22,92)h = g5 = 0.17
ry=ax3+h=1 Yo = ys + f(x3,y3)h = 2= ~ 0.32

za levega pa

1=-025 y_1=yo— flzo,yo)h =0

=—-05 yo=y1— flez_1,y-1)h= 116 ~ 0.06

=—075 y3=y_o— f(x_2,y—2)h = éi ~ (.20

Yya=y-3— flr3,y3)h= %NOM

I_lzl‘o—h:—
.I_Q:x_l—h:—

I_3:.T_2—h:—

=W o=

T_ygp —=T_3 — h=—
Iskani priblizek za w dobimo tako, da tocke

($—4> y_4), ce (254, ?J4)

povezemo z lomljenko. Za primerjavo narisimo Se to¢no vrednost za
w. Slika nas nekoliko razocara, saj se priblizek (polna ¢rta) bolj slabo
ujema s tocno vrednostjo (¢rtkano).
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1-

0.8¢

Za konec pripomnimo, da priblizek lahko izboljsamo, ¢e povecamo
stevilo korakov. Za N = 16,h = % dobimo

1-

0.8

1-

0.8}

0.5 1

Tock (z;,y;) tokrat nismo poudarili, ker jih je prevec.
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14.4. Diferencialne enacbe z locljivimi spremenljivkami

Kot smo ze omenili, znamo diferencialno enacbo ¢y’ = f(x,y) toéno
resiti samo za zelo posebne funkcije f(z,y). En tip funkcij, pri katerem
nam to uspe, si bomo ogledali v tem razdelku, enega pa Se v naslednjem.

Pravimo, da ima funkcija f(x,y) lo¢ljive spremenljivke, ¢e ob-
stajata taki funkciji g(z) in h(x), da velja

flx,y) = g(@)h(y).

V tem primeru znamo poiskati toéno resitev diferencialne enacbe

y/ - f(l‘,y>
dy

Najprej zamenjamo 3’ z 5% in razcepimo f(z,y). Dobimo

W _ g(@)h(y).

dx
Nato pomnozimo enac¢bo z %. Dobimo
dy
—— =g(x) dx.
O

Na koncu obe strani Se integriramo. Ce je

dy_ n x) dr = T
/HE—H@+GZ [ o) do =Gy + 1,

potem je resitev diferencialne enacbe podana z enacbo
H(y) = G(z) + C,

kjer je C neznana konstanta. Odtod moramo Se izraziti y kot funkcijo
x.

Primer. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe
y = 2xy%

Ker ima desna stran locljive spremenljivke, lahko uporabimo gornjo
metodo. Najprej zamenjamo ' z %:

dx”
dy 2
— = 2zy°.
dx 4
Ko pomnozimo z Z—g, dobimo
d
—12/ = 2z dx.
Y
Po integraciji dobimo
1
—~=x*+C.

Y



14.4. DIFERENCIALNE ENACBE Z LOCLJIVIMI SPREMENLJIVKAMI 269

Splosno resitev dobimo tako, da izrazimo y:
1
CENe
Na koncu opozorimo bralca, da je tudi y = 0 resitev. Ker ta resitev ni
poseben primer splosne resitve, je to singularna resitev.

y:

Kot primer uporabe si oglejmo problem ohlajanja telesa v fiziki.

Primer. Skodelica caja ima na zacetku temperaturo 77. Zanima nas,
kako hitro se njena temperatura priblizuje sobni temperaturi Ty. Caj
vseskozi mesamo, tako da njegova temperatura 7' ni odvisna od tega,
v katerem delu skodelice merimo, ampak je odvisna samo od casa t.

Izkaze se, da je hitrost spreminjanja temperature sorazmerna razliki
med zunanjo in notranjo temperaturo, se pravi

dT
—=a(ly—-T
dt a( 0 )7
pri cemer je « fizikalna konstanta. Odtod sledi, da je Tf—TT =adt. Ko

integriramo, dobimo — In(7"— Ty) = at + C. Odtod lahko izrazimo T
T=Ty+e "

Konstanto C' dolo¢imo iz pogoja, da je v trenutku ¢ = 0 temperatura
enaka 77:

Ty =T0) =Ty +e .

Dobimo e~ ¢ = T} — T;,. Ko to vstavimo v formulo za T', dobimo
T =T+ (Ty — Ty)e ™.

Bralec naj preveri, da je res 7(0) = 7} in tlirgo T(t) = Tp.

V naslednjem primeru bomo izpeljali zakon naravne rasti.

Primer. V petrijevki je na zacetku Ny bakterij, nato pa se te zacnejo
razmnozevati. Dokler je na voljo dovolj hrane in prostora, je hitrost
povecevanja bakterij sorazmerna stevilu ze obstojecih bakterij, se pravi

dN
— =kN
dt ’

kjer je k konstanta. Odtod sledi, da je dWN = k dt. Ko integriramo,
dobimo In N = kt 4+ C, odkoder izrazimo

N = ekt-‘rC

Konstanto C' dolo¢imo iz pogoja N(0) = Ny. Dobimo
Ny = N(0) = ¢“.
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Ko to vstavimo v formulo za N, dobimo
N = Nye*.
Stevilo mikroorganizmov torej eksponentno naraséa. Izracunajmo cas
to, v katerem se stevilo mikroorganizmov podvoji. Iz N(t+ty) = 2N (t)
dobimo e** = 2. odtod pa
b In 2
0=
Kadar je kolicina hrane ali prostora omejena, se mikroorganizmi
razmnozujejo po zakonu
dN
dt
kjer je Npax maksimalno Stevilo mikroorganizmov, ki jih lahko prezivi.
Odtod sledi = k dt. Integriramo tako, da izraz na desni

_kN( max_N)a

N(N
razcepimo na parmalne ulomke. Dobimo N—(ln N —In(Npax — N)) =
kt + C. Ko pomnozimo z Ny, in na obeh straneh uporabimo ekspo-
nentno funkcijo, dobimo ijz — = eNmax(kt+C) ~Odtod lahko izrazimo
NmaxeNmax (kt+C) Nmax
T 1+ eNeaxW0) o~ Naax(kt+0) 4 1°

Konstanto C dobimo iz pogoja N (0) = Ny. Odtod sledi Ny = ——max

e~ NmaxC 41
torej je

— NmaxC _ Nmax _1.
No

Ko to vstavimo v formulo za N, dobimo

Nmax

o (e ~T) 1

0

(&

N =

Tej funkciji pravimo logistiéna krivulja.

14.5. Linearna diferencialna enacba prvega reda
Kadar je funkcija f(x,y) oblike
f(x,y) = p(@)y + q(2),
kjer p(z) ni nicelna funkcija, recemo, da je
y = fz,y)

linearna diferencialna enacba prvega reda. Ce je ¢(z) nicelna funkcija,
pravimo, da je ta diferencialna enacba homogena, sicer pa, da je ne-
homogena.

Primer. Oglejmo si diferencialne enacbe prvega reda
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(1) ¥ = (tgx)y +sinz,
(2) v =z —y,

(3) ¥ = (1 +2)y,

(4) v = ay®

Prve tri so linearne, zadnja pa ne. Prvi dve linearni enacbi sta neho-
mogeni, tretja pa je homogena.

Homogena linearna diferencialna enacha
y' = pla)y

je primer diferencialne enache z locljivimi spremenljivkami in jo torej
ze znamo resSiti. Krajsi racun pokaze, da za splosno resitev dobimo

y = Ce[p(a:) da:’

kjer je C' poljubna konstanta. Pri nedolocenem integralu ne pisemo
konstante, ker je ta ze vkljucena v konstanto C.
Nehomogeno linearno diferencialno enacbo

y =p(@)y + q(z)
reSujemo z nastavkom
y = C(x)efp(’”) de
kjer je C'(x) neznana funkcija. Odvod nastavka je
y = C'(x)el @ d 4 O(z)(e/ P@ dl’)/
= C(@)el 7O 4 C(e)el ) Bop).
Ko ta y in 3/ vstavimo v prvotno enacbo, dobimo
C'(2)el P 4 1 O()el PO #p(z) = p(x)C(x)el P+ 4 g(a).
En ¢len na levi in en ¢len na desni se pokrajsata. Ostane
C’(:v)efp(x) v — q(z).
Odtod izrazimo
C'(x) = qla)e” I P o,
torej je
C(x) = /q(w)e_fp(’”) “ dy 4 C.
Splosna resitev nehomogene diferencialne enacbe je torej oblike
y(x) = yp(x) + Cyn(x),
kjer je

ynlx) = el 1)



272 14. DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA

ena od resitev homogene enacbe in

(o) = [[ata)e 7 g et o [ A0y, 0

ena od resitev nehomogene enacbe.

Primer. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe

v =z—uy.
Najprej opazimo, da je to res linearna diferencialna enacba s p(z) = —1
in ¢(z) = z. Pois¢imo eno od resitev homogene enacbe y' = —y:

yn(x) = e P@ dv — o[ (1) do _ o=a

Zdaj poiscemo Se eno od resitev nehomogene enacbe:

_ q() vy ()= [ xe* dr-e " =(x—1)e% e =1 —
o) = [ Ldr o) = [aer do-e = 0 -1) L

Splosna resitev diferencialne enacbe je torej

y(z) = yp(z) + Cyp(z) =2 — 14+ Ce™™.

Oglejmo si Se primer uporabe linearnih diferencialnih enacb v fiziki.

Primer. Zogo spustimo, da prosto pada. Zanima nas, kako se spremin-
ja hitrost zoge, ¢e upostevamo tudi upor zraka. Na zogo torej delujeta
sila teze Fy in sila upora zraka F,. Po drugem Newtnovem zakonu je

Fy+ F, = ma,
kjer je a pospesek zoge in m masa zoge. UposStevajmo, da je
_dv
a=—_,
kjer je v hitrost zZoge,
Fg =mg,

kjer je g teznostni pospesek ter
F, = —kv,

kjer je k konstanta, ki je odvisna od velikosti in aerodinamicnih last-
nosti zoge. Negativni predznak nas opozarja na to, da sila upora deluje
v nasprotni smeri kot sila teznosti. Hitrost Zoge torej zadosca diferen-
cialni enacbi

dv
— kv = m—
mg v mdt
in zacetnemu pogoju v(0) = 0. Ko enacbo delimo z m, dobimo
dv k
@ m Y
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Splosna resitev te enacbe je
v(t) = vp(t) + Con(t),
kjer je
’Uh(t) _ ef(—lc/m) dt _ e—k:t/m

ena od resitev homogene enacbe in

vp(t) = / —I_ gt vp(t) = /gekt/m dt - e7Ft/m = %

Uh<t>
ena od resitev nehomogene enacbe. Konstanto C' doloc¢imo iz
m
0 = v(0) = v,(0) + Cv,(0) = 97 L.
Velja torej C' = —%*. Koncna formula za hitrost Zoge je tako
o(t) = vp(t) + Cun(t) = T+ (=T 0)e M = TE(1— e/,
Odtod sledi, da se hitrost zoge hitro pribliza maksimalni hitrosti
gm
VUmax = —5 -
k

Ce torej hkrati spustimo dve 7ogi enake velikosti in oblike, bo tista z
vecjo maso padala z vecjo hitrostjo.

Kadar ni prisoten upor zraka, velja
v = gt,

torej hitrost zoge ni navzgor omejena, pa tudi od mase ni odvisna.

14.6. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Resitev diferencialne enacbe)
(a) Kaj je diferencialna enacba prvega reda? Kaj je njena
standardna oblika?
(b) Kaj je splosna resitev diferencialne enacbe prvega reda?
(c) Kaj je singularna resitev diferencialne enacbe prvega reda?
(2) (Geometrijski pomen diferencialne enacbe prvega reda)
Resujemo zacetni problem

y' = f(z,y), y(xo) = o

(a) Kako resitev priblizno dolo¢imo z metodo smernic?
(b) Uporabi metodo smernic na primeru!
(c) Kako resitev priblizno dolo¢imo z Eulerjevo metodo?
(d) Uporabi Eulerjevo metodo na primeru!
(3) (Locljive spremenljivke)



274 14. DIFERENCIALNE ENACBE PRVEGA REDA

(a) Kdaj pravimo, da ima diferencialna enacba prvega reda
loc¢ljive spremenljivke?
(b) Kako resimo diferencialno ena¢bo prvega reda z loéljivimi
spremenljivkami?
(c¢) Uporabi metodo iz tocke (b) na primeru!
(4) (Zakon naravne rasti in logisticna krivulja) Naj bo N (t) stevilo
mikroorganizmov v trenutku ¢.
(a) Kateri diferencialni ena¢bi zadosca funkcija N, kadar hrana
in prostor nista omejena?
(b) Poiséi tisto resitev diferencialne enacbe iz (a), ki zadosca
pogoju N(0) = Np!
(c) Kateri diferencialni enacbi zadosca funkcija N, kadar sta
hrana in prostor omejena?
(d) Poisci tisto resitev diferencialne enacbe iz (c), ki zadosca
pogoju N(0) = Np!
(5) (Linearna diferencialna enacba prvega reda) Naj bosta p(x) in
q(z) dani funkciji ene spremenljivke.
(a) Kako poiséemo splosno resitev diferencialne enacbe y' =
p(x)y?
(b) Kako poiséemo eno od resitev diferencialne enacbe y' =
p(x)y +q(x)?
(c) Kako poistemo splosno resitev diferencialne enacbe y' =
p(x)y + q(x)?
(6) (Prosti pad z uporom zraka)
(a) Kako se spreminja hitrost padajoce Zoge, kadar ni upora
zraka?
(b) Kako se spreminja hitrost padajoce zoge, ¢e upostevamo
upor zraka?
(c) Izpelji formulo za najvecjo hitrost padajoce zoge z upo-
Stevanjem upora zraka!



POGLAVJE 15
Diferencialne enacbe drugega reda

15.1. Osnovni pojmi

Enacbi v kateri nastopa neznana funkcija ter njen prvi in drugi
odvod pravimo diferencialna enacba drugega reda. Najsplosnejsa
oblika diferencialne enac¢be drugega reda je

F(z,y,9,y") =0,
kjer je F' dana funkcija stirih spremenljivk, y = y(z) pa neznana

funkcija, ki jo is¢emo. Pogosto jo lahko prevedemo v standardno
obliko

y' = f(z.y,y).
Resitev diferencialne enacbe drugega reda obic¢ajno ni enoli¢no dolo¢ena,

ampak lahko v njej nastopata Se dve neznani konstanti. Taki resitvi
pravimo sploSna reSitev.

Primer. Oglejmo si nekaj diferencialnih enac¢b drugega reda in nji-
hovih splosnih resitev:
e enacha y” + y = 0 ima splosno resitev y = C cosx + Cysin,

e enacba 2z(y')? = y(2y' + xy”) ima splosno resitev y = Cifx’

e cnacha (3/)? = yy” ima splogno resitev y = C1e“?*.
Splosno resitev znamo najti samo v zelo posebnih primerih. Ogledali
si bomo dva najpreprostejsa:
e " = g(y)h(y), kjer sta g in h dani funkciji,
e y' = py +qy+r(x), kjer sta p, ¢ dani konstanti, r(x) pa dana
funkcija.

7, drugim primerom se bomo ukvarjali v kasnejsih razdelkih, sedaj pa
se posvetimo prvemu. Diferencialno enac¢bo oblike

y" =9y
resujemo z nastavkom
y' = z(y),
kjer je z neznana funkcija. Ce nastavek posredno odvajamo, dobimo
y' =2y =2 (y)=(y).
275
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Ko formuli za 3’ in y” vstavimo v prvotno enac¢bo, dobimo

2 (y)z(y) = g(2(y))h(y).
Ta diferencialna enacba ima loc¢ljive spremenljivke, torej jo naceloma

znamo resiti. Ko zamenjamo z(y) z z in 2/(y) z £, dobimo 2% =
y

dy

g(2)h(y). Odtod sledi, da je ;(dzz) = h(y) dy. Ko obe strani integriramo,

dobimo izraz oblike G(y) + Cy = H(z). Odtod izrazimo z kot funkcijo
y in Ch:

z = Z(yv Cl)
Sedaj resimo Se diferencialno enacho
y' = z(y,C).

Tudi ta ima locljive spremenljivke. Lahko jo zapisemo kot —%~ = dz
in integriramo. Dobimo

2(y,C1)

dy

T = ——— + (%,
/Z(ya Cl) 2

odkoder potem izrazimo y kot funkcijo z, C; in Cy:
y=y(z,C1,Cs).

To je splosna resitev nase diferencialne enacbe.

Primer. Pois¢imo splosno resitev diferencialne enacbe
v =2y')y.
Ko vstavimo 3 = z in ¢y’ = z%, dobimo z% = 223%y. Po locitvi
y

dy
spremenljivk dobimo i—j = 2ydy. Nato integriramo in dobimo —% =

y? + C1. Odtod sledi
3

d
$:/?y+02:—/(y2+01) dy+(3’2:—%—6’1y+02.

Odtod lahko izrazimo y tako, da resimo kubi¢no enacbo.

15.2. Zacetna naloga
Konstant v splosni resitvi diferencialne enacbe
y' = fz,y.y)

se znebimo tako, da dodamo dve zahtevi, ki jima mora zadoscati resitev.
Pogosto sta ti dve zahtevi oblike

y(xo) =y in Y (z0) = 2,
kjer so stevila xg,yo, 20 podana. Tema dvema zahtevama pravimo
zacetna pogoja, iskanju resitve, ki jim zadosca, pa zacetna naloga.
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Fizikalni smisel zacetnih pogojev je naslednji. Ce je y(x) lega delca
v trenutku z, potem pogoj y(xg) = yo podaja lego delca v trenutku
xr = xo, ¥ (xo) pa hitrost delca v trenutku x = xy. Obicajno je xg
zacetni trenutek, odtod ime zacetna pogoja.

Primer. Resi zacetno nalogo
y'=-y, y(0)=0, y(0)=1

Ce v splosno resitev y = Cicosx + Cysinx vstavimo x = 0, dobimo
= y(0) = (4, ¢e pa najprej odvajamo y' = —C}sinx + Cycosx in
nato vstavimo z = 0, dobimo 1 = '(0) = Cs. Resitev zaCetne naloge
je torej
Yy = sinx.

Kadar ne poznamo splosne resitve diferencialne enacbe, resujemo
zacetno nalogo priblizno s posplositvijo Eulerjeve metode. Najprej si
izberemo dolzino koraka h in maksimalno Stevilo korakov N. Za vsak
1 = 1,..., N bomo izracunali priblizek y; za vrednost resitve v tocki
x; = xo + th. (Podobno velja za i = —1,...,—N.) Ocena

y(x1) = y(zo + h) = y(zo) + hy'(zo) = yo + hzo,

nam namigne, da vzamemo y; = yo 4 hzy kot priblizek za y(z,). Ce v
diferencialni enacbi y” = f(z,y,y’) upostevamo, da je

7 h) — 7 7 — Yi

h h
in
" Cylri+2h) = 2y(xi + h) +y(rs)  Yiro — 2¥ip1 + Ui
Yy (xl) ~ h2 ~ h2 y
dobimo rekurzivno zvezo
Yito — 2Yip1 T+ Yi Yir1 — Vi
h2 - f(xla iy T)

odkoder izrazimo y; 19 z Y;11 in y;.

Yi+1 — Yi
Yig2 = 2Yiv1 — Vi + th(xia Yi, +T>

Ker sta yo in y1 = yo+hzo znana, dobimo odtod y; za vsak ¢ = 2,..., N.
Primer. Pois¢imo resitev zacetne naloge

yll =Y, Z/(O) = 07 Z//(O) =1L
na intervalu [0, 2] z 4, 16 in 64 koraki Eulerjeve metode. Priblizek bomo

risali s polno ¢rto, tocke (z;,y;) bomo odebelili. To¢no resitev y = sinx
bomo risali ¢rtkano.
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V prvem primeru je N =4, h =~
%, glej desno sliko. V drugem *
primeru je N = 16, h = %, glej * T
spodnjo sliko. V tretjem primeru o8

paje N =64, h = 3—12, glej sliko o.6
spodaj desno. Vidimo, da je za ¢4
dober priblizek potrebno zelo ve-

0.2
liko korakov.
0.5 1 15 2
1 U s
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
o 2 0.2
0.5 1 s 2

Primer. Pois¢imo resitev zacetne naloge

y' =)y, y(0)=1, y'(0)=1.

na intervalu [0, 1] z 4, 16 in 64 koraki Eulerjeve metode. Priblizek bomo
risali s polno érto, tocke (x;,y;) bomo odebelili. To¢no resitev y = e”
bomo risali ¢rtkano. Dobimo

2.75 2.75 2.75

2.5 2.5 2.5
2.25 2.25 2.25

2 2 2
1.75 1.75 1.75

1.5 1.5 1.5
1.25 1.25 1.25

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

V prvem primeru smo vzeli N =4, h = %, v drugem N = 16, h = %’
v tretjem pa N =64, h = ;.
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15.3. Linearna diferencialna enacba drugega reda

V nadaljevanju se bom ukvarjali z diferencialno enacbo drugega
reda

/"

y" =plx)y +q(z)y +r(x),

kjer so p(x), ¢(z) in r(z) dane funkcije. Taki diferencialni enacbi pra-
vimo linearna diferencialna enacba drugega reda. Brez dokaza
omenimo eksistencni izrek.

Eksistenéni izrek. Ce so funkcije p(x), g(x) in h(x) defini-
rane in zvezne na odprtem intervalu I, potem ima za vsak
xo € I in vsaka yg, 29 € R zacetna naloga

Yy =p@)y +a(@)y +r(@), y(@) =1y, Y (T0) =20
natanko eno resitev, ki je definirana na vsem intervalu I.

Ceprav sedaj vemo, da resitev zelo pogosto obstaja, jo bomo znali
zelo poredkoma najti. V primeru, ko sta p(z) in ¢(z) konstantni
funkciji, bomo resitev vedno znali najti. To bo zadoscalo za obrav-
navo dusenega in vsiljenega nihanja.

Kadar je r(z) = 0 za vsak x, pravimo, da je linearna diferencialna
enacba y" = p(x)y’ + q(x)y + r(x) homogena, sicer pa, da je neho-
mogena. Najprej si oglejmo obliko mnozice resitev homogene enache.
Potrebovali bomo naslednjo definicijo. Pravimo, da sta dve funkciji
linearno odvisni, ¢e je ena od njiju konstanten veckratnik druge. V
nasprotnem primeru pravimo, da sta funkciji linearno neodvisni. Iz
eksistenc¢nega izreka se da izpeljati naslednjo trditev.

Trditev. Recimo, da sta funkciji p(x) ter g(x) definirani in
zvezni na nekem odprtem intervalu. Potem ima homogena
enacba

y" =p(x)y +a(x)y
dve linearno neodvisni resitvi. Ce sta y; in ys poljubni
linearno neodvisni resitvi te enacbe, potem je
y = Cry1 + Cayq

njena splosna resSitev. Enacba nima singularnih resitev.
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Dokaz: Ce sta y; in yo resitvi diferencialne enacbe y” = p(x)y + q(z)y,
potem za poljubni realni stevili C in Cy velja

(Cry1 + Caya)" = Cryf + Coyy =
= C1(p(2)y; + q(z)y1) + Co(p(x)ys + q(x)y2) =
= p(z)(C1y; + Cays) + q(z)(Cry1 + Cayp).

Torej je tudi y = Chy; + Coyo resSitev gornje diferencialne enache. S tem
smo dokazali drugo trditev.

Naj bo x( poljubna tocka iz odprtega intervala I, na katerem sta funkciji
p(z),q(x) definirani in zvezni. Naj bodo ay, b1, as, by dana Stevila. Po ek-
sistencnem izreku obstaja taka resitev y = yi(z), ki zadosca yi(xg) = aq,
yi(xo) = by in taka resitev yo, ki zadosca ya(x0) = a2, y4(zg) = ba. Trdimo,
da sta resSitvi y; in yo linearno neodvisni natanko tedaj, ko sta urejena
para (a1, b1) in (ag,bz) linearno neodvisna. Odtod takoj sledi prva trditev.
Ce je y» = Cyi, potem je tudi v, = Cy). Ko vstavimo = = zg, do-
bimo (ag,bs) = C(ay,b). Ce pa velja (az,by) = C(ay,by), potem funkcija
u = yo—Cyp zadoséa u(xp) = 0 in v/ (xg) = 0. Po prvem odstavku je funkcija
u tudi reSitev enacbe. Nicelna funkcija tudi zadoSca tema pogojema in resi
enacbo, torej je u = 0 po eksistencnem izreku. Odtod sledi, da je yo = Cy;.

Dokazimo Se tretjo trditev. Ce sta y; in yo linearno neodvisni resitvi
in je xp kot v prejsnjem odstavku, potem sta urejena para (yi(xo), y;(zo))
in (y2(zo), y5(xo)) linearno neodvisna. Za vsako resitev y potem obstajata
taki realni stevili Cy in Cy, da velja (y(z0),y'(z0)) = Ci(y1(x0),y](z0)) +
Ca(y2(x0), y4(x0)). Odtod sledi, da funkcija v = y — Cry; — Caya zadosca
v(zg) = 0 in v'(zg) = 0. Odtod tako kot v prejsnjem odstavku sledi, da je
v = 0. Torej je y = C1y; + Cays. O

Trditev. Splosna reSitev nehomogene enacbe

y" = p(x)y' + q(x)y + r(x)
je oblike
Y =1Yp+ Yn,
kjer je y, poljubna resSitev nehomogene enacbe, y;, pa
splosna resitev pripadajoce homogene enacbe y” = p(x)y’'+
g(x)y. Enacba nima singularnih resitev.

Dokaz: Naj bo y poljubna dvakrat odvedljiva funkcija in y, poljubna
reSitev nehomogene enacbe. Zadosca dokazati, da je y reSitev nehomogene
enacbe natanko tedaj, ko je y;, = y—y, resitev pripadajoce homogene enacbe.
Velja (y —yp)" = p(2)(y —yp) —a(x)(y —yp) = (¥ —p(@)y’ — q(x)y —r(z)) -
(p — @)y, — a(@)yp — r(x)) = " — p(x)y’ — q(x)y — r(z)). Torej je
(v —up)" —p(x)(y —yp)' —a(x)(y —yp) = 0 natanko tedaj, ko je y" —p(z)y’ -
q(x)y —r(z) =0. 0
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15.4. Homogena linearna diferencialna enacba drugega reda
s konstantnimi koeficienti

Ce sta p in ¢ konstantni funkciji, potem diferencialni enaébi

y' =py +aqy
pravimo homogena linearna diferencialna ena¢ba drugega reda
s konstantnimi koeficienti. Tako enacbo resujemo z nastavkom
y= e,

kjer je A\ konstanta, ki jo moramo Se dolociti. Ko nastavek vstavimo v
enacbo, dobimo

0=y"—py —qy=Ne" —pre™ — qe™ = (N — pA — q)e™".
Ker je e’ # 0, ga lahko krajsamo in dobimo

0=X\—p\—q.

Tej enacbi pravimo karakteristicna enacba, njenima niclama

\ _pHAPPt4q
, =P T VP T
2

)

pa karakteristiki. Ce sta \; in )\, realni stevili, potem sta e*? in e*2*
reSitvi te diferencialne enacbe. V primeru A\; # Ay sta ti dve resitvi
linearno neodvisni.

Primer. Diferencialna enacba
y' 43y +2y =0,

ima karakteristi¢no enaébo A2 4+ 3\ + 2 = 0, katere resitvi sta \; = —1
in Ay = —2. Splosna resitev te diferencialne enacbe je

y = Cre " + Che .

Kadar pa je A\; = \g, je tudi eM® = 27 torej smo nasli samo eno
resitev. Izkaze se, da potem za drugo resitev lahko vzamemo funkcijo
xeM?® = ze*?®. Velja namrec

(ZL’S)‘x)// . p(xe)‘“’”)’ o q(xe)\x) —
= (22 + 20e™) — p(zAe? + M) — g(ze”) =
= (2N =pA—q) + (2A = p)) e

kar je enako ni¢, ce je A = A\; = \o. ResSitvi y; = e
linearno neodvisni.

/\1 /\1$

T in yy = xe™'* sta

Primer. Diferencialna enacba

y' =4y +4y =0
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ima karakteristi¢cno enacbo A* — 4\ +4 = 0. Resitvi te enacbe sta
A1 = Ay = 2. Splosna resitev te diferencialne enacbe je torej
y = C1e* + Cyze™.
V primeru, ko sta karakteristiki A\; in Ay kompleksni, postopamo
takole. Najprej zapisemo Ao = a %+ (37, kjer sta o in 3 realni Stevili
ter i = y/—1 imaginarna enota. Definirajmo y; = e** cos(fz) in y =

e sin(fx). Ocitno sta funkeiji y; in yo linearno neodvisni. Pokazimo
Se, da resita diferencialno enacbo. Iz

0= (a=x i)’ —plaEfi) —q=(a® — 7 —pa — q) £ (203 — pP)i

sledi, da je a® — 32 — pa — g = 0 in 2a3 — pB = 0. Torej je

i — Py —ay =

= (a? — 32 — pa — q)e*® cos(Bz) — (208 — pB)e*” sin(Bx) = 0
in

Ys — DY — QY2 =

— (a2 — 2 — pa — q)e™ sin(Bz) + (203 — pB)e™ cos(x) = 0.
Primer. Diferencialna enacba

y'+2y +2y =0

ima karakteristi¢éno enac¢bo A\24+2\+2 = 0, katere resitvi sta \; = —1+1
in Ay = —1 — 4. Splosna resitev diferencialne enacbe je torej

y = Cie “cosx + Che” sinx.

Za splosno resitev diferencialne enacbe y” = py’ + qy imamo torej
tri moznosti:

koeficienta | karakteristiki splosna resitev

p2 + 4(] >0 )\1, Ay € R, A1 % Ao Yy = Cle)\lx + CQBAZx
p2 + 4(] =0 )\17 Ay € R, AL = XAy Yy = 016)\123 -+ CQJ?G)‘NC
pPP+49<0| Ma=a+x5i,6#0]|y=Cre* cos(fx) + Cae®” sin(fx).

15.5. DusSeno nihanje

Kroglica z maso m je pritrjena na vzmet s koeficientom k. Od-
maknimo jo za xy od mirovne lege in spustimo. Zanima nas, kako se
potem giblje. Oznac¢imo z x = x(t) odmik kroglice od mirovne lege v
trenutku ¢. Oznac¢imo z v(t) = 2/(t) trenutno hitrost in z a(t) = 2" (¢)
trenutni pospesek kroglice. (Fiziki za prvi odvod po ¢asu namesto z’

dx

raje uporabljajo oznako & ali 9¢, za drugi odvod po casu pa namesto

. e . q2
2" raje oznako & ali %)
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Za zacetek predpostavimo, da na kroglico deluje samo sila vzmeti
F,. Po Hookovem zakonu je F, = —kx. Negativni predznak nas
opozarja, da je smer sile nasprotna smeri odmika. Po drugem Newto-
novem zakonu je potem F,, = ma, kjer je a trenutni pospesek kroglice.
Velja torej

7 = —Ex.
m

To je linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi koefi-
cienti. Njeni karakteristiki sta A\ o = Fiwp, kjer je wy = \/% Splosna
resitev se potem glasi

T = Cl COS(WOt) + CQ Sin(th).

Konstanti €} in C5 lahko dolo¢imo iz zacetnih pogojev. Prvi pogoj
pravi, da je zacetni odmik enak zg, torej je g = x(0) = C;. Drugi
pogoj pravi, da je zacetna hitrost enaka nic, torej je 0 = 2/(0) = woCy,
se pravi Cy = 0. Resitev nase naloge je torej

xr = xg cos(wot).

Upostevajmo sedaj Se upor zraka. Predpostavimo, da je sila upora
zraka sorazmerna trenutni hitrosti kroglice, se pravi F,, = —bv, kjer je b
konstanta. Predznak nas opominja, da je smer upora zraka nasprotna
smeri gibanja. Iz enacbe F,, + F, = F' = ma sledi

" b k

Tr = ——ZE'/ — —X.
m m

Tudi to je homogena linearna diferencialna ena¢ba drugega reda s kons-
tantnimi koeficienti. Njeni karakteristiki sta

__b bk gy e
Alg = Qmi (Qm) o B £/ 0% — wp,

kjer smo oznacili § = % inwy = \/g . Oglejmo si tri primere: 5 > wy,
8 =wpin B < wp.
V prvem primeru sta karakteristiki realni in razli¢ni, torej je

x = C1eMt + Che?t,

[z zacetnih pogojev sledi g = x(0) = C; + Cy in 0 = 2/(0) = C1 A\ +
Co)s. Odtod sledi €y = 2220 in €, = — 220 Odtod sledi

A2—A1 Ao—A1’

)\26)‘” — )\16)‘2t
Tr = Zg.

A2 — A\




284 15. DIFERENCIALNE ENACBE DRUGEGA REDA

Ker sta obe karakteristiki negativni, je lim xz(¢) = 0. Poleg tega za

t—o0
vsak ¢ > 0 velja
€A2t—€>\lt
"t) = —MAdg—— <0
z'(t) 12)\2_)\1 ]

torej je resitev vsekozi padajoca. Odtod sledi, da se kroglica priblizuje
mirovni legi, je pa nikoli ne precka.

X

Xo

t

V drugem primeru sta karakteristiki realni in enaki, torej je
x = Cre P 4+ Cyote ™.

Iz zacetnih pogojev sledi xy = z(0) = Cy in 0 = 2/(0) = —BC; + Oy,
torej je
z = (14 Bt)e xg

Ker je 6 > 0, je tlim x(t) = 0. Za vsak t > 0 velja

2'(t) = —B*e P <0,

torej je resitev spet padajoca.

X

Xo

t

V tretjem primeru sta karakteristiki kompleksni. Velja A\j o = =3+
iwo, kjer je Wy = /w3 — B2. Torej je

x = Cre P cos(wot) + Coe P sin(wot).
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Iz zacetnih pogojev sledi 29 = x(0) = C} in 0 = 2/(0) = —BC, + @ Cy,
sledi

x = zoe " (cos(wot) + ,ﬁ sin(@wot)).
Wo
Tudi tokrat je tlim z(t) = 0, vendar resitev ni padajoca, ampak niha z
krozno frekvenco @y. Cas enega nihaja je torej ?TZ

X

Xo

15.6. Splosna homogena linearna diferencialna enacba
drugega reda

Kadar p(x) ali ¢(z) ni konstantna funkcija, je iskanje resitve enacbe
y' =px)y +a(z)y

precej bolj zahtevno. Ce sta na primer p(z) in ¢(z) racionalni funkciji,
ki nimata pola v tocki ni¢, lahko eno resitev poistemo z nastavkom
y =Y, cat, kjer so ¢; neznani koeficienti, ki jih dolo¢imo s pomocjo
diferencialne enacbe. Vcéasih lahko s to metodo pois¢emo tudi drugo
resitev, ki je linearno neodvisna od prve.

Primer. Oglejmo si najprej primer

2z 2
p(z) = T _3r 41 q(z) =

Ko ena¢bo pomnozimo z 2x? — 3z + 1, dobimo
(227 — 3z + 1)y + 229/ — 2y = 0.

Ko vstavimo

(e 9] o0

o0
i / il " " i-2
Yy = E i, = E i, Y= E i(i — 1)ea'™,

=0 =0 i=0
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dobimo
0 = (222 =3z + 1)y + 22y — 2y
= (227 =3z + 1)) 0yi(i — Va2 + 2z )y 2 i =237 ¢t
= 23 72y — )sz _321 0@t = D™t + 372 (i — 1) o'+
+23 0 et — 2307 '

Poskrbimo sedaj, da bo v vseh vsotah nastopal x?. To storimo tako,
da v drugi vsoti zamenjamo 7 z 7 + 1, v tretji pa ¢ zamenjamo z 7 + 2.
Dobimo

0 = 2EEili - o' ~3X 0+ Vicwa's
+> (z+2)(z—|—1)cl+2x + 232 et — 2y 2 et
= 2 2 i1 — e’ =332 (i + 1)zcz+1zx +
+ 320 (( 4+ 2) (@ + D)ejpor’ + 23 oo giciat =237 et
= >0 (2t —1)e; = 3(i + 1)iciyr + (14 2) (0 + 1)¢ipo + 2ic; — 2¢;)

Odtod sledi, da morajo biti vsi koeficienti v zadnji vrsti enaki ni¢, se
pravi

0 = 2i(i —1)e; —3(i + Vicipr + (0 4+ 2) (i + 1)cipa + 2ic; — 2¢;
= (22— 2)¢; — 3(i + V)i + (i + 2)(1 + 1)cige
= (i+1)(2(¢ —1)e; — 3iciyr + (i + 2)ciza).

Odtod sledi

3i 21 — 2
C; = ——C; - Ci,
2 TG T T
torej lahko vse ¢; izrazimo s ¢y in ¢;. Za 1 =0,1,2,3,... dobimo

¢ =0+ co = ¢,
3 =+ 0=cy = cyp,

_ 3 1. _ 3 1.
C4 = 5C3 — 5C2 = 5C0 — 5C0 = Cop,

_9 4. 9 4, _
Cs = 5C4 — 5C3 = £Co — 5C0 = Co,

Z indukcijo lahko pokazemo, da je ¢; = ¢y za vsak ¢ > 2. Dokazali smo,
da je
y = Yo,art =co+ar+ cr? + cord + cort + oz’ + ..
= (et —co)r+eo(l+x+a?+a3+at+254+..)

— 1
= (Cl — C()).Z’ + COE.
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S tem smo pokazali, da sta y; = z in y, = ﬁ resitvi gornje diferen-

cialne enacbe. Oc¢itno sta ti reSitvi linearno neodvisni.

Ce prvo resitev y; nekako uganemo, potem lahko s pomocjo formule

ef p(z)dx
Y2 =11 / ——— dx.
Y1

vedno izracunamo tudi drugo reSitev. Poleg tega sta resitvi y; in ys
vedno linearno neodvisni.

Dokaz: Najprej se moramo prepricati, da je ys res resSitev diferencialne
enacbe 3y’ = p(x)y’ + q(z)y. Oznacimo

w = efp(ﬁl?)dx, z = / % dx’ Y2 = zwW.
Y1

Potem je

vy — p(x)yy — q(2)y2 = (112)" — p(x)(Y12) — q(2)(y12) =
=iz + 2017 + 12" —p(x) Y1z + i) —q(z)yz =
= (1 —p(@)y1 — q(x)y1)z + 2y — p(x)y1)2’ + 12" =

o2 o, ’
=0+ (244 — playn) 5+ U =

1.0,2 _ + /
= —p(x)ylﬁ +ylwy§/1 = p(xz)/iu = =0.

Torej je yo res resitev gornje enacbe. Preveriti moramo Se, da y; in yo nista
linearno odvisni, se pravi, da z ni konstantna funkcija. Ker funkcija w nima
nicel, je namre¢ 2’ # 0 v vsaki tocki. O

Primer. Ce je \; realna karakteristika diferencialne enacbe 3 = py’ +
qy, kjer sta p, ¢ konstantni, potem za y; = e*® velja:

dx e)\ x
yl/efi dx:{ Mo M F A

A x
Y1 !

xre s /\1 = /\2.

Primer. Ce uganemo, da je y; = x reditev enacbe y” = p(x)y’ + q(z),
kjer je p(z) = —29&2_2#“ in ¢(x) = m, potem za drugo resitev

dobimo

efp da R .
v 7 d:c—xf—Qd:c—
eln(2z—1)—2In(z—1)
:xf—dl‘—xf 2z—1 dI‘_

(z—1)z?
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15.7. Nehomogena linearna diferencialna enacba drugega
reda

V tem razdelku se bomo ukvarjali z diferencialno enacbo drugega

reda
y" =p(@)y + qlx)y + (),

kjer funkcija r(z) ni nicelna. Vemo, da je splosna resitev oblike y =
Yp + Yn, kjer je y, splosna resitev pripadajoce homogene enacbe, v, pa
ena od resitev nehomogene enacbe.

Oglejmo si, kako poiscemo y,, kadar poznamo yj,. Ce sta y; in ys
znani linearno neodvisni resitvi pripadajoce homogene enacbe, potem
Yp 15¢emo z nastavkom

1o(2) = CL@ () + Col@)ya(),
kjer sta Cy(z) in Cy(x) neznani funkeiji, ki ju moramo Se dolociti. Ko
ta nastavek vstavimo v nehomogeno enacbo, dobimo

r(@) =y, —p(@)y, — q(x)yp =

= Clyr +2C1y; + Cryf + Cilya +2C5y5 + Coyy—

—p(2)(Ciyr + Cryy + Caya + Coys) — q(2)(Cryr + Caya) =

= Gyl — p(@)yr — q(x)yn) + Calys — p(2)ys — q(x)y2)+

+CTy1 +2C1yy + C3ya + 2C5y5 — p(x)Clyr — p(x) Caye.

Ker sta y; in y, resitvi homogene enacbe, sta prva dva oklepaja enaka
ni¢. Ostanek malo predelamo, tako da dobimo

r(z) = (Clyr + Coyz)" — p(w)(Crys + Coyz) + (Cryh + Coyh).
Dobili smo torej eno zvezo za dve neznani funkciji C] in CY, torej
dobimo neskoné¢no resSitev. Najpreprostejsa je tista resitev, pri kateri
je

Ciyr + Coy2 = 0,
saj ostane samo
Ciyr + Coyy = ().
Dobili smo torej sistem dveh linearnih enacb za C7 in Cf. Ta sistem
znamo resiti:

Y2 ! T

T ) Cy = Y
Y192 — Y1Y2 Y192 — N2
Dobljeni formuli za C{ in C} nato integriramo, tako da dobimo C} in
C5. Dobljeni formuli za C in Cy nato vstavimo v y, = Ciy; + Cays.

Cl =

Primer. Poiséi splosno resitev diferencialne enacbe

y// + 4y/ +4y — (1‘2 4 1)67295.
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Najprej poiscemo dve linearno neodvisni resitvi pripadajoce homogene
enacbe 3" + 4y’ + 4y = 0:
—2z —2z

Sedaj izra¢unamo
_ / / __—Ax
W=UWNYs —Yr1Yy2=¢ .

Odtod sledi

Cl=-"2_ o 2 i =L o142
w w
7 integriranjem dobimo
2 4 3
01:—%—%4—1)1 n 02:$+%+D2,

kjer sta D; in Dy poljubni konstanti. Splosna reSitev nehomogene
enache je
4 3

? oz x
y=Cry1+Coys = (—7—Z+D1)€72x+(aﬁ+§+D2)$€72m = YptUn,
kjer je
2 4 3
1
yp=(— % — %)672@« + (z+ %)xe’m = Ex2(x2 +6)e "

ena od resitev nehomogene enacbe,

Yn = Diy1 + Days,
pa splosna resitev homogene enacbe.
Metoda za iskanje y,, ki smo jo ravnokar spoznali, je racunsko zelo

zahtevna. Vcasih je lazje uganiti y, s kakim preprostim nastavkom.
Enega takih si bomo ogledali v naslednjem razdelku.

15.8. Vsiljeno nihanje

Energijo, ki jo kroglica izgubi zaradi dusenja, lahko nadomestimo
z zunanjo silo. Recimo, da kroglica na zacetku miruje v mirovni legi,
nato pa zacnemo nanjo delovati s silo F'(t) = Fysin(wt). Podobno kot
zgoraj dobimo diferencialno enacbo

b k F
2" = ——a2' — —z+ —sin(wt).
m m- m

Ko uvedemo oznake 8 = &, w2 = £ in Ay = £, dobimo
2m>’ 0 m m’
2" + 282" + wir = Agsin(wt).
Eno od resitev te enacbe lahko poiséemo z nastavkom

xp(t) = By cos(wt) + By sin(wt),
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kjer sta By in By neznani konstanti. Ko ta nastavek vstavimo v
enacho, dobimo (—Byw? +28Byw + B1w}) cos(wt) + (— Bow? — 23 Bjw +
Byw?) sin(wfB) = Agsin(wt). Ko primerjamo koeficiente pri cos(wt) in
sin(wt), dobimo sistem enacb:
—Blw2 + 26320} + Blwg = O, —BQW2 - QﬁBlw + ngg = AQ.
Odtod izracunamo
2A0ﬁw

(26w)? + (w? — w§)?

Splosna resitev enacbe je potem oblike

Ap(w? — wd)

br=- @B + (@ — R

in BQZ—

T = Tp+ Tp,
kjer je zj splosna resitev pripadajoce homogene enacbe. Vemo, da je
zp(t) = e P (C’l cos(wot) + Cy sin(wot)),
kjer je wo = \/wi — [32. Iz zacetnih pogojev
z(0)=0 in 2/(0)=0

sledi, da je

2Aoﬁw
(26w)? + (w? — w§)?’

Blﬂ + BQ(U . AO%(252 + w? — wg)
o (26w)+ (W —wg)?

Cl :—Bl -

CQ ==

Iskana resitev torej je
20w cos(wt) + (w? — wd) sin(wt)
(26w)? + (w? — wj)?
W _ 3200 cos(@ot) + (26° + w? — wp) sin(wot)
+A0T€ 3 .
o (26w)? + (w? — wp)?
Pri velikih ¢ je drugi clen (to je zp,) zelo majhen, torej se lahko omejimo
na prvi ¢clen (to je z,). Clen z, lahko preoblikujemo v

Ao

z,(t) = — NG e (sin(wt) cosd,, + cos(wt) sind,),
kjer je
cosd, = 2pw in  sind, = wh v :
T B+ (R RV/CL
Torej je

z,(t) = — Ay sin(wt + 0,,),
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kjer je
A 20w
A, = 0 in ¢, = arctg %
V(2Bw)? + (w? — w})? W — Wy
Pri velikih ¢ torej kroglica niha s krozno frekvenco w in amplitudo
A,,. Najvec¢jo amplitudo kroglica doseze, ko je w = wnax, Kjer je

Wiax = \/wd — 232.

V tem primeru pravimo, da je kroglica v resonanci. Tedaj je A, =
Anax, kjer je

Amax =

Recimo, da je § = wy/10. Potem Am$-------------r-i--a--f--p7
j€ Wmax ~ 0.99wg. NariSimo graf

funkcije « = z(t) v primerih: /\

® W = Wpax (desno), t
® W = 2w« (spodaj) in \/ \/ \/

® W = twpax (desno spodaj).

,Amix ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
X X
J e J e
\VASV t t
A e i B

15.9. Sistemi diferencialnih enacb prvega reda

Standardna oblika sistema dveh diferencialnih enacb prvega reda je
y = flz.y,2),

Z, = g(x7 y? Z)?

kjer sta f in g dani funkciji treh spremenljivk, y = y(z) ter z = z(x) pa

neznani funkciji, ki ju is¢emo. Ce iz prve enacbe izrazimo z in ga vs-

tavimo v drugo enacbo, dobimo diferencialno enacbo drugega reda za y.

Ce znamo resiti to enacbo, potem dobimo z iz gornje izrazave. Splosna

resitev tega sistema je torej oblike y = ¢(x, C1,Cy), z = ¢ (x, C1, Cy).

OpOMBA. Velja tudi obratno. Diferencialno enacbo drugega reda
y" = h(x,y,y’) lahko prevedemo v sistem dveh diferencialnih enacb
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prvega reda z uvedbo pomozne spremenljivke z = 1. Dobimo sistem
y =z, 2 =h(z,y,2).
Primer. Poisci splosno resitev sistema diferencialnih enacb

'=2y+ 2
2 =2y + 3z.

Iz prve enacbe izrazimo z = 3’ — 2y in ga vstavimo v drugo enacbo.
Dobimo (y' — 2y)" = 2y + 3(y' — 2y). Ko uredimo, dobimo

y" — 5y + 4y = 0.
Karakteristiki te enacbe sta A\; = 1 in Ay = 4. Njena splosna resitev je
torej

y = Cre” + Cye'®.
Sedaj lahko izra¢unamo tudi

2=y — 2y = —C1e” + 20,e®.

Primer. Poiséi splosno resitev sistema diferencialnih enach

Y =y
2 =Pz
Iz prve enacbe izrazimo

y/
S\

in ga vstavimo v drugo enacbo. Dobimo

1 (2’)’ g Y
2. /¥ Y Y
y

Odtod sledi

y/ , 3 y/

=) =2y°(—).

Ly =2(Y)
Po formuli za odvod kvocienta je

(y_,)/ _ y'y — (3/)2.
y y?
Iz obeh formul sledi
vy — ()" = 2y"y.
Spomnimo se, da tako enac¢bo resujemo z nastavkom y’' = u(y), kjer je
u neznana funkcija in da velja " = uu’. Enac¢ba potem preide v

u'y — u? = 2ytu.
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Odtod sledi, da je bodisi u = 0 bodisi u'y —u = 2y*. V prvem primeru
je

y' =0,
torej je y konstantna funkcija,
y=C.
Odtod sledi
z = 2, =0.
Y
Bolj zanimiv je drugi primer. Najprej opazimo, da je (%)/ = 22,

odkoder po integriranju dobimo % = % + C, se pravi

2 4
y ="+ 0y
3
Sedaj lo¢imo spremenljivke in integriramo. Po krajSem racunu dobimo
ny _ In(3C+2y43)

o — —3c— = o+ D. Ko pomnozimo z 3C in na obeh straneh

uporabimo eksponentno funkcijo, dobimo 301% = 3C@+D) odkoder

lahko izrazimo
3C €3C (z+D)

Y = gty
Torej je
3(3C (z+D)

= \l \/ 1 — 2€3C(x+D

splosna resitev gornjega sistema.

Véasih iSéemo tako reSitev sistema

v = fz,y,2), 2 =glxy,z)

ki zadosca zacetnemu pogoju

?J(ZUO) = Yo, Z(ivo) = 20,

kjer so xg, Yo, 29 dana Stevila. Temu pravimo zacetna naloga.

Tocno resitev zacetne naloge dobimo tako, da najprej poiséemo
splosno resitev sistema, nato pa s pomocjo zacetnih pogojev dolo¢imo
neznani konstanti. Ce je splosna resitev oblike y = ¢(z,Cy,Cs), 2z =
(x, Cy,Cy), moramo torej resiti sistem enacb yy = ¢(xg, C1, Cs), 20 =

¢<I0; Clv CZ)
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Priblizno resitev zacetne naloge dobimo z prilagoditvijo Eulerjeve
metode. Najprej si izberemo dolzino koraka h in stevilo korakov N. V
prvem koraku potegnemo daljico iz tocke (xg, yo, 20) v tocko

(1,91, 21) = (o + h, yo + f(x0, Yo, 20) 1, 20 + g(T0, Yo, z0)h).

V drugem koraku potegnemo daljico iz tocke (x1,y1,21) v tocko

(@2, Y2, 22) = (1 + hyy1 + f(z1, 91, 210)h, 21 + g(21, 91, 21)R).

S tem postopkom nadaljujemo, dokler ne pridemo v toc¢ko (xy, yn, 2x)-
Dobili smo lomljenko skozi tocke

($0> Yo, ZO)) (1’17 Y1, 21), (96’27 Yo, 22), cees («’L’N7 YN, ZN)

Ta lomljenka je priblizek za graf resitve z +— (y(x), z(x)).

Priblizek za graf neznane funkcije y(z) je torej lomljenka skozi
tocke (zo,y0), (1,¥1), (T2,y2), - ., (xn,yn), priblizek za graf neznane
funkcije z(z) pa je lomljenka skozi tocke (xo, 20), (21, 21), (22, 22), ...,
(N, 2N).

15.10. Vprasanja za ponavljanje

(1) (Diferencialne enacbe drugega reda z lo¢ljivimi spremenljivkami)
Resujemo diferencialno enacbo oblike y” = g(y')h(y), kjer sta
g in h dani funkciji.

(a) Kateri nastavek uporabimo?

(b) Katero diferencialno ena¢bo dobimo, ko nastavek iz (a)
vstavimo v ¢ = g(y')h(y)?

(c¢) Kako resimo diferencialno enacbo iz tocke (b)?

(d) Kako s pomogjo resitve iz tocke (c) dobimo resitev enacbe
y" = g(y)h(y)?

(2) (Linearna diferencialna enacba drugega reda s konstantnimi
koeficienti) Naj bosta p in g realni tevili in f(x) zvezna funkcija
ene spremenljivke.

(a) Kako poiséemo splosno resitev diferencialne enacbe y” =
Yy +qy?

(b) Kako poiséemo partikularno resitev diferencialne enacbe
y' =py +qy+ f(x)?

(c¢) Kako poiséemo splosno resitev diferencialne enacbe y” =
py +aqy+ f(x)?

(3) (Splosna linearna diferencialna enacba drugega reda)

Naj bodo p(x), ¢(z) in r(z) dane racionalne funkcije, ki nimajo
pola v tocki nic.
(a) Kako poiscemo prvo resitev enacbe y" = p(z)y’ + q(z)y?
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(b) Kako izrazimo drugo resitev enacbe " = p(z)y’ + q(z)y s
pomocjo prve?

(¢) Kako poiséemo splosno resitev enacbe vy’ = p(x)y'+q(x)y+
r(z)?

(4) (Zacetna naloga za diferencialne enacbe drugega reda)

(a) Kako podamo zacetne pogoje za diferencialno enac¢bo dru-
gega reda?

(b) Kaksen je geometrijski in fizikalni pomen zacetnih pogo-
jev?

(c) Opisi, kako toéno resimo zacetno nalogo!

(d) Opisi, kako priblizno resimo za¢etno nalogo!

(5) (Sistem linearnih diferencialnih enacb prvega reda s konstant-
nimi koeficienti) Naj bodo a, b, ¢, d realna stevila in f(x), g(z)
zvezni funkciji ene spremenljivke.

(a) Kako prevedemo sistem y' = ay + bz, 2/ = cy + dz na
homogeno linearno diferencialno enacbo drugega reda?

(b) Kako prevedemo sistem y' = ay + bz + f(x), 2 = cy +
dz 4+ g(x) na nehomogeno linearno diferencialno enacbo
drugega reda?

(c) Kako prevedemo linearno diferencialno enac¢bo drugega
reda na sistem dveh diferencialnih enacb prvega reda?

(6) (Zacetna naloga za sistem diferencialnih enacb prvega reda)

(a) Kako podamo zacetne pogoje za sistem diferencialnih e-
nacb prvega reda?

(b) Kaksen je geometrijski in fizikalni pomen zacetnih pogo-
jev?

(c) Opisi, kako toéno resimo zacetno nalogo!

(d) Opisi, kako priblizno resimo za¢etno nalogo!



