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@ govorilna ura: po dogovoru
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@ domaca stran predmeta: spletna ucilnica
@ asistentka: Selena Praprotnik

@ vaje ta teden odpadejo
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@ 2 kolokvija

@ 3 pisni izpiti

@ domace naloge
@ ustni izpit

Pisni izpit lahko opravite s kolokviji. Domace naloge prinesejo
20% pisne ocene, pisni izpit ali kolokviji pa 80% ocene.
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Pogosta vprasanja

@ na kolokviju ali izpitu imate lahko priro¢nik, kalkulator in 2
A4 lista

@ pisno oceno lahko enkrat popravljate (velja boljSa ocena),
naslednji¢ velja zadnja ocena

@ pisna ocena velja do konca Studijskega leta
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Numericna matematika

Numeri¢na matematika se ukvarja z razvojem in analizo
algoritmov za numeri¢no reSevanje matematicnih problemov.

Ukvarjali se bomo z naslednjimi problemi:
@ linearni sistemi: Resi:
31 +2x =7,
—4x1 4+ 5x = 3.
@ nelinearne enacbe in sistemi: Resi:
logx + x = 0.
@ linearni problem najmanjsih kvadratov: Resi:
3x1 +2x =7,
—4x1 +5x2 = 3,
3X1 +2x0 = —2.

- Pois¢i premico, ki se najbolje prilega danim to¢kam.
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@ interpolacija: poisc¢i polinom, ki gre skozi toCke
(1,3),(2,5),(4,-1),(5,2).

@ Bézierove krivulje: zapis polinomske krivulje, posebe;
primeren za grafi¢no oblikovanje

@ integriranje: izraCunaj integral

2 At
e

= dt.
/1 t
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Numeric¢no reSevanje

Numeri¢no reSevanje pomeni, da resitev problema iS¢emo v
numeriéni obliki, in ne eksaktno. Naprimer namesto /3
racunamo 1.7320....

Numeri¢na metoda je postopek, s katerim iz vhodnih
numeri¢nih podatkov s kon¢nim zaporedjem elementarnih
operacij izracunamo numericni priblizek za rezultat dolo¢enega
problema.

Elementarne operacije so odvisne od okolja, mi bomo pod to
steli +, -, *, /in V-

Uporabljali bomo program Octave.
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Numeri¢no racunanje

Numeri¢no raCunanije se razlikuje od eksaktnega, ker obic¢ajno
na racunalniku racunamo s Stevili, predstavljenimi s premi¢no
piko (plavajoco vejico).

Primer: 100 « (100/3 — 33) — 100/3
Nepri¢akovano dobimo (Octave) 2.34479102800833¢e — 13.

Za osnovne racunske operacije naj bi veljala asociativnost,
toda npr. za

x = 0.1234567890

y = 0.0987654321

z=0.9911991199

dobimo

Xxyxz—z%y*x=173472347597681¢ — 18
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Uporaba numeri¢nih metod

Ko drugih mozZnosti ne poznamo, npr.:
@ iskanje ni¢el polinoma pete stopnje x° +3x —1 =0,
@ reSevanje enacbe: x +Inx =0,
@ raCunanje dolo¢enega integrala: f01 e dx,
@ pri vecini nelinearnih enacb, diferencialnih enacb,...

Kadar so bolj preproste od analiti¢nih resitev, npr.:
@ Cardanove formule za nicle kubiCnega polinoma.
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Prevedba na lazji problem

Glavni princip numeri¢nega reSevanja problema je, da namesto
podanega tezkega problema reSujemo lazji problem, ki ima ali
enako resitev ali pa se resitvi ne razlikujeta dosti. Npr.:

@ neskoncne procese nadomestimo s kon¢nimi,
@ nelinearni problem nadomestimo z linearnim,

@ zapletene funkcije aproksimiramo z enostavnejsimi, npr. s
polinomi.
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Dobra numeri¢na metoda

Glavne zahteve za dobro numeri¢no metodo:

@ zanesljivost: na enostavnih problemih vedno deluje
pravilno.

@ robustnost: obiCajno deluje na tezjih problemih, kadar pa
ne deluje, vrne informacijo o tem.

@ natancénost: izracuna reSitev tako natancno, kot je to
mozno glede na natan¢nost podanih zacetnih podatkov.

@ ekonomicnost: ¢asovna (Stevilo operacij) in prostorska
(poraba spomina).

@ uporabnost: lahko jo uporabimo na Sirokem spektru
problemov.

@ prijaznost do uporabnika: je dobro dokumentirana in ima
enostaven uporabniski vmesnik.
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Numeri¢ne metode se stalno razvijajo. Razlog:
@ novi problemi,
@ novi pristopi in novi algoritmi,
@ razvoj racunalnikov,
@ razvoj paralelnih raCunalnikov.
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Absolutna in relativna napaka

Pri numeri¢nem racunanju izraCunamo numericni priblizek za
tocno resitev problema. Razlika med priblizkom in to¢no
vrednostjo je napaka priblizka. Lo¢imo absolutno in relativno
napako:

absolutna napaka = priblizek - to€na vrednost,

absolutna napaka
to€na vrednost -

Naj bo x to¢na vrednost, X pa priblizek za x.
@ Ceje X = x + da, potem je dy = X — x absolutna napaka.
o CejeX = x(1 + d;) potem je d; = ¥ relativna napaka.

relativna napaka =
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Obcutljivost problema

Ce se rezultat pri majhni spremembi podatkov (motniji oz.
perturbaciji) ne spremeni veliko, je problem neobcutljiv, sicer pa
je obcutljiv. Npr.
X+y=2 o
X_y:0:>xfyf1.
Zmotimo desno stran:
X+ y =1.9999
x —y =0.0002
Ta sistem je neobcutljiv.

X +0.99y = 1.99
0.99x + 0.98y = 1.97

Zmotimo desno stran:

x +0.99y = 1.9899
0.99x + 0.98y = 1.9701

Ta sistem je zelo obcutljiv.

= x = 1.00005, y = 0.99985.

= x=y=1.

— x =297,y = —-0.99.
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Wilkinsonov zgled

Polinom
p(x) = (x —1)(x —2)---(x — 20) = x** — 210x"% 4 ... 4 20!
ima ni¢le 1,2, ..., 20, polinom
g(x) = p(x) —27%x™®
pa ima nicle
X9 = 8.91752
X10,11 = 10.0953 + 0.64310/
X16,17 = 16.7307 + 2.81263/

X18,19 = 19.5024 + 1.94033/
Xo9 = 20.8469

Majhna motnja povzroci velike spremembe.
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Racunalniske simulacije

Stevilne fizikalne, tehnoloske, in druge procese lahko
simuliramo na raCunalniku. Postopek je sestavljen iz naslednjih
korakov:

@ razvoj matemati¢nega modela,

© razvoj numeri¢nih metod za numeri¢no reSevanje modela,

© implementacija numeri¢nih metod,

© simuliranje procesov z racunalnikom,

@ predstavitev dobljenih numeri¢nih rezultatov v pregledni
obliki,

© analiza dobljenih rezultatov, po potrebi se vrnemo na
enega izmed prejsnjih korakov.
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Zgled - model mosta Golden Gate

Modelirati je potrebno most Golden Gate v San Franciscu za
realne podatke. Most (200000{on) nosijo jeklene vrvi premera
92cm, napete na 230m stebre, nanje so v enakomernih
razmikih pritrjene vertikalne vrvi, ki nosijo most.

Resevati je potrebno sisteme nelinearnih enacb.
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Zgled - tracnica

Imamo 150m dolgo tracnico, ki je na obeh koncih trdno vpeta.
Zaradi velike vroCine se traCnica raztegne za 1cm in se dvigne
v obliki kroznega loka. Na 8 decimalk to¢no izracunaj, kolikSna
je maksimalna oddaljenost od tal.

Odgovor: 75.00074999cm.

Resiti je potrebno nelinearno enacbo.
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Dinamic¢ni zgled

@ modeliranje vrste na banki

vvvvv

@ avtomatski pilot v letalu
@ vodenje robota
° ...
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Zapis Stevil v premicni piki

V racunalniku so Stevila zapisana v premicni piki kot
X =+m- b,

kijer je m=0.ci¢c> ... c; mantisa in
@ b: baza (2, lahko tudi 10 ali 16),
@ f: dolzina mantise,
@ e: eksponentv mejah L < e < U,
@ c;: Stevke vmejahod 0 do b — 1.

Ce je ¢y # 0, potem je Stevilo normalizirano, sicer pa
subnormalizirano.

Zapis oznacimo s P(b, t, L, U).

Npr. 0.1101 - 22 = 3.25.
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Zgled

Vsa normalizirana pozitivha predstavljiva Stevila iz mnozice
P(2,3,—1,1) so:
0.100,-2-' =0.2500 0.100,-2° =0.500 0.100,-2' = 1.00
0.101,-271=0.3125 0.101,-2°=0.625 0.101,-2' =1.25
0.110,-27'=0.3750 0.110,-2° =0.750 0.110,-2' =1.50
0.111,-271=0.4375 0.111,-2°=0.875 0.111,-2' =1.75
Subnormalizirana Stevila (mozna le pri najmanjSem
eksponentu) so:

0.011,-2-1=0.01875

0.010,-2-' =0.01250

0.001, - 271 = 0.00625
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Standard IEEE

@ single: P(2,24,—-125,128), Stevilo je shranjeno v 32 bitih,
predznak:1, eksponent: 8, mantisa: 23
(C2C3...04(C1 = 1))

@ double: P(2,53,—-1021,1024), stevilo je shranjeno v 64
bitih, predznak: 1, eksponent: 11, mantisa: 52
(C2C3...C53(C1 = 1))

@ obstajajo posebna Stevila 0, 0o, —oco in NaN.
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Zapis predstavljivih Stevil (enojna dolzina)

Naj bo s predznak, 0 < e < 255 eksponent, in 0 < f < 1 Stevilo

0.coC3. .. Cog. Velja:

0 < e< 255 | poljuben f | x = (—1)S(1 + f) - 28127
e = 255 f=0 X=(-1)5 o0
e =255 f#0 x = NaN
e=0 F=0 X=(-17°-0
e=0 FZ0 | x=(1)p.(0+f .2 %

Primeri pozitivnih Stevil:

e f Stevilo
10000010 | 01100000000000000000000 | x = (1 + 22 + 2—3) . 2180— 127 _ {3
71111111 | 00000000000000000000000 X = oo
7111111 | 01011010100000000000000 X = NaN
00000000 | 00000000000000000000000 X=0
00000000 | 00000100000000000000000 x=20.2"186 _p—T%
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Natancnost IEEE zapisa v dvojni dolzini

@ po molekularni fiziki je v metru zraka (daljica) priblizno
3 - 108 molekul

@ obseg Zemlje je priblizno 4 - 107 metrov, torej je v krogu
okrog Zemlje okrog 10'® molekul.

@ med 1 in 2 je 252 §tevil v premicni piki (priblizno 1078).

@ Ce postavimo krog okrog Zemlje s koordinatnim sistemom
med 1 in 2, bodo Stevila v premicni piki razporejena
priblizno tako gosto kot molekule zraka.
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Osnovna zaokrozitvena napaka

Stevila, ki niso predstavljiva, predstavimo s priblizki, ki jih
dobimo z zaokrozanjem. Naj bo x Stevilo in fl(x) najblizje
predstavljivo Stevilo. Velja

fl(x) =x(1+4), in|d| < u,
kjer je
LR
u= 2b

osnovna zaokrozitvena napaka:
@ single: u=2"2*=6-1078,
@ double: u=2"3=1.10"16,
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Ce stevilo x leZi znotraj intervala predstavijivih stevil, velja

Ifl(x) — x| u
< ~
| x| ~1+4+u
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Racunanje v IEEE aritmetiki

Standard IEEE zagotavlja, da velja:
@ fl(xoy)=(xoy)(1+9),|0|<uzao=+,—x,/,
o fi(VX) = vx(1 +6),18] < u.
Izjema je, Ce pride do prekoracitve (overflow) ali podkoracitve

(underflow) obsega predstavljivih Stevil. V tem primeru dobimo
po IEEE:

@ prekoracitev: +oo,
@ podkoracitev: 0.
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Nesreca rakete Ariane

4. junija 1996 je pri prvem poletu rakete
Ariane 5 priSlo do nesreCe: raketa je po
40 sekundah zavila s poti in eksplodirala.
Do nesrece je prisSlo zaradi prekoracCitve
obsega. Ker program ni imel testiranja
prekoracitve, se je sesul, s tem pa tudi
celoten polet.

Program, ki je povzroCil napako, je priSel
iz programa za starejSo Ariane 4. Tokrat
je mocnejSa raketa povzrocila, da so bile
izmerjene koliCine prevelike in prislo je do
prekoracitve obsega.

Vec na: http://www.fmf.uni-lj.si/~jaklicg/arianne.htm
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Napaka numeri¢ne metode

Racunamo vrednost funkcije f : X — Y pri danem x.
Numeri¢na metoda vrne priblizek y za y = f(x), razlika
D = y — y je celotna napaka priblizka.

lzvori napake so:
@ nenatancnost zacetnih podatkov,
@ napaka numeri¢ne metode,
@ zaokrozitvene napake med racunanjem.
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Celotna napaka je iz 3 delov

@ Neodstranljiva napaka: namesto z x ra¢unamo s priblizkom
X in namesto y = f(x) izracunamo y = f(x). Neodstranljiva
napaka je D, = y — y in je posledica napak podatkov.

© Napaka metode: namesto f z numeri¢no metodo
racunamo vrednost funkcije g. Namesto y = f(x)
izracunamo y = g(x). Napaka metode je D, =y — y.
Obicajno je posledica dejstva, da neskonéno iteracijo
zaklju¢imo v kon¢no korakih.

© Zaokrozitvena napaka: priizracunu y = g(X) se pri vsaki
racunski operaciji pojavi zaokrozitvena napaka, namesto y
izratunamo y. Vrednost y je odvisna od nacina izracuna in

~ o~

vrstnega reda operacij. Zaokrozitvena napaka: D, =y — y.
Celotna napaka: D = D, + Dy + D; in velja

DI < |Dn| + [Dm| + | Dz|-

20/ 31



Racunanje sin(7/10) v P(10,4, —-5,5)

@ D,: namesto z x = 7/10 ratunamo z x = 0.3142 - 10°
Dn, =y —y =sin(x/10) — sin(0.3142) = —-3.9 - 10~°
@ Dp,: namesto sin(x) izratunamo g(x) za g(x) = x — x3/6.
Dph=y—-y=25-10"°

© D;: odvisna je od vrstnega reda in nacina raéunanja g(x).

ay = fl(x - X) = f/(0.09872164) = 0.9872- 10"

ap = fl(a; - X) = f1(0.03101154) = 0.3101 - 10~

as = fl(a»/6) = f1(0.0051683...) = 0.5168 - 1072
(X

y = fi(x — a3) = f1(0.309032) = 0.3090 - 10°

D,=y—-y=30-10"°
Celotna napakaje D = D, + D+ D, =1.6-1075.
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