Matematika 2

Diferencialne enacbe drugega reda

(1) Resi homogene diferencialne enacbe drugega reda s konstantnimi koeficienti:
(a) y" — 6y +8y =0,
(b) ¥ =2y +y =0,
() y"+y=0,
(d) " + 2y +2y = 0.
Resitev: Homogene diferencialne enache drugega reda s konstantnimi koeficienti so enacbe
oblike
y' +ay +by=0.
7Z nastavkom y = e pridemo do karakteristi¢ne enacbe

M 4al+b=0.

Resitvi A\, karakteristicne enacbe imenujemo karakteristicni Stevili. SploSna reSitev
enache je odvisna od karakteristicnih stevil. Zapisemo jo lahko v obliki

y(x) = C1eM® + Che™2®, e sta A\; # Ay realni Stevili.
y(x) = (O + Chz)e™, ceje Ay =y = A €R.

cy(z) = CeM coswr 4+ Che™ sinwe, ¢ je A = A +iw in Ay = A — iw.

(a)y” — 6y +8y=0:

Karakteristicna enacba A2 — 6\ + 8 = 0 ima reitvi \; = 2 in Ay = 4. Torej je splosna
reSitev diferencialne enache
y(r) = Cre* + Cye™.

(b)y" =2 +y=0:
Karakteristicna enacba A2 — 2X\ + 1 = 0 ima resitev \; = X\ = 1. Splosna resitev je

y(x) = (C1 + Cax)e”.

)y +y=0:

Karakteristi¢cna enacba A2+ 1 = 0 ima imaginarni resitvi \; = i, \y = —i. Splosna resitev
se zato glasi
y(x) = Cicosz + Cysinx.

(d)y"+2y +2y=0:
Karakteristicna enacba A2 42\ +2 = 0 ima kompleksni re§itvi \; = —14+iin Ay = —1—1.
Splosna resitev pa je

y(x) = Cre *cosz + Che “sinz.




(2) Z metodo nedolocenih koeficientov resi nehomogene diferencialne enacbe:

(a) ¥" —4y' + 3y = 3z — 4,
(b) ¥ =Ty + 10y = 4e”,
(c) ¥ + 4y — by = 26sinz.

Resitev: Nehomogeno diferencialno enacbo drugega reda s konstantnimi koeficienti lahko
zapisemo v obliki
y' +ay + by =r(x).
Splosna resitev enacbe je oblike
Y="UYn + Yp,

kjer je yp reSitev homogene enacbe, partikularno resitev y, pa lahko poskusimo najti z
metodo nedolocenih koeficientov, ¢e je nehomogeni ¢len naslednje oblike:

Nehomogeni ¢len Nastavek
p(o) P(x)
Ci coswx + Cy sinwx Acoswx + Bsinwzx
Cre/\x Ae)\x

Pri tem je P polinom iste stopnje kot polinom p, katerega koeficiente moramo se dolociti.
Ce je nehomogeni ¢len vsota vecih clenov, izra¢unamo partikularno resitev za vsak ¢len
posebej in nato te resitve sestejemo.

(a)y" — 4y +3y=3cx—4:

Homogeni del:

Karakteristi¢na enacba A2 — 4\ + 3 = 0 ima resitvi \; = 1 in Ay = 3. Dobimo

yn(x) = Cre” + Coe®.

Nehomogeni del:

Nehomogeni del je linearna funkcija, zato vzemimo za nastavek poljubno linearno funkcijo
yp(z) = Az + B. Od tod sledi

Y, ()
Y, ()

A,
0.

Ce to vstavimo v diferencialno enacbo, dobimo
—4A + 3(Ax + B) = 3z — 4,
kar prepiSemo v sistem enach

3A =3,
3B —4A = —4.

Resitev tega sistema je A =1in B = 0. Sledi y,(z) = z in

y(r) = Cre” + Che®™ + x.




(b)y" — Ty’ + 10y = 4e” :

Homogeni del:

Karakteristiéna enacba A2 — 7\ + 10 = 0 ima resitvi A\; = 2 in A\ = 5, kar nam da

yh(l’) = 016236 + 026533.

Nehomogeni del:

Nehomogeni del je eksponentna funkcija. Ce vzamemo nastavek yp(z) = Ae®, dobimo
y,(x) = Ae® in y (r) = Ae®. Ko to vstavimo v diferencialno enacbo, dobimo

Ae” — TAe® + 10Ae” = 4e”,
od koder dobimo enacbo 4A = 4, ki ima resitev A = 1. Sledi y,(z) = €” in

y(r) = Cre® + Che™ + €.

(c)y" +4y' — by = 26sinw :

Homogeni del:

Karakteristicna enacba A2 4+ 4\ — 5 = 0 ima resitvi \; = 1 in Ay = —5, zato je

yh(JJ) = Clez + 02675:”.

Nehomogeni del:

Na desni strani imamo sinusno funkcijo, zato bomo vzeli nastavek y,(r) = Asinz+B cos x.

y,(r) = Acosx — Bsinz,

y,(x) = —Asinz — Bcosz.
Ko to vstavimo v diferencialno ena¢bo, dobimo enacbo

—Asinx — Beosx +4Acosx —4Bsinx — bAsinx — 5B cosx = 26sin x,
(—6A — 4B)sinx + (4A — 6B) cosx = 26 sin .

S primerjavo koeficientov pri funkcijah sin in cos pridemo do sistema enacb

_6A — 4B = 26,
4A — 6B =0,
ki ima resitev A = —3, B = —2. Torej je y,(r) = —3sinz — 2 cos z, splosna resitev pa je

y(z) = Cre” + Che ™ — 3sina — 2cos .




(3) Resi diferencialne enacbe pri danih zacetnih pogojih:

(a) ¥ —y=2cosz, y(0) = —1, ¥(0) =0,
(b) y" — 4y + 4y = 12z — 12, y(0) = 1, y/'(0) = 5.

Resitev:

(a)y" —y =2cosz, y(0) = -1, y'(0) =0
Homogeni del:

Karakteristi¢na enacba A2 — 1 = 0 ima resitvi Ay = 1 in Ay = —1. Sledi

yn(z) = Cre® + Cre™ .

Nehomogeni del:

Nehomogeni ¢len je kosinusna funkcija, zato je primeren nastavek y,(z) = Acosz+Bsinz.
Odvoda partikularne resitve sta enaka

y,(r) = —Asinz + Bcos,

y,(x) = —Acosx — Bsinz.
Sedaj dobimo enacbo
—Acosx — Bsinx — (Acosx + Bsinx) = 2cosz,

od koder sledi

_9A =9,
—2B =0.
Partikularna resitev je tako enaka y,(x) = — cos z, splosna resitev enacbe pa je

y(x) = Cre” 4+ Coe™® — cos .

Konstanti ' in C5 bomo doloéili z upostevanjem zacetnih pogojev. Iz enakosti
y'(x) = Cre® — Coe™ +sinzx

sledi

_1:y(0) :CI+CQ_17
0= y'(O) = Cl — Cg.

Sledi €} = C5 = 0, kar pomeni, da je resitev enacbe pri danih zac¢etnih pogojih funkcija

y(x) = —coszx.




(b)y" —4y' + 4y =122 — 12, y(0) = 1, ¥/ (0) =5 :

Homogeni del:

Karakteristicna enacba A — 4\ +4 = 0 ima dvojno niclo A;» = 2, kar pomeni, da je
splosna resitev homogene enacbe oblike

yn(x) = Cre** + Cywe,

Nehomogeni del:

Nehomogeni ¢len je linearna funkcija, zato bomo vzeli nastavek y,(z) = Az + B. Odvoda
partikularne resitve sta y, (z) = A in y () = 0, kar nam da

—4A + 4(Ax + B) = 122 — 12.
Dobimo sistem

4A = 12,
—4A+4B = —12,

ki ima resitev A = 3 in B = 0. Partikularna resitev je y,(x) = 3z, splosna resitev enacbe

pa je
y(x) = C1e** + Cyze™ + 3.

7 odvajanjem
Y (z) = 2C1e** + Che™ + 2C,xe* + 3

in upostevanjem zacetnih pogojev dobimo

1= y(O) = 01,
5= y’(O) = 201 + CQ + 3.

Sledi 'y =1 in Cy = 0, zato je resitev enacbe funkcija
y(r) = e** + 3.
0

Na vzmet s koeficientom k& = 100 N/m je pripeta utez z maso m = 1kg. Vzmet raztegnemo
za 0.1 m in pustimo, da niha. Nihanje vzmeti je modelirano z diferencialno enacho

mz” + kx = 0.

Natanc¢no izracunaj, kako se vzmet premika v odvisnosti od casa.

Resitev: Na§ sistem je sestavljen iz utezi in vzmeti. Ce utez izmaknemo iz ravnovesne
lege, jo vzmet vlece nazaj v ravnovesje. Privzeli bomo, da se lahko sistem giblje v smeri
vzmeti in uporabili oznake

-z =x(t)... odmik utezi iz ravnovesne lege,
2" =2"(t)... pospesek utezi.

Na utez deluje sila vzmeti Fy, = —kx, ki jo dobimo iz Hookovega zakona.
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ravnovesnalega prvotnalega

Newtonov zakon lahko sedaj zapiSemo v obliki
ma = F,,.

Ce upostevamo, da je pospesek enak a = z”, dobimo enacbo
ma" = —kx

oziroma
" +wlr =0,

kjer smo oznacili w? = % To je homogena diferencialna enacba drugega reda s konstant-
nimi koeficienti, ki ima splosno resitev

x(t) = Cy coswt + Cy sinwt.

Njen odvod je enak i(t) = —Cywsinwt + Cow coswt. Nasi zacetni pogoji so z(0) = 0.1 in
#(0) = 0. Ce jih upostevamo, dobimo, da je C} = 0.1 in Cy = 0. Torej je resitev

z(t) = 0.1 cos wt.
Vidimo, da vzmet harmoni¢no niha.
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Amplituda nihanja je enaka
A=0.1m.

Parametru w = \/% recemo krozna frekvenca. V nasem primeru je

wzwﬁzwﬂHz:lOHz.
m 1

9
T = 2" ~0.63s.
w

Nihajni cas je enak



(5) Telo z maso m se premika pod vplivom sile teze. Na zacetku je na visini y in ima hitrost
v v smeri, ki je pod kotom ¢ glede na vodoravnico.

(a) Izracunaj parabolo leta.

(b) Izracunaj domet telesa.

Regitev: (a) Pri tej nalogi si bomo pogledali posevni met. Zaradi enostavnosti bomo
privzeli, da se v zacetnem trenutku masna tocka nahaja na y-osi.

y

/ V = (VCosp,vsing)
(Oryo) (“\\\\

Masna tocka se giblje pod vplivom sile teze F= (0, —mg), njen polozaj ob ¢asu ¢ pa bomo
oznadili z 7(t) = (x(t),y(t)).

Gibanje tocke po prostoru doloca drugi Newtonov zakon
F=mi".

Matematicno gledano je to sistem dveh navadnih diferencialnih enacb drugega reda, ki ga
po komponentah lahko zapisemo v obliki

ma” =0,

my’ = —mg.

Resitev taksnega sistema diferencialnih enacb je dolocena z zacetnim polozajem in pa z
zacetno hitrostjo tocke

7(0) = (0, o),
7(0) = (vcos ¢, vsin @).

V nasSem primeru so na sreco komponente sistema separirane, zato lahko vsako enacbo
reSimo posebej. V bistvu nam niti ni potrebno znati resevati diferencialnih enacb, saj
zadostuje ze dvakratno integriranje.

V smeri osi z:

Z integriranjem enacbe ma” = 0 (oziroma z” = 0) dobimo

2 =C,
z=Ct+ D.

Z upostevanjem zacetnih pogojev z(0) = 0 in #(0) = v, od tod sledi

x(t) =vcosot.



V smeri osi y:

V navpi¢ni smeri z integriranjem enacbe my” = —mg (oziroma y” = —¢g) dobimo
y'=—gt+C,

1
Yy = _59t2 +Ct+ D.
Ce upostevamo, da je y(0) = yo in §(0) = vsin ¢, dobimo

1 .
y(t) = _59t2 +vsingt + yo.

Trajektorija tocke pri poSevnem metu je torej

1
7(t) = (v cos¢t, —§gt2 +ousingt + y0> .

V tem zapisu za vsak ¢as natancéno vemo, kje se tocka nahaja. Ce iz enakosti = vcos ¢t
izrazimo t in rezultat vstavimo v y = —%gt2 +wvsin ¢t + yo, pa dobimo, da se tocka giblje

po paraboli
g

2
—_— t .
202 cos? ¢$ Ttg oz +yo

y:

(b) Sedaj nas bo zanimalo, kje tocka pade na tla. Tam bo y = 0 oziroma

9

2
SR ——— — 0.
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Ta kvadratna enacba ima dve reSitvi: eno pozitivno in eno negativno. Pozitivna resitev
je enaka dometu

te o+ /te? 0+ 7

D g
2v2 cos? ¢
Ce mecemo s tal, je
0%
D = —sin 29,
g
od koder sledi, da bo domet maksimalen, ¢e je zacetni kot enak ¢ = 45°. O



