Matematika 2

Dvojni in trojni integrali

(1) Izracunaj integrala:

) /lgdw/;(ﬂy)?dy,
b) /Uldy/12(x+y)2dx

Resitev: (a) Racunajmo:

/dx/ v+ y)’

1
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Vidimo, da sta oba integrala enaka. V splosnem lahko zamenjamo vrstni red integracije,
kadar integriramo po pravokotniku. O]



(2) Izracunaj integrale:

a) /Qdy/l(:cQ—i—Qy)d:c
o [
c) /de/x(x%—y)dy,

27 1
(e) / do rdr.
0 sin ¢

Resitev:
2 o=l 2 1
/dy/ (2% +2y)d :/dy( —|—2xy) —/dy (§—|—2y)
0 0 0
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(d)/ dx/ x—Qdy:/ dz (—x—)
1 1/z Y 1 Y

o 1 o o\ |7
(e)/o do Wrdr:/o do (%)
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(3) Doloci meje integracije in nato zapisi integrale, ki dolo¢ajo ploséino likov, ki so omejeni z
naslednjimi krivuljami:

(a) y=a2iny=2xa+2,
22 P
(b) a2t =h

(c) y=+vr,y=6—2iny=0.

Regitev: (a) Lik je omejen s premico in parabolo.

. .
-4 “ 2 X

tocki sta Ty(—1,1) in Ty = (2,4). Ce hocemo lik parametrizirati, bo torej veljalo

z € [-1,2],
y € 2?2+ 2].

2 42
S:/ dm/ dy.
—1 CC2

3

Ploscina lika je enaka integralu



Ce bi 8li ta integral izracunati, bi dobili S = %.

(b) Lik je sedaj omejen z elipso z—j + Z—z = 1, ki ima polosi a in b.
y
K%\
-
Zgornji in spodnji rob elipse sestavljata krivulji y = £4/b2 (1 — ﬁ—;), od koder sledi

x € [—a,al,

B )

Ploscina elipse je enaka integralu

s [

ki je enak S = mab.

(¢) V tem primeru je lik omejen s parabolo in z dvema premicama.

Presecisce premic je v tocki T7(6,0), presecisce premice y = 0 in parabole v tocki T5(0,0),
presecisce premice y = 6 — x in parabole pa lahko dobimo iz naslednje enacbe:

6— 2=,
36 — 12z + 2% = 7,
z® — 13z + 36 = 0,
(x—9)(x —4) =0.

Ce preverimo obe resitvi, vidimo, da prvotni enacbi ustreza samo resitev x = 4. Presecisce
je torej T3 = (4,2). Nas lik je od zgoraj omejen z dvema krivuljama, zato ga je lazje
parametrizirati v obratnem vrstnem redu kot v prejSnjih primerih. Desni rob lika je
namreé¢ krivulja y = 6 — x oziroma x = 6 — y, levi rob pa y = /7 oziroma x = y>.
Parametrizacija se sedaj glasi

y €10,2],
S [yQa 6— y]
Ploscina lika je
2 6—y
S = / dy/ dz,
0 y?2
kar je enako S = % m



(4) Doloci obmocja, katerih ploséina je podana z naslednjimi integrali:

(a) /Olda:/ox dy,

(b) /dy/Fdx

1 V2—1x2
(c) / dx / dy.
0 T

Resitev: (a) Projekcija lika na abscisno os je interval [0, 1]. Na tem intervalu je lik omejen
od zgoraj s premico y = x od spodaj pa s premico y = 0. Dobimo trikotnik, ki je omejen
s premicami y =0, y =x in z = 1.

X

(b) Sedaj je projekcija lika na ordinatno os enaka intervalu [0, 1]. Levi rob lika je premica
x = 1—y oziroma y = 1 — z, desni rob pa krivulja x = /1 — 2. To enacbo lahko s
kvadriranjem preoblikujemo v enacbo z2 + y? = 1, kar pomeni, da gre za del kroZnice s
polmerom R = 1, ki lezi v prvem kvadrantu. Nas lik je torej krozni odsek.

y

X

(c) Lik je sedaj od zgoraj omejen s kroznico y = v/2 — 2% s polmerom R = v/2 od spodaj
pa s premico y = x. Njuno presecisce je dolo¢eno z enacbo:

T =2 — 22,
22 =2 — a2,
vt =1.
Zanima nas samo tocka, ki lezi v prvem kvadrantu, kar pomeni, da je x = 1, presecisce
pa T'(1,1). Lik je v tem primeru krozni izsek.

y
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Izracunaj integrale:

(a) funkcije f(z,y) = zy po trikotniku, ki ga omejujejo premice y =0, y =z in z = 1,

(b) funkcije f(z,y) = 2* + zy® po kvadratu 0 <z <1, 1 <y < 2,

(¢) funkcije f(z,y) = 2%y po liku med krivuljama y = = in y = 2%

Regitev: (a) Trikotnik, ki ga omejujejo premice y = 0, y = x in & = 1, parametriziramo z

z €[0,1] iny € [0,z]. Sledi
y=1‘:/1d$ (g)zx_z;
y=0 0

1 T 1 2
/ dm/ xydy:/ dx <ﬂ>
0 0 0 2

(b) Sedaj bomo integrirali po obmocju x € [0, 1] in y € [1, 2], kar nam da:

1 2 1 oy y=2 1 m
/ dx/(xQ—i—xyg)dy:/ dr | %y + —— :/ dz ((2x2—|—4m)—<x2+—>>,
0 1 0 4 0 4
y=1
=1

/1d 2, 15z z? N 1522 1 N 15

- ua T —_— = —_— = — —_—

0 4 3 8 » 3 8

_ 33
247

=1

=0

(c) Obmocje med parabolo in premico lahko parametriziramo z z € [0,1] in y € [2?, ],
kar nam da:

1 z 1 2,2\ |"7" 1 1 6 5 7N [
dx x2ydy: dz Ty = dz oy _(E_1 7
0 x2 0 2 0 2 2 10 14
y=x2 =0
1 1
10 14 35

Izracunaj volumen telesa, ki lezi pod grafom funkcije f(x,y) = 1 —x —y nad trikotnikom,
ki ga omejujejo premice xr =0, y=0iny=1—x.

Resitev: Volumen telesa, ki lezi pod grafom funkcije dveh spremenljivk f nad likom L, je

enak
V= //Lf(x,y)dxdy.

Nase telo ima obliko Stiristrane piramide.
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Njen volumen je enak:

S 7 Ry (R AT
/E) 0=

1—2x+ 22
2 b

y=1l—x

l—z—x+2°—

(7) Izracunaj sredisce lika, ki je omejen s krivuljami y = 2%, y = 0 in = = 2.

Resitev: Iscemo sredisce lika, ki ima za zgornji rob kvadratno parabolo.

Y

X

Sredisce ravninskega lika L lahko izra¢unamo s pomocjo formul:

B [[, xdzdy
Ty = 5 ,
B ffLydxdy
y*_ S 9

kjer je S ploscina lika L, ki je v nasem primeru enaka

3
d_
S = /m T —3

Sedaj bomo izracunali oba integrala v Stevcih zgornjih ulomkov. Nas lik lahko parametriziramo
s predpisoma x € [0,2] in y € [0, 2?], od koder dobimo:

2 z? 2 y=x2 2 4
//xdxdy:/ dx/ xdy:/ dx (my) :/ dr = —
L 0 0 0 =0 0 4
//ydxdy—/dx/ ydy—/da: (—)‘ /—d:c—

8
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Koordinati sredisca lika sta torej:

[[,xdedy 4 3

=T T3ty
3

" S 85

Poglejmo Se skico.

(8) S prevedbo na polarne koordinate izracunaj integrale:
a) // e~ @) dx dy, kjer je D krog % + 1% < 1,
dz d
//1_;1/ , Kjer je D krog a2 + 1 < 1/2,

c) / Va2 + y2dr dy, kjer je D kolobar 4 < 2% + y* < 9.
D

Resitev: Kadar integriramo po krogih ali kolobarjih, je namesto v kartezi¢nih lazje racunati
v polarnih koordinatah. Pri tem uporabljamo substitucijo:

X = rcos o,
Yy = rsin ¢.

Izraz dx dy moramo v tem primeru zamenjati z izrazom r dr d¢. Velja si zapomniti zvezi:
2 .2 2
Tty =r°,

JET =

a) Najprej bomo izracunali integra e x dy po krogu z* +y* < 1. V polarni
Najprej bomo izracunali i L[, e @) dz dy po k 2 +y? < 1. V polarnih
koordinatah lahko ta integral parametriziramo s predpisoma ¢ € [0, 27] in r € [0, 1]. Sledi

2w 1
// e~ (@ +v?) d:cdy:/ d¢/ e
D 0 0

Integral na desni lahko izra¢unamo z uvedbo nove spremenljivke —r? = ¢, ki nam da

—2rdr = dt in
1 1 1
/eTzrdr = —§/et dt = —§et +C = —5642 +C.



Od tod dobimo

1
1—z2—y?

(b) Sedaj bomo integrirali funkcijo f(z,y) = = 1_1T2 po krogu s polmerom R = ‘/75

V polarnih koordinatah ga parametriziramo s predpisoma ¢ € [0, 27| in r € [O, ?} . Sledi

N
dx dy 2m 21
//D—l—xz—yz_/o dgb/o 1_T2rdr.

Uvedimo novo spremenljivko 1 — 72 = ¢, ki nam da —2rdr = dt in

1 1 [dt 1 1 2
[ o= [ §=-gmt+o=—5ma-sic

Od tod dobimo

_ 2

2 2
)

dedy — [*" 21 [T 1 9
//D—l—:ﬁ—yQ_/D dqb/o 1_T2Td7“—/0 dgb(—§ln(1—7’) .
2m 1 1 1 1 2m 1 ¢=2m
:/O dé (—éln (1—5» — 5 <§>/0 d¢:§1n2-q§‘¢o,

=7 ln2.

(c) V tem primeru integriramo po kolobarju 4 < 2%+ y? < 9, ki ga lahko parametriziramo
s predpisoma ¢ € [0, 2] in r € [2,3]. Torej je

27 3 27 3 r=3
// \/x2+y2dxdy:/ d¢/ rrdr:/ dqb(—) ,
D 0 2 0 3

r=2
(21 8\ 19 [*" 19 jo=2n
—[ao(F-5) =5 [ do=e[
0 3 3 3 0 3 »=0
38w
=5

(9) Izracunaj volumen telesa, ki ga omejujeta ploskvi z = 3 — 22 — 3? in 2z = 22% + 2y°.

Resitev: Najprej izracunajmo presecisée danih ploskev. Veljati mora:
227 + 2y =3 — 2% — 9,
2+ =1

Tloris telesa je torej omejen s kroznico z2 + y? = 1. Zgornja ploskev se ujema z grafom
funkcije f(z,y) =3 — x? — y?, spodnja pa z grafom funkcije g(x,y) = 222 + 2y°.



Dobljeno telo ima naslednjo obliko.

Ker integriramo po krogu s polmerom R = 1, bomo raje racunali v polarnih koordinatah.
Iz enakosti 3 — 2% — y? = 3 — r? in 222 + 2y* = 2r? dobimo:

v-|[ <f<:c,y>—g<x,y>)dxdy=/02ﬂd¢/01<3—r2—2r2>rdr,

:/02Wd¢/01(3r—3r3)dr:/02ﬂd¢ (377”2—377’3 -
w32

_37r
=5

(10) Izracunaj sredisce kolobarja 1 < 2% +y? <4, x >0, y > 0.

Resitev: Nas lik je del kolobarja, ki lezi v prvem kvadrantu.

y

10
05\
05 10

Lik bomo parametrizirali v polarnih koordinatah s predpisoma ¢ € [0, g] inr e [1,2].

Njegova plos¢ina je enaka cetrtini razlike ploséin ve¢jega in manjSega kroga, kar je enako
S=1(r-22—m-1%) = 3 Poleg tega je:

4
RS 3 =N
//xdxdy:/ d¢/ Tcosqbrdrz/ do (COSQS—) ,
L 0 1 0 3

r=1

™ 3 =3
:/02 do (gcosqﬁ) :%/02cos¢d¢:§sin¢

X

Y

¢=0

7
3

Y
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r=2

//Lydxdy:/Ogdqb/jrsingbrdr:/ogdgb (singbg—g) B

:/Oquﬁ (gsinqﬁ) :g/o sind)dgb:—gcosqﬁ

[NIE]

I
| =3

0Od tod dobimo koordinati sredisca lika:

[f,xdedy % 28

LT T T g
4

_ JJpyddy _ i _ 28

Y S ?jf 9

Poglejmo se skico.
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05 10

(11) Izracunaj tezisce kroga z2 + y* < 1, katerega desna polovica je dvakrat gostejsa kot leva
polovica.

]

Resitev: V primeru homogenih likov oziroma teles sredisce in pa tezisce sovpadata. V
nasem primeru pa je desna polovica kroga tezja od leve polovice, zato pricakujemo, da bo
tezisce malce desno od sredisca. V splosnem lahko tezisce lika L, katerega gostota je dana
s funkcijo p, izracunamo s pomocjo formul:

v, = dlpop(r.y) drdy
m

S ypley) dedy

_ - ,

Yx

kjer je m masa lika. Oznacimo z py, in pp gostoti leve oziroma desne polovice kroga. Po
predpostavki je pp = 2pr. Ker sta ploscini obeh polovic kroga enaki 7, sta masi leve in
desne polovice kroga enaki my = 2% in mp = #5%. Skupna masa kroga pa je

pLm  ppm T

Y
m=mg+mp ="~ +===2(pr+pp) =S pr

Pri integraciji bomo integracijsko obmocje razdelili na dva kosa. Levi del parametriziramo
S parametroma:

T 3T
¢€ |:§77j| )
r € [0,1],

11



desni pa s parametroma:

Od tod dobimo:

// xp(z,y) dxdy:// xpdedy—l—// xpp dz dy,
L 317:3"v1 : desni
:/ dgb/ rcosqprrdr—l—/ d(b/ rcos ¢ pp rdr,
bl 0 2

3 1
:pL/2 d(b/ cosqﬁerr—l—,oD/ d(b/ cos ¢ dr,
2 0 2

3z 3\ |7t z 3
:,OL[r do <COS¢%) —|—pp/ﬂd¢ (COS¢%>

r=

r=1

?

r=0

o

INIE]

37
:p—L/2 cosgbdqﬁ—i—%j/ cos ¢ do,

:—smqb‘ :—l——smgb‘ .
2 2

PL PD

= 21— 1)+ 2201 (1)),
201, 20

-3 3

2w
5

Od tod dobimo z koordinato tezisca

o Jpreley)dedy 2 4
: m 3?”,OL 9

Podobno bi lahko izracunali y koordinato tezisca. Lazje pa je opaziti, da mora le-ta zaradi
simetrije kroga lezati na abscisni osi, od koder sledi y, = 0. [

(12) Izracunaj integrala:

2 2 2
a) / dx/ dy/ xdz,
0 0 0
1 1-z 2
) / da:/ dy/ zdz.
0 0 0

Resitev: (a) Racunajmo:

2 2 2
/ dx/ dy/ rdz
0 0 0

/dx/dy
0 0

2

dx (
0

8.

z=2 2 2

= / dx / 2z dy,
z=0 0 0

2

r=2

= dx dx = 222
0

7
=0

12



(b) Sedaj imamo:

1 - 2 1 -z 2
/dm/ dy/ zdz:/dac/ dy;
0 0 0 0 0
1
/ dx (2y)
0

1.

z

z

=2 1 l—x
:/ dx/ 2dy,
o 0 0
1

= [ (2-22)dr = (22 —2%)|
y=0 0 =0

y=1l—zx

(13) Doloci meje integracije in nato zapisi integrala, ki dolocata volumna teles, ki sta omejeni
z naslednjimi ploskvami:

(a) 2?*+y*=1,2z=0inz=x+2,
(b) z=2%+ 9% in 2% = 2% +¢°.

Resitev: Pri tej nalogi bomo uporabili cilindriéne koordinate, ki so posploSitev polarnih
koordinat v tri dimenzije. Med cilindri¢nimi in kartezi¢nimi koordinatami imamo nasled-

njo zvezo:
X = rcos o,
Yy = rsin g,
z =2z,

pri integriranju pa moramo izraz dx dy dz zamenjati z izrazom r dr d¢ dz.

(a) Ploskev 2% + y? = 1 predstavlja plas¢ navpicnega valja s polmerom R = 1, katerega
tloris je krog z2 + y? < 1. Iskano telo dobimo tako, da ta valj presekamo z vodoravno
ravnino z = 0 in pa s posevno ravnino z = x + 2.

Telo lahko parametriziramo s predpisom:

¢ € [0, 2,
r e [0,1],
z € [0,7cos ¢+ 2].

Volumen telesa je enak

27 1 T cos ¢+2
V:/ dgb/ dr/ rdz=...=2m.
0 0 0

13



(14)

(b) Sedaj imamo telo, ki je omejeno s plagéem stozca z = /2?2 + y? in s plaséem paraboloida
2z = 22 + 9% Tloris telesa je spet krog % + y? < 1.

Telo bomo parametrizirali s predpisom:

¢ € |0, 2],
r e [0,1],

z € [r? ],

2 1 r
V:/ dgb/ dr/ rdz=...="L.
0 0 r2 6

Izracunaj integral funkcije f(z,y,z) = /22 + 32 po delu valja 2% + y*> < 9, ki lezi med
ravininama r + 2 =5 1in z = 1.

njegov volumen pa je

]

Resitev: Del valja 22 +y? < 9, ki leZi med ravninama =+ 2z = 5 in 2 = 1, parametriziramo
s predpisom:

¢ € |0, 27],

r € |0,3],

z € [1,5 —rcosq].

Ker je f(x,y,z) = \/2? 4+ y?> = r, dobimo:

27 3 z=b—rcos¢ 27 3 5—rcos¢
// \/xz—i—y?dxdydz:/ dqb/ dr/ rrdz:/ dgb/ dr (r*z) ,
D 0 0 z=1 0 0 1
2 3
:/ d(]ﬁ/ dTT2<5_7’COS¢_1)7
0 0
2w 3
:/ qu/ (4r* — 1% cos ¢) dr,
0 0
r=3
2w 4 3 4
:/ dqﬁ(L—T—COSQS) ;
0 3 4
r=0
27 {1 81 ¢=2m
= /0 do (36 — - cos qb) = (36¢ — Zsin(b) oo’
= T2m.
]

14



(15) Izracunaj sredisce stozca, omejenega s ploskvama z = h in 2% = g—z(xz + 2.

Resitev: Racunamo sredisce stozca z viSino h in s polmerom osnovne ploskve R.

zA

Koordinate sredisce telesa 71" so enake:

B fffodxdydz

Ty = 7 ,

Jfpydedydz

y*_ V )

[[)zdx dydz

2 = ,
\%

kjer je V' volumen telesa T'. Nas stozec bomo parametrizirali s cilindri¢nimi koordinatami:

¢ € |0, 2],
r € [0, R],

z € [%7‘, h} .

Zaradi rotacijske simetrije lezi srediSce stozca na navpi¢ni osi, od koder sledi z, = y, = 0.
Zato moramo izracunati samo z koordinato sredisca. Najprej je:

27 R h 27 R 52 z=h
///zdxdydz:/ dgb/ d'r’/ zrdz:/ dgb/ dr (r—) ,
T 0 0 Ly 0 0 2 h

R

r=R
2 R th h2T3 2m 7,2 h2 h27”4
[ Lo (5 -am) = [ e ()
s 27,2 2 4 21,2 2 P2 2m
R°h h*R R°h h*R
— [ (- ) - () [ e
; i B8R 4 s ) ),

R2h? TR2h?
pr— . 7'[' pr—

8 4

Ker je volumen stozca enak V' = “}fh, od tod sledi

7TR2h2 3
— 4 —
= TRIh g
3

Poglejmo se skico.
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