Matematika 2

(1)

Integrali s parametrom

[zracunaj naslednje funkcije in njihove odvode:

(a) F(z) = /O " cost .

(b) F(z) —/ el dt,
0
0
(c) F(x) :/ 2 dt.
Resitev: (a) Racunajmo
F(zx) = / costdt = sint| = sinz —sin0 = sinz.
0 0

Od tod sledi
F'(z) = cosz.

Opazimo, da je odvod funkcije F' enak funkeciji, ki jo integriramo, da dobimo funkcijo F'.
(b) Sedaj je

n

(¢) V tem primeru je

0 3 3 3
t x T
(z) = /x ~ 3l 3 3
in
F'(z) = —2°.
Tokrat je odvod funkcije F' enak funkciji, ki jo integriramo, le z negativnim predznakom.

]

Naj bo F(x fo z,y)dy, kjer je f(z,y) = (Vx +y)>
(a) Izracunaj funkciji F'in F'.

(b) Izracunaj funkcijo G(z) = gf( ,y) dy.
0

Resitev: (a) Velja

f(z,y) = Ve +y)?=x+2Vay +
Od tod dobimo

F(w)z/ol(ﬁ?\/%yw?)dy:(xy+fy + )’ —(:c+\/_+ )—0:x+\/5+%

1



n

1
Flz)=1+——.
(b) Najprej izra¢unajmo parcialni odvod
af y
%(% y)=1+ /r

Od tod dobimo

G(:E)Z/Ol(l-i-%) dy=(y+%) ’::(1+ﬁ>—0=1+ﬁ.

Vidimo, da lahko odvod funkcije F' izracunamo tako, da integriramo parcialni odvod
funkcije f. O]

[zracunaj odvode naslednjih funkcij:

3 el

(a) F(x) = 1 Tdt’

(b) F(z) = /j sin(2u + 3) du,

€T

(¢) Gly) = / (z + y)? da.

Y

Resitev: V splosnem lahko integral s parametrom odvajamo s pomocjo naslednje formule.
Ce je funkcija F' definirana s predpisom

B(x)
F(z) = / f(.) dy,

je njen odvod enak

B(z)
P = [ G dy s B 5) o) 0()

ga) Imamo a(z) = 1, B(z) = 3 in f(z,t) = &= Torej je o/(x) = B'(x) = 0, L (z,t) = ¢
in

3 1 3z x

) = E (6 (& ) .

3
1
F/(x):/ et +0—0=~¢”
1

T

%b) Sedaj je a(z) = 2z, f(z) = 2% in f(x,u) = sin(2u + 3). Sledi o/(z) = 2, f/(z) = 2z,

a—i(x,u) =01in

F'(z) =0+ 2xf(x,2%) — 2f(x,27) = 2z sin(22% + 3) — 2sin(4x + 3).

(c) Tokrat imamo a(y) = 3y, A(y) = 7 in g(x,y) = 2° + 2zy + y*, kar nam da o/ (y) = 3,
B'(y) =0, g—g(:c,y) = 2x + 2y in

7 7
G'(y) = / (2x 4+ 2y) dz + 0 — 39(3y,y) = (.:1:2 + 2xy) o 3(3y + y)Q,
3 y

Y
= (49 + 14y) — ((3y)* + 6y*) — 3(4y)* = 49 + 14y — 15y — 48y,
= —63y? + 14y + 49.



(zi—z)g v mejah od 3 do 4.

’_‘%1\3

(4) Izracunaj integral funkcije F(y) =

Resitev: Najprej bomo izracunali predpis za funkcijo F', nato pa Se integral.

2
/ 1 2 1 1
(x4 y)? x+y1

1

24y 14y

Od tod sledi:
[ = [ (-5 + ) dr= e s i)
3 3

24y 14y
25

=(—In6+1Inb) — (—In5+1In4) = lnﬁ

(5) Izrazi naslednje integrale s pomocjo funkcije gama:

(a) / tde ! dt,
0

(b)/ t2et dt,
0

(c)/ e d,
0

(d)/ e du,
0

(e)/ e dr.

Resitev: Funkcija gama je definirana s predpisom

za vse s > 0. Velja I'(1) = 1 in I'(1/2) = /7, nekatere druge vrednosti funkcije I' pa
lahko izra¢unamo z rekurzivnim predpisom I'(s 4+ 1) = sI'(s).

(a)/ tetdt
0

Imamo integral, ki sovpada z definicijo funkcije gama.

/ et dt = / t* e tdt =T(4) = 3[(3) =3-2I'(2) = 6 - 1T'(1) = 6.
0 0



(b)/ tretdt ;
0

Tudi tokrat si lahko pomagamo z definicijo funkcije gama.

o0 o0 N 5. /5 15 /3 15 /1 15
/ t3et dt :/ trletdt =T (=) =27 (2) = =1 —°r — ﬁ.
. ) 2 2 \2 1\ 2 8 \2 8

(c)/ e du -
0

V tem primeru bomo najprej z uvedbo nove spremenljivke integral prevedli V ustrezno
obliko. Definirajmo t = x2. Potem je dt = 2z dx. Od tod lahko izrazimo dx = 2\[ Ko je

x =0, jet=0, ko gre z — oo pa gre prav tako tudi t — oco. Sledi

/ e dy = / et — = —/ et dt.
0 0 2vt 2 ),

Sedaj lahko uporabimo definicijo funkcije gama.

& 2 1 [ 1 [ 1 1 1
/ e dr = —/ et dt = —/ t(’”?)*le_t dt==-T'[n+-=].
. 2/, 2/, 2 2
(d)/ e " da
0

Sedaj definirajmo t = 2. Potem je dt = na" 'dx in do =
ko gre x — oo pa gre prav tako tudi t — oco. Sledi

[e'e} oo _ 1 1
e dr = et t_i “tdt = / t*_le_t dt = =T (—) .
/o /0 nvitn—1 / n n
(e)/ e du -

Sedaj ne integriramo po intervalu [0, 00) ampak po intervalu (—oo, 00). Ker pa je funkcija

flz) = e soda, je
/ e dr = 2/ e dx.
—00 0

Ta integral smo ze izracunali pri prejsnji nalogi. Sledi
- > 1./1 1
/ €_x2da?:2/ e_xQdCL':Q'—F — =I( = :\/E
—00 0 2 2 2

Izrazi naslednja integrala s pomocjo funkcije beta:
1 2 1
(a) / 1 — b,
0
1
(b) / V1 — 2 dt.
0

Kojex =0,jet =0,

tnl




Dokaz. Funkcijo beta definiramo z integralom

1
B(p,q) =/ 271 —2)" d
0

za vse pozitivne p in ¢. Funkcija B je simetri¢na, izrazimo pa jo lahko tudi s pomocjo
funkcije gama v obliki

I'(p)l'(q)
B(p,q) = -
29 I'(p+q)
Za 0 < p < 1 lahko eksplicitno izracunamo, da velja
T
sin pm

(a) /1t§(1 ) hdr

Ta integral lahko izra¢unamo direktno po definiciji.

1 2 1 1 1 1 1 1
/ts(l—t)2dt:/ t31(1—t)21dt:B(—,—).

(b) /th\/l — 12t :

0

Uvedimo novo spremenljivko = ¢2, kar nam da do = 2tdt in dt = 2‘179”5. Prit =0 je

xr=0,prit=1pajex=1. Sledi

/t2\/—1—t2dt /mﬂQ\/_ %/1ﬁmdx:%/lxé<1_x>édx,
133\ _1TG)T(G) _1506G) 50 6)
T2 (5’5)‘5 ra) 2 272 T 160

(7) Izrazi naslednje integrale s pomocjo funkcije beta:

/ sin® x dx,
0
/ coS a:dm

[VIE] M‘:‘

sin® z cos xda:
0

/

o
w\»-



Resitev: Funkcija beta nam omogoca izracunati tudi nekatere dolocene integrale trigonometri¢nih
funkcij. Pri tem uporabljamo formulo

B 1 1 1
/ sin” x cos? xdxr = =B Zi,& )
o 2 2 2

(a)/2 sin® x da :
0

Racunajmo

2 1 1 1T (3)r
/OZSin%:da::iB <3,§> :§L

3
(b)/ cos” z dx

s
2

Integracijski interval tokrat ni enak kot v nasi formuli. Z upostevanjem dejstva, da je cos
soda funkcija, pa dobimo

us

2 1 1 1 16
/2 cos5xdx:2/zcos5xdx:2-§B (5,3> :B(S,—) = —.
_z 0
2

2 15

™

[NIE]

(c) / sin® z cos® x du :
0

Sedaj imamo

3 1 3 1Ire)r@E) 1 1-r)-1-r(3) 2
/ sin® z cos’ xdr = =B (2,—) :_—( ) 7(2> = — (3)12 1<2) = —
0 2 2) 2 T(3) 2 3-3.5T(3) 15
I
(d)/ tgs wdx :
0
Pri tem integralu bomo upostevali, da velja tgz = %
2 bl 1 21 1 1 3
/tgéxdx:/ sind zcos 3 vdx = - B - === .7r2 :—-l:i
0 0 2 \3'3 2 sin% 2 \/73 3



