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1 DVOMESTNE RELACIJE

Relacije v grobem pojmujemo kot povezave med elementi danih mnozic.

Relacija (n-mestna) je podmnozica kartezicnega produkta X; x Xs x ... x X, kjer
so X1, Xo, ..., X,, dane mnozice.

Dvomestna relacija R iz mnozice X v mnozico Y je podmnozica kartezi¢nega pro-
dukta X x Y. Simbolicno: R C X x Y. Zapis xRy preberemo: x je v relaciji R z y.
Uporabljamo tudi zapis (z,y) € R ali pa za konkretne relacije npr.: z <y, A C B, m|n
in podobno. V bodoce bomo uporabljali izraz relacija (brez dvomestna). Ce mnozici X
in Y sovpadata in je R C X x X, govorimo o relaciji R na mnozici X.

Zgled 1.1. Naj bo X ={1,2,3} in Y ={a,b}. Relacijo R definirajmo kot

R= {(17b) ] (1,&) ) (2,(1)}.
Za to relacijo velja: 1Rb, 1Ra in 2Ra.

Domena Dy, relacije R C X X Y je mnozica vseh prvih koordinat elementov relacije
R in je ocitno podmnozica mnozice X. Zaloga vrednosti Zx relacije R je mnozica vseh
drugih koordinat elementov relacije R in je podmnozica v Y.

Zgled 1.2. Naj bo X = {2,3,4}, Y = {3,4,5,6,7} in R = {(z,y); x|y}. Zapis x|y

pomeni: x deli y ali z drugimi besedami: y je deljiv z x. Torej je
R= {(27 4) ) (27 6) ) (37 3) ) (37 6) ) (474)} .

Pri tem je D = {2,3,4} in Zp = {3,4,6}.

Inverzna relacija k dani relaciji R C X x Y je relacija R~! C Y x X, ki je dolo¢ena
s predpisom
Ry < yRx
ali pa: (z,y) € R™! natanko tedaj ko je (y,x) € R.
Za relacijo R iz primera 1.2 je R~ = {(4,2),(6,2),(3,3),(6,3),(4,4)}.
Ocitno je (R™Y) ™ = R, Dp-1 = Zp in Zp—1 = Dp.



1.1 Operacije z dvomestnimi relacijami

1. Bodita R C X xY in § C X x Y relaciji iz mnozice X v mnozico Y. Ker
je vsaka relacija v svojem bistvu mnozica, so takoj smiselne operacije unija, presek in
komplement:

RUS, RNSin R = (X xY)\R.

Dokaj oc¢itne lastnosti teh operacij so:

(RUS)™ = R'us!
(RNS)™ = R'ns!
(R) = R
(RUS) = R'NngS
(RNS) = RUS.
2. Produkt relacij RC X xY in S CY x Z jerelacija R+ S C X x Z, za katero

velja

xr € X je vrelaciji R xS z elementom 2z € Z

natanko tedaj, ko obstaja tak y € Y, za katerega je xRy in ySz.
7 drugimi besedami: obstaja y, preko katerega z R in S pridemo od z do z.
Lastnosti produkta relacij:

1. V splosnem R * S # S x R.
Vzemimo X =Y = Z = {z; x je drzavljan-ka Slovenije} in
xRy <= y je brat od z
xSy <= y jeoce od x
S premislekom ugotovimo, da iz x R xS y sledi, da ima x brata z in je y oce od =,
medtem ko iz # S x R y sledi, da ima oce z (od z) brata y in je torej y stric od z.

2. Rx(S+Q)=(RxS)*xQ  asociativnost

3. R+ (SUQ)=R*xSURxQ distributivnost
dogovor: operacija * je visje prioritete kot U ali N, zato ni potreben oklepaj!

4. R+*(SUQ)C R*xSUR*(Q  Pozor: ne velja enacaj!
5 (R+S) ' =8"1«R!

Zveza med produktom relacij in kompozitumom funkcij

Naj bosta dani funkciji f : X — Y in g : Y — Z. Potem sta grafa

Gy = {(z,f(x)); e X} CX XY in
G, = {(z,9(z)); 2€Y}CY xZ
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relaciji. Pisimo R = Gy in S = G,. Nato je

rR+xS 2z <= dyeY:xzRyinySz
— JyeY:iy=f(r) inz=g(y)
— z=g(f(2)
— 1 Gyyy

Ce je funkcija f : X — Y bijekcija, obstaja funkcija f~' : Y — X. Za funkciji f in
ftvelja: fof'=idyin f~'o f =idx. Za obstoj relacije R~ nismo zahtevali nobenih
posebnih pogojev (pa tudi potrebno ni bilo, ker je R™! avtomati¢no relacija; medtem ko
je f~1 le relacija in ne funkcija, ¢e f ni bijektivna). Zaradi vecje svobode pri relacijah pa
se lahko zgodi, da se R * R™! razlikuje od identi¢ne relacije I = {(z,z);x € X} .

Zgled 1.3. Naj bo X = {a,b,c} in R = {(a,c),(b,c)}. Potem je R~ = {(c,a),(c,b)}
in Rx R~ ={(a,a),(b,b),(a,b),(b,c)} # Ix ={(a,a), (b,b),(c,c)}.

1.2 Predstavitev relacij

1. Z grafom kot podmnozico kartezicnega produkta.

2. Zrelacijskim grafom (¢e je R C X xX). Od tocke z; do tocke x; poteka usmerjena
povezava natanko takrat ko je x;Rx;.

3. Z relacijsko matriko Mp = [m;;], katere element m;;, ki lezi v i-ti vrstici in v
j-tem stopcu, je lahko le 0 ali 1 in velja:

m;; =1 < z;Ry;
Matrika Mg ima m vrstic in n stolpcev, ¢e je R C {x1, X, ..., T} X{Y1, Y2, - -, Yn ) -
Recimo, da je X = {1,2,3},Y ={a,b,¢,d} in
R={(1,a),(1,¢),(2,b),(3,a),(3,d)} C X xY.

Potem se relacijska matrika Mp glasi:

— O = Q
O = O o
O O = O
— o O X

1
Mg = 2
3

Relacijska matrika je zelo primerna za predstavitev relacij v racunalniku. Kako pa
bomo z njimi racunali? Oziroma, kako izracunati relacijske matrike, ki pripadajo racunskim
operacijam z relacijami?



Definirajmo racunski operaciji V in A na mnozici {0, 1} s tabelama:

— O <
= OO
— O >
o OO

1 1
1 in 0
1 1

Operaciji se obnasata analogno kot logicni operaciji ”ali” ter ”in”. S pomocjo teh dveh

operacij vpeljemo operaciji V in A tudi na matrikah in sicer tako, da jih izvajamo na
istoleznih ¢lenih. Recimo, da sta M; in M, dani matriki enake velikosti:

M — {011]7

101
001
My = {0 1 0]'
Potem je
0vV0o 1v0 1v1 011
MNM?_{lvo 0Vv1 1\/0}_[1 1 1]
in

0A0 1A0 1A1 00 1
Ml/\MQ_[l/\o 0Nl 1/\0}_{ ]

Zelo hitro ugotovimo, da je

Mpys = MgV Mg
Mpns = Mg A Msg.

Omenimo Se eno preprosto operacijo na matriki: transponiranje. To je operacija, ki v
matriki zamenja vlogo vrstic in stolpcev, npr.:

T mi1 Mo1 M3
M2 Moz M32
mi3 Moz M33
Mi1g4 MMog4 M3y

mi1 Myz2 M3 My
ma1 M2 MMz Mog =
mg3p Mgz 133 M3q

In takoj opazimo, da je Mr-1 = (MR)T.
Malo bolj zapleteno je izracunati matriko produkta. Velja namrec: e je Mg = [a;;] in
Mg = [b;j] , in ¢e z m;; oznac¢imo element matrike Mp.g v i-ti vrstici in j-tem stolpcu, je

mg; = (ail VAN blj) V (aig A bgj) V...V (aip VAN bpj) .
Kdaj bo namre¢ m;; = 1 oziroma z; R * Sy;? To bo takrat, ko bo za vsaj en z; izpolnjeno

x; Rz, in 2,Sy,. To pa pove, da mora za vsaj en k € {1,2,...,p} veljati a;; A by; = 1. To
pa je ekvivalentno dejstvu, da je

4
k:\:/l (aik A\ bk]) = (aﬂ A blj) V (aig A bgj) V...V (CLZ'p A bpj) =1.
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Tako smo prisli Se do ene operacije z matrikami, oznacili jo bomo
Mpgys = Mgr X Ms.

Se enkrat z besedami povejmo, kako izracunamo ij-ti element matrike Mg x Mg. Ta
je "disjunkcija (V)” "konjunkcij(A)”elementov i-te vrstice matrike Mg in j-tega stolpca
matrike M.

Zgled 1.4. Naj bodo dane mnozice X = {1,2,3},Y = {a,b} in Z = {e, f,g} . Bodita
R={(1,b),(2,a)} CX xY inS={(a,f),(bg)} CY x Z. Izracunajmo matriko Mp.gs
1z matrik Mg in Mg.

01
010
Mrp=|1 0], Mg =
S P 5 {o 0 1}
[0 1
010
Mp x Mg = 1 0| x =
SRt
T (0OA0)V(IAD) (0A1)V(IAO0) (0A0)V(1ATD)
= | @A0)V(OAD) (IAL)V(OAO) (LAD)V(0AL)
L (OA0)V(OAO0) (OAT)V(OAD) (OAO0)V(OAT)
[0 0 1
= 010
|0 0 0

Podcrtani element v drugi vrstici in tretjem stolpcu smo izracunali iz elementov druge
vrstice matrike Mg in elementov tretjega stolpca matrike Mg

1.3 Lastnosti relacij na dani mnozici (R C X x X)

1. sovisnost

Relacija R je sovisna, Ce sta poljubna razlicna elementa mnozice X primerljiva:
Ve,y e X : v #y= xRy ali yRx

V jeziku relacijskih grafov bi lahko rekli: med poljubnima med seboj razlicnima
tockama x in y je vsaj ena povezava.

Primeri takih relacij: < ali < na kaki podmnozici realnih stevil

2. stroga sovisnost

R je strogo sovisna, ¢e sta poljubna elementa med seboj primerljiva. To pomeni:
poljubna razli¢na elementa, pa tudi vsak element sam s seboj. V relacijskem grafu



je vsaj ena povezava med poljubnima tockama, vsaka tocka pa ima tudi zanko
(povezana je sama s seboj)

Ve,y € X : xRy ali yRx.

Ocitno je vsaka strogo sovisna relacija tudi sovisna relacija.

Primeri: < na dani podmnozici R, = na poljubni neprazni mnozici, | na N

. refleksivnost

Vsak element mnozice X je v relaciji s samim seboj. Simboli¢no:
Ve € X : xRx.

Na relacijskem grafu ima vsaka tocka zanko.

Primeri: < na dani podmnozici R, = na poljubni mnozici, C na poten¢ni mnozici
dane mnozice, | na N

. irefleksivnost

Noben element mnozice X ni v relaciji s samim seboj.
Ve e X :'zRx

Nobena tocka relacijskega grafa nima zanke.

Primer: < na kaki podmnozici R

. simetric¢nost
Ce je neki par (x,y) v simetri¢ni relaciji, je v relaciji tudi par (y,x).
Ve,y € X : Ry = yRx.
Med poljubnima tockama relacijskega grafa bodisi ni nobene povezave ali pa sta

povezavi v obe smeri.

Primer: =

. antisimetri¢cnost

Za razlicna elementa mnozice X ne more biti hkrati izpolnjeno z Ry in yRx.
Ve,ye X :zRyinyRe = x =y

Med poljubnima razlicnima tockama relacijskega grafa ni nikoli dveh povezav.

Primeri: <, na dani podmnozici R, C na poten¢ni mnozici neke dane mnozice, | na
mnozici N



7. tranzitivnost

Ce je x v relaciji z y ter nadalje tudi y v relaciji z elementom z, mora biti tudi z v
relaciji z elementom z.

Vr,y,z€ X : xRy in yRz = xRz
V relacijskem grafu to pomeni: ¢e lahko v smeri puscic pridemo iz tocke z do z
preko tocke y, lahko pridemo tudi direktno od x do z.
Primeri: =, <, <, C, |.

1.4 Ekvivalenc¢na relacija

Posebej pomemba med relacijami na dani mnozici je taka, ki je refleksivna, simetric-
na in tranzitivna. Taki relaciji recemo ekvivalenc¢na relacija in jo pogosto oznac¢imo
z znakom ~. Najpreprostejsi primer take relacije je relacija enakosti med elementi dane
mnozice. Pogosto pa primerjamo elemente dane mnozice samo glede enakosti dolo¢enih
lastnosti in ne nujno vseh in to nas ponavadi pripelje do ekvivalenc¢ne relacije.

Zgled 1.5. Naj bo X = PA, kjer je A dana mnoZica. Definirajmo relacijo ~ med pod-
mmnozicami mnoZice A (t.j.: med elementi PA)

CCAim C~op=C=¢
p#£C,DCA
C~D < CinD sta enako mocni
<= 1z C v D obstaja bijekcija

Prepricajmo se, da je ta relacija ekvivalencna.

1. Ker je identicna preslikava ic : C — C| i¢c (x) = z bijekcija, je C ~ C. Torej je ~
refieksivna.

2. Ce je C' ~ D, to pomeni, da obstaja bijekcija f - C — D. Vemo, da je potem tudi
f~t: D — C bijekcija, kar nam zagotavlja, da je tudi D ~ C. Vidimo, da je ~
simetricna.

3. Nazadnje naj bo C ~ D in D ~ E; torej imamo bijakciji f : C' — D ing: D — E.
Vemo, da je kompozitum bijekcij spet bijekcija, torej je fog: C — E spet bijekcija
in sta zato tudi C' in E enako mocni, torej je tudi C ~ E. S tem smo preverili
tranzitivnost relacije ~.

Denimo, da imamo podano ekvivalen¢no relacijo ~ na mnozici X. Ekvivalen¢éni
razred elementa x € X je mnozica vseh tistih y € X, ki so v relaciji z elementom .

] ={y e X; y~ua}



Zgled 1.6. Naj bo X ={1,2,3,4,5} in R=
{(17 1) ) (17 3) ) (17 5) ) (27 2) ) (274) ) (37 1) ) (37 3) ) (37 5) ) (47 2) ) (47 4) ) (57 1) ) (57 3) ) (57 5)} :
Zlahka se prepricamo, da je R ekvivalencna relacija, ker je refleksivna, simetriéna in
tranzitivna.

Izracunajymo ekvivalencne razrede posameznih elementov.

[1] ={1,3,5} = [3] = [5]

2] ={2,4} = [4]

Opazimo, da se doloceni ekvivalencéni razredi ujemagjo, ce pa so razlicni, pa nimajo
skupnih elementov. Po drugi strani pa je tudi vsak element mnoZice X v nekem ekviva-
lenénem razredu.

To velja tudi na splosno.

Izrek 1.7. Naj bo ~ poljubna ekvivalencna relacija na dani neprazni mnozici X. Potem
za poljubna elementa a,b € X velja:

1. a~b < [a]=[b] Fkvivalencna razreda elementov, ki sta v relaciji, se ujemata.

2. Ce a ni v relacifi z b, potem je [a] N [b] = ¢ FEkvivalenéna razreda elementov, ki
nista v relaciji, sta disjunktna.

3. X je disjunktna unija ekvivalencnih razredov. Z drugimi besedami: wvsak element
mnozice X pripada natanko enemu ekvivalencnemu razredu.

Ta izrek nam zagotavlja, da lahko ekvivalencno relacijo rekonstruiramo, ¢e poznamo
njene ekvivalencne razrede.

Zgled 1.8. Recimo, da je [1] = {1,3,5}, [2] = {2,6} in [4] = {4}. Torej je X =
{1,2,3,4,5,6} in ekvivalenéna relacija ~, ki jo ti razredi dolocajo, se glasi:

{( )( )( 1),(1,5),(5,1),(3,3),(3,5),(5,3),(5,5),
(6,6

Mnozico ekvivalenc¢nih razredov relacije ~ na mnozici X imenujemo faktorska mnozica
in jo oznacimo X/.. Za relacijo iz prejsnjega zgleda je

X/~ = A{[1],[2],[4]}
= {{173’5}7{276}’{4}}'



