2 IZREKI O ODVEDLJIVIH FUNKCIJAH

Definicija 2.1. Funkcija f ima v tocki x¢ lokalni maksimum, ce obstaja taka dovolj
magjhna okolica tocke g, da za vse x iz te okolice velja: f(x) < f(xg). Funkcija f ima v
tocki xo lokalnt minimum, ce obstaja taka dovolj majhna okolica tocke xq, da za vse x
iz te okolice velja: f (x) > f(xo). Takim tockam z eno besedo recemo lokalni ekstremi.

Izrek 2.2. (Fermat) Ce ima odvedljiva funkcija f v tocki xo lokalni ekstrem, je f' (xo) =
0.

7 drugimi besedami: Ce ima funkcija f v tocki xo lokalni ekstrem, je f (o) = 0 ali
pa f v tocki zp ni odvedljiva. Pripomnimo, da iz dejstva, da je f’ (o) enak 0, ne sledi,
da ima f lokalni ekstrem. Primer: f (z) = 23, f'(0) = 0, vendar f, ¢eprav odvedljiva, v
tocki x = 0 nima lokalnega ekstrema, saj je narascajoca.

Dokaz Fermatovega izreka. Denimo, da ima f v tocki zy lokalni maximum. Potem za
vsak x iz dovolj majhne okolice tocke xy velja: f(x) < f (zo) . Izracunajmo levi in desni
odvod funkcije f v tocki zg :

f(xo+h) = f (o)

fi (@o) = hli%l+ h
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Ker je funkcija v tocki xy odvedljiva, je
0 < fL (@) = f' (o) = fi (20) <0,
od koder sledi, da je f’ (z¢) = 0.

Izrek 2.3. (Rolle) Naj bo funkcija f na definirana in zvezna na |a,b] in odvedljiva na

.....

tranjosti intervala vsaj eno tocko, kjer je tangenta na graf vodoravna (vzporedna z osjo

Dokaz Rolleovega izreka. Za konstantno funkcijo f izrek ocitno velja, saj je f' (z) =0
za vsak x. Naj bo torej f nekonstantna funkcija. Pri nekem xq je f (z9) # f (a) = f(b) in
recimo, da je f (z¢) > f (a). Funkcija f je zvezna na zaprtem intervalu [a, b] , zato doseze
svoj maksimum M. Naj bo f(§) = M pri nekem £ € (a,b) in izracunajmo Se f’(£). Pri
tem bomo upostevali, da je

fla) < f(wo) < f(§) =M.
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Torej,

FLe = hli%lf h
— lim f(€+h)—M20
h—0— h
in
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(6 — hli%if(Hf)L f(©)
— g LETR M
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Podobno kot v dokazu Rolleovega izreka ugotovimo, da je f'(§) = 0.

Izrek 2.4. (Cauchy). Bodita f in g zvezni na [a,b] in odvedljivi na (a,b). Dodatno naj
funkcija g Se izpolnjuje pogoja: ¢ na (a,b) nima nobene nicle in g (b) # g(a). Potem
obstaja taka tocka & € (a,b), da je

Dokaz. Definirajmo novo funkcijo h(z) = f(z) — ag(z), ki je gotovo zvezna na
[a,b] in odvedljiva na (a,b). Konstanto a dolo¢imo tako, da bo h(a) = h(b). Ce tako
konstanto lahko izracunamo, bo funkcija h izpolnjevala pogoje Rolle-ovega izreka in bo
za neki € € (a,b) izpolnjeno A’ (£) = 0.

Izracunajmo « :

Iz enacbe na sredini sledi
a(g () —g(a))=[f(b)— f(a)

in je torej
) - f(@
g() —g(a)

Po drugi strani pa mi pogoj ' (£§) = 0 pove: f'(§) — ag’ (§) = 0 oziroma

1€ _ f)—f(a)
g€ gb)—gla)’

o =

kar je bil nas cilj.



Izrek 2.5. (Lagrange). Naj bo funkcija f na definirana in zvezna na [a, b] ter odvedljiva
a (a,b). Potem obstaja taka tocka & € (a,b), da je

f )= f(a) = f (&) (b—a))

Ta izrek nam pove, da obstaja taka tocka, kjer je tangenta na graf vzporedna sekanti
skozi tocki (a, f (a)) in (b, f (b)). Tam je ky = f'(£) = L&=1@ — f

b—a
Dokaz. Lagrangev izrek je direktna posledica Cauchyjevega izreka. Za funkcijo g v C.

izreku vzamemo kar g (x) = x in rezultat takoj sledi.
Posledice Lagrangevega izreka:

1. Ceje f'(z) = 0 za vsak = € (a,b), je f konstantna funkcija.
2. Ceje f'(z) > 0 za vsak = € (a,b), je f naraicajoca funkcija.
3. Ceje f'(x) <0 za vsak x € (a,b), je f padajoca funkcija.

Izrek 2.6. (L’Hospitalovo pravilo)Naj bosta funkciji f in g zvezno odvedljivi (torej
tudi zvezni) na neki punktirani okolici toc¢ke a. Naj bo lim f (z) = lim g () =0 in g (z),

g (x) # 0 na neki punktirani okolici tocke a. Potem je

lim M = lim r (x)
M@ g

Ce je lim £ g( ) = +00, isto velja tudi za limito lim g:g))

To pravilo nam omogoca ucinkovito racunanje limit, predvsem takih, kjer nastopajo
funkcije, ki se z odvajanjem poenostavijo.

L’Hospitalovo pravilo velja tudi splosneje: za leve in desne limite, limite v neskonénosti
in tudi za nedolocenosti tipa 22.

Zgledi:
1. lim 822 = lim —Smx = lim €% =1
z—0 ¥ z—0 z—0

2. hmxlnx—hmf"i e 1

z—0 x—0 7

— = hn%(—:c) =0.

Dokaz (delni) L’Hospitalovega pravila. Najprej funkciji f in g zvezno razsirimo $e na
tocko a :

f(x):{f(x); z#a g@):{gw? v 4a

0; T=a 0; T = a.

Potem je f(a) = g(a) = 0 in hm J;g; = lim i;g:r) Funkciji f in g sta zvezni na [a, 2],

¢e je le x dovolj blizu a, odvoda f in ¢ pa zvezni fukciji na (a,x). V tocki a ni treba,



da sta funkciji f in g odvedljivi. Uporabimo Cauchyjev izrek za funkciji f in g. Za neki
§ € (a, ) je )

() — g (a) () g g
Potem je
f@) @) O [
Mg@ T R Shg© g
= lim f , sajjea<&<uwmter f, ¢ zvezniin ¢ # 0.
a—a g' (x)



