KOMPLEKSNA STEVILA

Enatba 2 4+ 1 = 0 v mno#ici realnih Stevil nima nobene reditve, saj je 2 > 0 za vsak € R in
tako ne more biti enak —1.

Uvedemo novo mnoZico Stevil: kompleksna Stevila C

1 := 4/ —1 imaginarna enota, 2= -1

a,b e R, a+ b

N - -
kompleksno Stevilo

C={a+ib; a, b € R}
RCC, sajjea=a+1:0 zavsaka € R

a = Re z realna komponenta
z = a+ b,
b = Im z imaginarna komponenta

Realna in imaginarna komponenta sta realni Stevili.

Racunske operacije v C
- seftevanje: (a + b))+ (c+id) = (a+c¢c)+i(b+ d)
- mnoZenje (a4 ib) - (¢ +id) = (ac — bd) + i (ad + be)

- konjugiranje z =a +11b =2z =a — b

Predstavitev v Gaussovi ravnini

C—-RxR
Im .

a + ib
a + ib — (a,bd) bil———— - °

|

|

|

a Re

Geometrijski pomen seStevanja in konjugiranja: z1 = a + ib, 29 = c+ id

Im
, Z1 + 22
(b—|—d)7, ————————— Im
-0
zo -7 //I z=a-+1b
di--- /| bi-r—-—---- L]
| / | |
[ / [ |
) I VA A |
by [ [ ! [ @ Re
[ [ [
| | I —bil——— - Py
c a a-+c Re zZ=a—1b
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Lastnosti konjugiranja

1l.z1+22=721+ 22

2. Z1z29 = Z1Z22

3.2=1z2

4. zz > 0

5. Rez=12%(2+%) Imz=—-%(z—7%)

z=a+1ib, Z=a —ib= 2Z = a® + b*
|z| = va? 4+ b2 absolutna vrednost kompleksnega Stevila

Geometrijski pomen: oddaljenost totke z = a + ib od koordinatnega izhodis¢a.

Im ]
a -+ b
bi-—----=
E !
|
|
0 a Re

21 _ F1%2 __ 2172
2 22 |y
244 _ (24+49)(3+24) _ 447 _ A4Ti _ A4 Ty
3—21 — (3—2i)(3+21) — |3_2i‘2 — 713 — 13 13

Kompleksna $tevila so za operaciji seStevanja in mnozZenja komutativni obseg; torej za ti dve
operaciji veljajo ista ralunska pravila kot za realna Stevila.

Lastnosti absolutne vrednosti:
L [z] = |2

2. |z122| = |21] |22]

3]zl =0=2=0

4. |z1 + z2| < |z1| + |22| trikotniska neenakost g 21

Re
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Razdalja

Z1 = T1 +1Y1, 22 = T2+ 1Y2

d(z1,22) = v (1 — 22)> + (Y1 — y2)° = |21 — 22

Nekaj podmnoZic kompleksne ravnine
1. z0€eC, r>0

{2z |z — 20l <7} ={z d(z,20) <r}

Re

2. z1, z2 dani kompleksni Stevili
{z; |z — 21| = |2 — 22|} = {25 d(2,21) =d(z,22)}
simetrala daljice med to¢kama z1 in z9

Polarni zapis kompleksnih stevil

V ravnini izberemo totko 0 (koordinatno izhodis¢e) in poltrak (polarna os).

Tako smo dobili polarni koordinatni sistem: 4
0

V tem koordinatnem sistemu predstavimo to¢ko I" s parametroma:

- r....oddaljenost totke T" od izhodi$¢a O
- ¢....kot med polarno osjo in daljico 07", merjen v nasprotni smeri urinega kazalca. Ce je r = 0,

¢ ni definiran,
T

OT =r

0

Zveza med kartezi€nimi in polarnimi koordinatami

Polarni in kartezi¢ni koordinatni sistem zdruzimo tako, da se polarna os ujema s pozitivnim
poltrakom osi = (realne osi Gaussove ravnine).

Im T
Ty cosp = £ —S—5
. T — Vv 2 2
yif----= | sing = 4 r ety
@ |
|
0 T Re
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Ce iz teh relacij izpeljemo
xr = rcose
y = rsing

smo tako dobili formule za izralun kartezi¢nih koordinat iz polarnih.

Kompleksno $tevilo x + 7y lahko nato zapiSemo v obliki
z = r(cosp+ isinp)

polarni zapis kompleksnega Stevila

Izra¢un polarnih koordinat iz kartezi¢nih:

ro= |zl =V 22+ y2
tan ¢ = Y
X

Absolutno vrednost r imenujemo tudi modul, polarni kot ¢ pa argument.

Zapisemo ¢ = arg z.

Zgleda:

e Zapisimo z = 1 + ¢ v polarni obliki. Izralunati je treba modul 7 in argument .
r2:x2—l—y2 14+ 1=2,torejjer = /2
tanp = £ = 1 = 1, torej ima ¢ vrednost bodisi I bodisi m 4 Z. Ker lezi kompleksno
Stevilo z = 1 4+ ¢ v 1. kvadrantu, izberemo ¢ = %. Sledi
z = \/g(cosg—l—isin%) )

o Cepajez=—1—14,jer = /2, prav tako je tan ¢ = % = % = 1. Vendar je sedaj z v

3. kvadrantu, zato je ¢ = J + 7w = %” in

1
1

z:\/g(cos —i—zsm5“).

V obeh primerih smo za kot ¢ izbrali vrednost iz intervala [0, 27) .

Zapis kompleksnega Stevila v polarni obliki, ¢e privzamemo, da je lahko kot ¢ € R, pa ni enoli¢en.

Definicija. Kompleksni tevili z; = 71 (cos @1 + isin ;) in z2 = ra (CoS @y + isin @,) sta
enaki natanko takrat ko velja

Py — Py = 2kw, KE€Z, r#O0.
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Velja torej 2((:05% + isin%) = 2(COS%T7T + isin%f) )
Racunanje s kompleksnimi Stevili v polarni obliki:

z1 =11 (cosp; + isingp;)

z2 = 12 (COS Py + i sin py)

Izra¢unajmo produkt z1 in 29 :

z1zg = rira(cose; + isineg) (cospy + isinpy) =

= 1172 (Ccos gy cos py — sin ¢, sin @y + 7 (sin ¢, cos @y + cos @ sin py)) =
= rir2(cos (p1 + 3) +isin (@1 + ¢2))
Sledi
|z1z2| = rmir2

arg (z122) = argz) +argze + 2kw, k€ Z.

Kompleksni $tevili v polarni obliki zmnoZimo tako, da zmnoZimo absolutni vrednosti (modula),
kota (argumenta) pa sestejemo.

Zgled.
Naj bo z = r (cos ¢ + i sin ) poljubno kompleksno Stevilo, w = cos a + i sin « pa Stevilo z
enotske kroZnice (|w| = 1). Kaj geometrijsko predstavlja preslikava

Z = ZW

oziroma mnozenje s Stevilom iz enotske kroZnice?
zw =71 (cos (p + a) +isin (¢ + a@)) .

Kot vidimo, se je modul ohranil kot pa se je povedal za . Torej gre za rotacijo za kot @« = arg w
okrog izhodis¢a.

Potenciranje v polarni obliki

z =1 (cosp + isin @)

22 = 1% (cos (@ + @) + isin (¢ + ¢)) = % (cos 2¢ + isin 2¢)
Ce bi nadaljevali in izratunali %e z3, 24, bi hitro lahko postavili domnevo
2" = r"(cosnp+isinng), neN

Moivre-ova formula

Formulo dokaZzemo z matemati¢no indukcijo.

e Zamn = 1 oditno velja.
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= 2"z = " (cosng + isinny) (cos ¢ + isinp) =
" (cos (n + 1) @ +isin(n+ 1) @) .

o 2"

9 9
|zradunajmo (1+i)9:(\/§(cos§+ising)) =(\/§) (cos%’—l—isin%) =
=22 (cos (87 + 1) 4+ 4sin (8T + 7)) = 162 (cos T + isinZ) = 16 (1 + i)

Moivre-ova formula velja tudi za negativne eksponente in O:

n=—1, z=r(cosp+isiny), r#D0.

)
-1 _ 1 _ 1 _ . —1cosp—ising __ _—1 ..
2z == =7 0 =" (cos(— isin (—
z r(cos p+isin @) cos2 g0—|—sin2 © ( ( 90) + ( 90))
V zgornjem ralunu smo upostevali, da je cos (—p) = cos ¢ in sin (—p) = — sin .

n=0: 1r(cosOp + isinOyp) = 1.
Eksponentni zapis kompleksnega Stevila

je razli¢ica zapisa kompleksnega Stevila v polarni obliki.

e'¥ :=cosp + isinp

Nato lahko vsako kompleksno $tevilo zapiSemo kot:

z=1r(cosp+isiny) = re'?.

Lastnosti e’¥:

1. iei‘pi =1

2. 62’901 :eifPQ @9@1—902:21{:71', keZ
3. e = ne—w

4. (%) =em™, nez

5 i®1eiP2 — pilv1+92)

Enacba z" = a

a € Cin n € N naj bosta dani &tevili. i8¢emo vsa taka kompleksna &tevila, da bo 2" = a. Vse
reSitve, ki jih bomo tako dobili, bodo vrednosti n-tega korena iz $tevila a.

Resitev pois¢emo v obliki z = re'. Tudi dano %tevilo a zapiSemo v eksponentnem zapisu:
a = |a| e'®. Sedaj se enatba z" = a glasi:
ip) " i
(re') = Jale
Tneimp — |CL| eia
r" (cos (np) +isin (np)) = |a|(cosa + isin )
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V zadnji vrstici imamo enakost dveh kompleksnih Stevil v polarni obliki; od tod dobimo

ro= vl

o+ 2k
npg = aoa+2kn=>¢p=—-"—, k=0,1,...,n—1.
n

Pri k = m bi dobili isto reSitev kot pri K = 0, pri k = n + 1 isto kot pri K = 1 in tako naprej.
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