LIMITA FUNKCIUJE

1. LIMITA V TOCKI

Najboe > 0ina € R.

e-okolica (ali na kratko kar okolica) totke a je interval (a — e,a + ¢€) .

Punktirana e-okolica tocke a je interval (a —e,a +¢) \ {a}.

Punktirano okolico to¢ke a dobimo torej tako, da iz e-okolice totke a izrezemo njeno sredisce
(totko a).

Zanimalo nas bo obnasanje funkcije f v neki dovolj majhni punktirani okolici totke a.

Zgled f (z) = % Ta funkcija v a = 0 o&itno ni definirana, njene vrednosti pa lahko izratunamo
za vse x iz neke punktirane okolice. lzratunajmo nekaj vrednosti f (x) za nekaj argumentov x, ki
so blizu a.

£(0.4) = 0.97355
£(0.3) = 0.98507
#(0.2) = 0.993 35
#(0.1) = 0.998 33
#(0.05) = 0.999 58

Videti je, da blize kot je  k a = 0, bolj se funkcijske vrednosti f (x) priblizajo $tevilu 1. Vrednost
f (a) = f(0) pa sploh ni definirana.
Definicija. Stevilo L je limita funkcije f v to&ki a, &e lahko dosezemo, da se funkcijske vrednosti
f (x) od &tevila L poljubno malo razlikujejo, &e je le x (ki je razliten od a) izbran dovolj blizu
tocke a.
Zapis: lim f (z) = L

rT—a

sin x

sinxz __
sit sinz _

v to¢ki 0 oziroma lim

x—0

V prejdnjem primeru je videti, da je Stevilo 1 limita funkcije

Se enkrat zapi§imo definicijo bolj formalno:
Ve >0 30 >0: 0<|z—al<d=|f(zx)—L|<e.

Pri poljubnem vneprej izbranem & > 0 obstaja tak pozitiven ¢, da se Stevila x (razli¢na od a), ki
so za manj kot & oddaljena od a preslikajo v e-okolico Stevila L.
Ponavadi je  odvisen od ¢ in sicer je pogosto tako, da manjsi kot je €, manj3i bo tudi 6.

Leva in desna limita:

leva limita: L; = lim f(x), Opazujemo samo vrednosti f (z) za z < a
r—a~

desna limita: Ly = limJr f(x) Opazujemo samo vrednosti f (z) za > a.

T—a

Zgled:

lim 2 = 1im z=1

z—0T v z—0T v

lim 2 = jim =z = 1

z—0~ z—0t
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Trditev. Funkcija ima v tocki a limito natanko tedaj ko ima v tej isti to¢ki levo in desno limito
ter sta enaki. Potem je tudi L = lim f () = L; = Ly.

r—a
2. LIMITA V NESKONCNOSTI

L = lim f () pomeni naslednje: Vrednosti funkcije se poljubno priblizajo L, &e smo le x izbrali
r— 00

dovolj velik.
Ve >0 IM: x> M= |f(x)—L| <e.

L= lim f(x):

r——00

Ve >0 dm: z<m=|f(x)—L|<e.

Zapis lim f (x) = oo pomeni, da vrednosti funkcije f preseZzejo katerokoli vnaprej izbrano
r—a
vrednost M, &e je le « dovolj blizu a.

VM 36 >0: 0<|zx—a|<d= f(z)>M

Analogno lim f (x) = —oo pomeni, da je f (z) manj od poljubnega m, &e je le x dovolj blizu
T—a

tocki a.
Podoben zapis uporabljamo tudi za limito v neskon&nosti (+oco ali —c0).

3. PRAVILA ZA RACUNANJE LIMITE
(veljajo za vse tipe limit: v toZki ali v neskon&nosti, leva, desna)

o lim (f (z)+ g (2)) = lim f (z) + lim g (x)
e lim f(z)g(z) = lim f (z). lim g (z)

flo)  dim f(x)

e lim ¢e lim g (z) #0
r—a

g—a 9(x) — lim g(z)’
e lim A= A, ¢ je A =konstanta
r—a
im -4 —
* lmyay =0
¢eje im f (z) = oo ali lim f (z) = —o0
rT—a r—a

e VzeO((a): f(z)<g(x)aiVee O(a) : f(x)<g(x)
= lim f (z) < lim g (x)

o lim /f(x) = Vlimf(ac),nEN
e je n sodo Stevilo, mora biti f (x) > 0 vsaj na neki okolici 3tevila a.

o limb/® = biij}lf(m), b>0,b#1.

r—a
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Ce je funkcija v totki a definirana, se njena funkcijska vrednosti f (a) lahko razlikuje od

Lof@=4 2L 71 Vidimo, daje £ (1) = 0'in lim f (z) = 3.
0, x=1 rx—1
Iimite.2
: z°4+2x—3 __ 1: (z+3)(x—1) — 1 —
> =i e = ) =
3. lim 4 =0, k>0
reo @ .
4, lim 2L =1, lim 2L =0
z—0 % r—Foo *
5. lim tanx = oco, lim tanx = —oo,
T—5— rT—5+
6. lim arctanz =%, lim arctanxz = —3
r—0o0 T—r — 0O
7. lim e =00, lime *=0
r—0o0 T— OO 1
. 1\® - . T _
8. xkrinoo(l—l—g) — e, 1ltgré(l—kt)t—e

Kasneje (v poglavju o odvodih) bomo spoznali e eno u&inkovito metodo za

L"Hospitalovo pravilo.
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racunanje limit:



