MATEMATIKA 1, E-VS - vaje

PONOVITEV 1Z SREDNJE SOLE:
(Literatura: knjige za srednjo $olo, zbirke nalog za pripravo na maturo; npr.
Gorse Melita, Moja matematika 1,2,3, ...)

1 Linearna enacba, linearna funkcija, premica

1. Zapisi enacbo premice, ki poteka skozi tocko A (3, —4) in ima smerni koe-
ficient k = 2, v eksplicitni, implicitni in odsekovni (segmentni) obliki. R:
y=2r—-10,2r —y—10=0, £+ 5 =1

2. Zapisi enacbo premice, ki poteka skozi tocki A (3,—2) in B (1, —1) v vseh
treh oblikah. R: implicitna: x +2y +1 =10

« a1 2@ _ 2 .115

3. Resi enacbo &F —7+2z =3 —z. Riz3

4. Narisi graf funkcije y = —3z + 6 tako, da jo preoblikujes v segmentno
obliko. Doloci enacbo pravokotnice nanjo v tocki A(1,y). R: § + % =1,
r—3y+8=0

5. Skiciraj graf linearne funkcije y = 2z — 4 in izracunaj razdaljo tocke

; . 8V5
A(-1,2) do dane premice. R: ==

6. Grafi¢no in ra¢unsko resi enacbo 2z + y — 10 = 0, ter navedi podrocja,
kjer je funkcija pozitivna, negativna ter povej kje narasca oz. pada. R:
T (5,0), pozitivna za = < 5, negativna za x > 5, povsod pada

7. Resi enacbo § 2z —14)+ 1 (3z+9) ==z . Riz =1

8. Dani sta tocki A(—3,1) in B (1,—3). Pois¢i enacbo simetrale daljice AB.
Riy==

9. Poisci tocko A') ki je simetri¢na tocki A (3,1) glede na premico y = 2z +1.
R: A’ (-2, 17)

57 5

2 Manipulacija z algebrajskimi izrazi (poenos-
tavljanje, faktoriziranje, krajsanje; kvadrat in
kub dvoclenika, razlika kvadratov, razlika kubov,
Vietove formule)

1. Izracunaj (z + V22 —1) (z — V2?2 —1). R: 1

2. Skréi izraz 2=t — b=¢ R:
c—d d—c c—
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11.

6.

. Krajsaj

A | 6z 20 \ — =5
. Dokazi: (z2+2z+4 Z—9 + 13—8) (556"‘ z+2) T ox+2°

. Skr¢i izraz: (“—Jr?’ — “—_3) c -3 R:4

u—3 u+3 ) " u2-9°

r+y_ Y —
& 9 R:a¥™"

42T _q®

oy e 2_,42 —
. Krajgaj: &&—azte—a R, az+tl

x2—ax+3x—3a " x+3

. Kvadriraj: (3a —b+2¢)*. R: 9a2 + b2 + 4¢2 — 6ab + 12ac — 4bc

. Izra¢unaj vrednost izraza: (a®+b?) (a + b‘l)_l in premisli, pri katerih

a in b sploh obstaja. R: a> —ab™' + b2, b#0in a # f%.

. Zapisi kot produkt: 2z + 84 — 222, R: —2(x —7) (z + 6)
10.

Razstavi: p2 + 2pq + q2 — 72 R: p+q—r)(p+qg+r)

Razstavi: 2% 4+ 23y — %92 — 2y°. R: z (z + 9)° (z — y) (22 — 2y +9?)

Racunanje s potencami, koreni, eksponentne
enacbe

-1
. Resi enacbo (1 - (1 —|—x_1) ) =2.Riz=1

s
(V)

Racionaliziraj: 4123 . R:

ﬂ

Racionaliziraj: ﬁ R: 3 (\4/5 — 1) (\/§+ 1)

Racionaliziraj: g;\/\g R: (ﬁ_fgm

Izracunaj:

(a) V253. R: 5

(b) 8T —TVT+2V7 - 7. R: 27

(¢) V/5V5. R: /5

(d) Er— R b~

(e) ¥/by"*2. R:y? {/by?
b b—5 3

(6) Vy* (Vo) (Vo) Rey

(g) 1 3/m24+2mni4n? R: 2 1
m-+n m—n . . m2—n2

N 0,5 0,5
Doloéi vrednost izraza: v0.174 . (%)0. ((%) 4) : ( L ) . R: 40



13.
14.

. Izracunaj (1+z—9)* (1+x+y)". R ((1 +1)° - y2>

a

. Skréi izraz (% +2) (4 — 2)71 R @+b?

b

a2—b2

. Resi enacbo: 3271 =1. Riz =1
10.
11.
12.

Resi enacbo: 9-3772 =27%, R: 2 = 2
Poenostavi: 36V5~V2:6V5-V2 R: 6V5-V2
7 uporabo definicije logaritma resi enacbe:
(a) logsz =2. R: 3
(b) log,4=-2.R: 1
(c) logys VB =z. R: %
(d) 32'°&® =0,25. R: ﬁo*o
Resi logaritemsko ena¢bo: log (x — 3)+log (z+1) =log(z+ 7). Rz =5

Logaritmiraj: log ﬁ R: —% loga

Kvadratna funkcija in kvadratna enacba

. Resi enacbo: —1= (2 —2)(z+2)— (z—1)>. Riz =2
. Nagrtaj graf funkcije y = —2? + o + 1. R: T(%,%% nicli (—0,6;0) in

(1,6;0)

. Narisi kvadratno funkcijo y = 1 (z + 2)® + 1.R: T(—2,1), tocka na ordi-

natni osi A (0, 3)

. Dolo¢i parameter a tako, da se bo parabolay = a (x2 — bz + 3) - (mQ -3 4:10)

dotikala osi x v eni sami tocki. R: a1 = 2, ay = %

. Zapisi enacbo kvadratne funkcije, katere graf ima teme 7 (—2,3) in ima

ni¢lo pri z = 4. R:y:—ﬁ(x+2)2+3

. Vodilni koeficient kvadratne funkcije je —4. Nicli sta pri 2 in —1. Dolo¢i

kvadratno funkcijo in teme te parabole. R:y = —4 (z — 2) (z + 1), T(4,9)

. Razdruzi stevilo 18 na dva ¢lena tako, da bo njun produkt najvecji. R:

9+9

. Resi kvadratno enacbo: @ — (z + 10) (z 4+ ) ' =2. R: 4, —4

. Izra¢unaj preseciscéa krivulj y; = 322 —4x + 3 iny; = 22 + 1. R: P(1,2)
10.

Zapisi tisto eksponentno funkcijo, f (x) = a”, katere graf poteka skozi teme
kvadratne funkcije y = 42% — 4z + 13. R: teme T'(1,12), f (z) = 144"



Preprosta geometrija: Pitagorov izrek, raz-
dalja med tockama, kosinusni stavek

. Resi sistem linearne in kvadratne enacbe z2 +y? = 25 in z +y = 7 in

. Obseg enakokrakega trikotnika je 86 cm, osnovnica pa 12 cm. Koliko meri
krak trikotnika? R: 37 cm

.V enacbi premice Az +4y—6 = 0 dolo¢i parameter A tako, da tvori premica
s koordinatnima osema trikotnik s plos¢ino 4,5. R: A =1

. 'V pravokotniku je prva stranica 24 cm, druga pa je za 8 cm krajsa od
diagonale. Izracunaj dolzino diagonale. R: 40 cm

. 'V rombu meri obseg 82 m, ena diagonala pa 40 m. Izra¢unaj drugo diag-
onalo. R: 9 m

. 'V pravokotnem trikotniku (@ = 24, b = 33) izracunaj kota « in . R:
a =294, 3=060,6

. Poenostavi: (tgo + ctga) . R: % sin 2a

Sistemi 2 X 2 0z. 3 x 3 linearnih enaéb (metoda
nasprotnih koeficientov, izrazanje ene neznanke
z drugo)

. Resi sistem enacb: y = -3z +2in § — 4 =1. R: T'(1,-1)

. Resi sistem enacb: 2z —4y+4 =0 in 2y —2x — 1 = 0. R: ni resitev, premici
sta vzporedni

. Resi sistem enacb: § +y =4in 2+ % =3. R: (2,3)

. Resi sistem enacb: 3x 4 8y = 11 in 12z 4 32y = 44. R: vse tocke v ravnini

. Izracunaj presecisce premic z enacbama 6z —y+2 =0in 2x —2y —1 = 0.
R: T (—3,-1)

. Dolo¢i parametra m in n v sistemu enacb tako, da sta premici, ki ju
doloc¢ata enacbi, identi¢ni:
p1:(m—2)x+2y=3n—4m



. Resi sistem enacb:

20 —3y+2=0
z+y+2=0

3z +y—2z=0.R:(0,0,0)

Osnove trigonometrije: definicija kotnih funkcij
in zveze med njimi

. 2 N2
. : S -1
. Poenostavi izraz in ga izracunaj za o = 3 ; ((Snetcosa) 1) p. 029,
6 tan 2z ’

1

4

1

. Doloci vse kote ¢, za katere je sin? ¢ = 5

. Resi enacho sinz = @

. Resi enacbo sin® z = 2 — cos z.R: ni resitve

Kroznica, elipsa, hiperbola, parabola

. Zapisi enacbo kroznice, ki gre skozi tocko T'(1,0) in ima sredisce S (0,0) .
R: 22 +y? =29

. Zapisi enacbo kroznice, ki gre skozi tocko T' (1, 0) in ima sredisce S (-3, —2) .
R: (243 + (y+2)° =20

. Izracunaj srediséno razdaljo kroznic: x? + y% + 4z — 6y — 12 = 0 in 2% +
y? —6x+2y — 6 =0. R: V41

. Skiciraj krivuljo, ki jo dolo¢a enacba 522 + 9y* — 50z + 36y + 116 = 0. R:
(2075)2

elipsa ~—~ + % =1.

. Zapisi enacbo hiperbole, ¢e jea =2 in b= 1.
. Narisi parabolo y? = 4z.

. Zapisi enacbo parabole z goris¢em na osi zin temenom 7" v koordinatnem
izhodiscu, ¢e gre skozi tocko T (%, 3) .R:y? =6z



IZJAVNI RACUN, LOGIKA

. Pravilno izjavo "3 je ve¢ kot 2" ozna¢imo z A, nepravilno izjavo "stevilo
5 je sodo" pa z B. Naslednje sestavljene izjave izrazite z logi¢nimi znaki
in ugotovite, katere od njih so pravilne:

(a) 3 je vet kot 2 in stevilo 5 je sodo.
(b) Ce je 3 vec kot 2, stevilo 5 ni sodo.
(c) S

(d) Ce je stevilo 5 sodo, je 3 ve¢ kot 2.
()

(f
()

Stevilo 5 ni sodo ali pa 3 ni ve¢ kot 2.

Ce je 3 vec kot 2, potem je stevilo 5 sodo.
3 je vec kot 2 ¢e in samo ce je stevilo 5 sodo.
3

je vet kot 2 natanko tedaj, ko je stevilo 5 sodo.

. Naj bo A logi¢no pravilna izjava. Kaksne so vrednosti izjav:

. S pravilnostnimi tabelami preverite, da so naslednje ekvivalence vedno
pravilne, ne glede na pravilnost izjav A in B:

. Zapisi negacijo izjav:

(a) AN(mAV B).R: = (AAB)
(b)) A= (B=A).R: N

. Student se je z mestnim avtobusom peljal na izpit. Rekel si je:"Ce bo
semafor pri Europarku zelen, bom naredil izpit." Ko je avtobus pripeljal

na to krizisce, na semaforju ni svetila zelena lu¢, student pa si je dejal:
"Presneto, spet bom padel." Ali njegov sklep velja?



10 MNOZICE

1. Dane so mnozice A = {:r Rz +2% -2z :0},B = {x € R;6I2*$ = 1\/x—3:0}in
C={zeRlog,9=2Va* -2’ +2-1=0V5—2=0}.
(a) Zapisi elemente mnozic A, B, C.
(b) Zapisi elemente mnozic AU B, AN B, A\B, B\A, AUBUC,
ANBNC, (ANC)UB, (AUBUC)\(BN(), (CNA)U(ANB),
(ANB)\ (CUA).
(¢) Zapisi in graficno predstavi kartezicna produkta A x B in B x A.
(d) Zapisi potenéno mnozico mnozice A. Izra¢unaj njeno moc.

2. Dana je univerzalna mnozica U = {1, 2,3, ...,9} in mnozice A = {1,2, 3,4},
B =1{2,4,6,8) in C = {7,9}.

(a) Za dane mnozice narisi Vennov diagram.
(b) Zapisi elemente mnozic: A°, B¢, C¢, (AUBUC), (AnBNC)°,
(BNA).
3. Poenostavi izraza:
(a) AN(A°UB).R: ANB
(b) (A°N(AUB))”.R: AUBC
4. Poenostavi, pri pogoju, da je A C B :
(a) ANB.R: 0
(b) AN (AC U BC). R: 0

5. Dolo¢i mnozici (AUB)N(AUC) ter (ANB)NC, ceje A= {z;0 <z < 2},
B={z;1<z<5},C={z;4<z<10}.

6. Predstavi naslednje mnozice tock v pravokotnem koordinatnem sistemu
in ugotovi, ali so tocke (0,0), (1,0) in (0,1) njeni elementi:

(a) A={(z,y); x >2yA2zx+y >0}
(b) B={(z,y); c>0Ay>0A-1<y—z<1Az+y<1}
() C={(z,y); x>0Ay>0A2%+1y% <1}

11 NEENACBE

1. Mnozico A zapi$i z intervali:
(a) A={z;2z <z +1<2z—1}.R: ni resitve
(b) A= {m;m ERA L > 0} - Ri(—00, —1) U [4, 0)

2. Resi neenacbo: —52*t1 + 25> 0. R: z < %



12 ABSOLUTNA VREDNOST

V obsegu realnh stevil resi naslednje enacbe oz. neenacbe:
L [2z43[<4,R: (-1, 1)
2. |z| — |z —4] >3, R: (£, 00)

|z +2] —1]22 -6] -3 <1—]z|, R: (—o0,2)

|z +3]=]z—1],R: =1

1<|z+3| <2, R: [-5,—4]U[-2,—1]

1=z — 1)l <1, R: (~1,3)\ {1}

|22 + 32| — || < =3, R: 0

® N o o s W

_ . 3
&~ 2| = |2+ 5|, R: =3

JR:(1-v2,00U(0,1+V2)
10. 22+ 3|+ |z +3|<1,R: 0

9. * ’m?’—xQ’ < |x2—|—x

11.

22| > 1, Re (4,3) U 3,00)

13 LOGARITMI
1. Resi enacbo: logz x = —2. R: é
2. Resi enacbo: log, 16 = z. R: 2

3. logz +log (z + 3) = log (x — 1) + log (x + 2) . R: ni resive; pazi na defini-
cijsko obmocje logaritma

4. logy Vx+1—logy, V92 +1=—-1. Rex=7
5. Izracunaj: log, (1 +V1- n) + log,, (1 —v1- n) .R:1
6. 49" —6-7"+5=0. R: x =0, x = log; 5. Pomo¢: substitucija 7 = a.

14 MATEMATICNA INDUKCIJA

S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi naslednje trditve:
2 2 2 _ n(n+1)(2n41)
1. *4+2°+...+n =%
2.1+3+..+(2n—1)=n?

1 1 1 1 _ 2"—1
3.0+l =220



10.
11.

12.

15

C1-2'42.2243.23 4 4n.270 = (2n —2)2" 42

8|(32"+2 — 8n —9)
6 [3n% 4+ 9n + 6

6|n(n+1)(2n+1)
9[3-4mtt 410771 —4

3|(5™ +2m )

12 o 22 4 32 — (71)7171“2 — (71)7171 n(n+1)

2

1:2:342-3-4+...+nn+1)(n+2)= —"(”"’1)("44‘2)(”“‘3)

S pomocjo matemati¢ne indukcije preveri ali velja trditev: 6 |(3" +2.57F 4 1)

KOMPLEKSNA STEVILA

. Razcepi v obsegu kompleksnih stevil:

(a) 22+ 36. R: (2 + 6i) (2 — 61)
(b) z*+122% R: 22 (2 + 2iv/3) (2 — 2iV/3)

(a) 22+5=0. R: +i\/5

(b) 22 —42+13=0.R: 2+ 3i

Izracunaj:

Resi v obsegu kompleksnih stevil:

(a) (V3+iv2) (V3—iv2) +(1-3i)>. R: =3~ 6i
(b) % 4420 4431 4436 1354 £ 5 R: 0
A0 41— A+)" -1+ R —68+ T4i

()

2—1

Izracunaj Rez, Im z, |z| in

|z —2| >3

[z+i—1] <3

Z2—Z

14227

ejez=3—4i. R: 3,-4,5,— &

Narigi mnozico kompleksnih $tevil, ki zados¢ajo pogoju:



(g) 2z =4
(h) |z2| +2z=2+1
(i) |z <1A[z—-1]<1

6. Poiséi realni tevili = in y, ki zadoséata enacbi (3 —i)z? — (3 + 2i)z —

1—¢)y=13—10s. R: 3in 5 ter =L in =23
Yy 2 4

7. V polarnem zapisu zapisi kompleksni stevili « = —1 —4 in 8 = /3 — 3i

8. Izracunaj (i +1)°. R: —8i

Ttkm
3

9. Tzracunaj: {12 R: cos ST 4 isin L k=0,1,2

10. Resi enacbo:

(a) 26 4+i=0.
(b) 22 +1-i=0
(c) *zQ—iz:|z—i|.R:i,§+%,*T\/§+%

11. * Pois¢i mnozico tock v kompleksni ravnini, ki zados¢a neenacbi: |2z| <

|1+z2|.

12. * Resi enacbo (2 —i)° = 1 — 4. R: V/2 (cos TEEhT — jsin =mBhm)
k=0,1,2

16 ZAPOREDJA
n+2

1. Dano je zaporedje s splosnim ¢lenom a,, = *7=.

(a) Poisci prvih nekaj €lenov.
(b) Pokazi, da je zaporedje strogo padajoce.
(¢) Koliko ¢lenov zaporedja lezi na [2,3]7 R: 8
(d) Ali je stevilo 1 ¢len zaporedja? R: ne

)

(e) Pois¢i natan¢no zgornjo in natanéno spodnjo mejo zaporedja.

M=3m=1

n n

5 omejeno. R: |a,| <1

2. Pokazi, da je zaporedje a,, = (—1)

3. Poisci splosni ¢len zaporedja:

. _ n _ n+2
(b) 3,3, 53 5 Ridan1 = 47, a2n = 335

4. Poisci stekalisca zaporedja a, = 1 +sin 4 R: 0, 1,2

10

)

R:



10.

11.

12.

13.

Poiséi stekaliséa zaporedja a,, = (=1)" + 1 R: —1,1

Poisci zaporedje s sedmimi stekalis¢éi. R: Npr. 1,2,3,4,5,6,7,1,2,3,4,5,6,7,1,2,3, ...

Poisci tako zaporedje, da je vsako naravno stevilo njegovo stekalisce. R:
Npr. 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2, ...

Pri katerem aritmeti¢cnem zaporedju je vsota 5. in 6. ¢lena enaka 44,
produkt teh dveh ¢lenov pa 4807 R: 4,8,12,... in 40, 36, 32,28, ...

Za kaksen z je dano koné¢no zaporedje aritmeticno: v/z,v/5x — 4,3+/z7 R.
=4

Doloc¢i geometrijsko zaporedje, ¢e je vsota Cetrtega in tretjega clena 504,
razlika pa 360. R: ¢ = 0, v tem primeru ne dobimo prave resitve; ¢ = 6,
zaporedje: 2,12,72,432, ...

. . _ 2n—7
Dano je zaporedje a, = §/—5.
a) Pokazi, da je omejeno. R: m = a; = —1, zg. meja: npr 1 ali %

(a)
(b)
()

)

(d) Izracunaj njegovo limito. R: %

Pokazi, da je narascajoce. R: pokazi, da je an+1 > an,Vn € N

Pokazi, da obstaja limita tega zaporedja.

Koliko ¢lenov zaporedja s splosnim ¢lenom a,, = Z—ﬁ lezi izven intervala
(1-¢,1+¢€), ¢ejee=0,0717 R: 13 ¢lenov.

Izracunaj naslednje limite:

(a

lim 2""_4 R: 2
s 00 mm+n?

)
Lﬂ&?ﬁﬁvﬁ—w
)

)

lim =L, R: 0
lim (n3 +2n —1), R: oo
n—oo
. n—3)(n?—=1)(n —+7

Jim CEBEERED R

f+fR

lim
n—oo In+17

_ V/n3+2-n_ R: 1
e me’ :

)
)
) 1
(h) lim ”* R: 1
)
)
)

60 1)n ’

- f+f+f
A e R

lim (vVn2 +n — v/n? fn), R:1

n—oo

lim —2—— R:0

nBo A DI=AD

11



14.

15.

16.

17.

17

. n—1)!
U] nILH;O gn+3w R: 0

LH(42)+(14243) £+ (1424 4n) R,
3 i

(m) lim - : &, Nasvet: Uporabi formuli

n—oo
1424 +n="000 4, 12 4 92 4 |y 2 = 2OdDEED [y 4y g
vajo lahko dokaze$ z matemati¢no indukcijo.

Zaporedje ima splogni ¢len a,, = 2n— 1. Dokazi, da je aritmeti¢no in zapisi
prvih pet ¢lenov. R: prvih pet ¢lenov: 1,3,5,7,9. Nasvet za dokaz: pokazi,
da obstaja tako konstantno stevilo d, da je a, = a1 + (n — 1)d za Vn € N.

. . o . o _ 3n—2 - . ..
Podano je zaporedje s splosnim ¢lenom a, = 775. Pokazi, da je narasca-
joce, omejeno, konvergentno in pois¢i njegovo limito. R: lim a, = %.

n—oo

Nasvet: pokazi, da je ap+1 > an,Vn € Ny, m = a1 = %, zg. meja: npr 1.

Ker je zaporedje naragtajoce in navzgor omejeno, je konvergentno.

. . . o . o 2_ .
Pokazi, da je zaporedje s splognim ¢lenom a,, = #ﬂlﬂ monotono in
omejeno, ter izracunaj njegovo limito. Od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni
1

zaporedja razlikujejo od limite za manj kot € = 1557 Nasvet: pokazi, da

je ant1 = an,Vn € N, m = a1 = 0, zg. meja: npr 3. nIergO an = % Ker je

zaporedje narasc¢ajoce in navzgor omejeno, je konvergentno. Od 14. ¢lena

dalje se vsi ¢leni zaporedja razlikujejo od limite za manj kot € = ﬁ.

V neskon¢énem padajocem geometrijskem zaporedju je prvi élen a;. Vsota
vseh ¢lenov tega zaporedja je 3a;. Poisc¢i deseti ¢len tega zaporedja. R:

= ()’

VRSTE

11

n
. Dano je zaporedje ay = T vE Dolodi delne vsote s, = > ay, dokazi,

k=1

o0
da je zaporedje delnih vsot s,, monotono in izracunaj vsoto vrste > ag.
k=1
o0

R: s, = == —1, > ap=-—1.
n+1 =

0 n
. Pokazi, da je vrsta > ) konvergentna. Nasvet: kvocientni kriterij.

3n
1 +n

sin” 1

(o]
. Razisci konvergenco vrste > S22 R: konvergentna, Nasvet: korenski

1yn
=1 )

kriterij.

S (—1)" g2 . . . . 2

g}l RETa el Ali ta vrsta konvergira ali konvergira absolutno? R: Vrsta
konvergira absolutno (torej tudi konvergira) za vsak z. Nasvet: kvocientni
kriterij

12



18

[e.°]
Ugotovi, ali je vrsta Y konvergentna in Ce je, izracunaj njeno

1
n(n+1)(n+2)
n=1
vsoto. R: i, Nasvet: razisc¢i zaporedje delnih vsot, metoda nedolocenih
koeficientov.
00 "oy
Dana je vrsta Zl(fl)"%. Ali je vrsta absolutno konvergentna? Ali je
n=
vrsta konvergentna? R: vrsta ne konvergira, Nasvet: da pokazes, da vrsta
ne konvergira absolutno, uporabi kvocientni kriterij. Da pokazes, da vrsta

ne konvergira, pokazi, da ¢leni vrste narascajo.

Ugotovi ali je vrsta 1+ ;% 4.+ 4"$;CL5" + ... konvergentna in ¢e je, izracunaj
njeno vsoto. R: %, Nasvet: vrsto zapisi kot vsoto dveh (konvergentnih)
geometrijskih vrst.

(n!)?

nmn

Ugotovi ali konvergira vrsta io: . R: divergira, Nasvet: kvocientni
kriterij. "

)
Ugotovi ali konvergira vrsta % R: konvergira, Nasvet: korenski ali
kvocientni kriterij. "

PRESLIKAVE

. Ugotovi, kateri izmed naslednjih predpisov so funkcije in kateri ne, ter

utemelji zakaj:

(a) A=1{1,2,3}, B={a,b,c,d}, f(1)=0b, f(2)=d, f(3)=0.

(b) A naj bo mnozica vseh ljudi, B pa mnozica vseh drzav. f(z) =
drzava, katere drzavljan je x.

(¢) A naj bo mnozica drzavljanov Slovenije, B pa mnozica vseh drzav.
f () =EMSO(z) .

(d) A naj bo mnozica drzavljanov Slovenije, B = N. f (z) =st. transak-
cijskega ra¢una od x.

(e) f:N—=N, f(n)=n?

(f) f:N—=R, f(n) = tisti z € R, za katerega velja 2 = n.

18.1 Injektivnost, surjektivnost, bijektivnost

1.

2.

Ugotovi surjektivnost, injektivnost in bijektivnost naslednjih preslikav:

(a) * f:NxN=N, f((n,m)) =n+m.
(b) f:R\{3+kr} >R, f(z)=tanz

Naslednjim funkcijam f: R — R zozi definicijsko obmocje in zalogo vred-
nosti tako, da bodo postale bijektivne:

13



(a) f(z)= |z
(b) f(x)=cosz
(c) f(z) =23 —u.
Skiciraj graf funkcije f(z) = |2z — 1] + |2z +4|. Ugotovi ali je funkcija

f : R — R injektivna ali surjektivna. Odgovore utemelji. R: ni surj.(npr. ne
obstaja z z lastnostjo f () = 3), ni inj. (npr. f(=1) = f(0)).

18.2 Definicijsko obmocje, zaloga vrednosti

1. Dolo¢i definicijsko obmocje naslednjim funkcijam:

(a) f(z) = 3. R:R\{2,-2}
(b) f(z) = V16 — 2. R: [—4,4]

(c) f(z) =InZE2 R: (-2,2)

(d) f(z)=/In2272 R: [1,4]

(e) * f(x) = arcsin ””2;; R: (o0, —1]U [%700)
(f) * f(x) =Inlncosz. R:0)

18.3 Kompozitum

1. Zapisi kompozituma funkcij: fo g in go f, ¢e sta f in g realni funkciji s
predpisoma f (x) = 2% in g (z) = x + 3.

2. * Doloi definicijsko obmogje funkcije v/ f (g (f (x))), ¢esta f (z) = £ in
g(z)=73.

3. Zapisi kompozituma funkcij: fo g in go f, ¢e sta f in g realni funkciji s
predpisoma
(a) f(z)=cosz+1ing(x)=a2+5z+2,
(b) f(z)=e"ing(x) =37

9(x) =22

x

4. * Zapisi kompozituma funkcij: fogohin hogof, za f (z) =e
ter h(z) = Ina3.

5. Najbo f: R — R, f(z) = 22. Zapisi:

(a) fof
(b) fofof

14



18.4 Inverzna funkcija

1. K dani funkciji poiséi inverzno: f : ]Ra'—> Rar, f(z) =22,

2. Naj bo f () = £, Pois¢i predpis za f~'. Kdaj le-ta obstaja (dolo¢i Dy
in Z; tako, da f obstaja)? R: f7!(z) = L2 =1 R\ {2} — R\ {1}.

3. Naj bo f(z) =3In (39” 1) + 2. Poiséi predpis za f~!. Kdaj le-ta obstaJa
(dolo¢i Dy in Z; tako, da f~1 obstaja)? R: f~1(z) = 1"’4%, f:
(o) — R

4. K danim funkcijam pois¢i inverzne:

(a) y =7 ==
(b)y—e —T7R: y—lln(:c+7)
(c) y = £22H R: y = arccos =3¢

5. Naj bosta f : {a,b} — {z,y,2},a—y,b—2xing: {z,y, 2z} — {m,n, 0},
T +— n, Yy — o, z — m. Za funkciji f in g preveri, ali sta injektivni oz.
surjektivni. Poiséi (kadar to lahko) 8e fog, go f, Zy, Z,, g~ in f71.
Odgovore utemelji. R: f inj., f nisurj, Zy = {z,y}, g bij., Z; = {m, n, o},
£~ ne obstaja, f o g ne obstaja,...

18.5 Monotonost, omejenost, sodost in lihost, periodiénost

1. Doloéi intervale monotonosti za dano funkcijo:

(a) f(z) = |Z£3|. R: narasca na (—3,1), pada na (—oo, —3) in (1, c0)
(b) f(z)=sinz. R: naras¢a na (f% +2km, 5 + 2k7r) ,pada na (g + 2k, 37” + 2k7r) ,
keZ

2. Ugotovi sodost oz. lihost dane funkcije:

(a) f(z) =+1—22 R:soda

(b) f(z) = —2%—2|z|+ 1. R: soda

(c) f(z) = 57 R:liha

(d) f(xz) =In(2— ). R: ne soda, ne liha
(e) f(2) =log (12) . R: liha

(f) * f(z) =log (z + v1+22). R: liha

15



18.6 Pregled elementarnih funkcij
Narisi grafe naslednjih funkcij:
Ly=-2@x-1*@x+1).

2. y = 22 — 2z + 2. Pomo¢: najprej narisi graf y; = 3 — 22 in upostevaj
premik

3. S pomocjo hornerjevega algoritma pois¢i nicle polinoma in ga skiciraj:
y = —2z* + 23+ 322 — 2 — 1. R: nicle: 1 (2.stopnje), —%, -1

2
4. y= % R: vodoravna asimptota y =4, ...
5. y= 492“’:;%1. R: poSevna asimptota y = 2z — 1, ...
6 _ ;1;(3:—2)2 R' . _ _ 4 v . . _ 4
S Y= - B asimptota y = x , bresecisce z asimptoto pri & = —3

7. y=x>+ % R: asimptota y = 22

8. y= #}LQ R: tocka nedoloc¢enosti pri x = 1
z2, |z| < 2

9. f(x)=<¢ 2z+1, |z|>2
2, |z[=2

10 y=vz+1

1. y=v—z+1

12. *y=+va?4+x—2
13. S pomocjo inverzne funkcije narigi graf y = vz + 1.
14. y =2? = 5]z| + 6. R: Dy =R, soda, nicle: 2,3, -2, —3, ni inj., ni surj.

15. Dana je funkcija f (z) = e®. Narisi grafe funkcij:

16. Dana je funkcija f () = lnz. Narisi grafe funkeij:

(a) fi(z)=f(z)+2
(b) fa(z) = |f ()]
(c) fs(z) =In|z|

17. y = |sinz|
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18. y = 2cos (x + %)
19. y = arcsinz

20. y = eSin®

21. y =In(cosz)

22. y=In(2x —4)
23. ¥y ="

24, *y=1+Inl

25. * y = arcsin ;I_}
1, x>0
26. y = sgn () = 0, =0
-1, <0

18.7 Limita funkcije

Izra¢unaj limite:

3 224 .
L lim 2=t R:—4

2. lim ©=L R: 3
z—2 T

3. lim Z=1 R: 2

r—1 z—1
2
: x°+4zx .4
4 lim £ R

. 3—vb5+x —
D. igli - R 3

5
: z°—1 .5
6. ;erll = R: 3

7. lim &=z —z+l R.(

P 3tai—z—1"
100
* iy T —2z+1 . 49
8. *lim R: 57

1 x50 —2x+1 °

s VIth—/ZT 1.
9. lim e R: ﬁ

10. lim W R: 22
1. lim 252 R: 1

12. lim 2z~ 2. R:



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

lim
r—00

Vitr—v14+x R' 1

2¢% —2% 41 .2
3x3—bx R: 3

lim
z—0

lim Y2ti=1 R.1
nsoo Vn2+1+1

s Vit Yt Yn po1
P T
lim ‘/77""3/5.1%:l

n—oo VIn+1 3
lim (w—l— 1 —x3) .R:0

T— 00

: sin 4x .
;11% = R4

lim ta% R:1

T—

. 1—cos2x .
ili% = R 2

lim tan z+tan’ R:1
z—0 z T

hm x arctan x .

carctanz R
sibe Vita? TV 2

lim
z—0

—sin 2 . =1
£+:ﬁ3i Re

Izracunaj levo in desno limito funkcije f(z) = arctan% vz =0 R
li =—Z limf(zx)=2Z

lim f (2) = 3, lim f (z) = 3

{ cosx x| <

Izracunaj li z) in lim f(x), ¢e je f(x) = W
zracunaj lim_ f(z) in lin f(z), ce je f(2) lo— 1| o >

rol=ol

R: lim_ f () ne obstaja, lim f(z) = 0.
z——% z—3

Ali za funkcijo f () = —L+ obstaja limita v tocki = 0?7 R: ne

14exz

18.8 Zveznost

1.

z2—1
Ali lahko dolo¢imo a tako, da bo funkcija f (z) = { oy TF 1 zZvezna
a

xTr=
v toctkiz =17 R:a = 7%
e’ z<0
Dolo¢i tocke nezveznosti za funkcijo f(z) = r—1 0<x<1 .R:
Inx z>1
r=0

18



19 ODVOD

Po definiciji izracunaj f'(z) :

L f@) =3, R =5

2. f(x) =sinz, R: cosz
3. f(z) =32% R: 6z

4. f(z)=2x—3,R: 2

Poisc¢i odvode naslednjim funkcijam:
1. f(z) =223 — 32% + 4, R: 622 — 62

2. f(z) =% -4, Rea? —a?

_ xz4x+1 . —2r2+2
4. f(.’IJ) T z?—a+l? R: (z2—2z+1)2

6. f(z) =zvz, R: %w%

7. f(z) = e®(2? — 22+ 2), R: 2%e®

8. f(z) =zsinz, R: sinz + zcosx

9. f(x) = 2?sinx + 2z cosz — 2sinz, R: 22 cosx
10. f(z) =zlnz —z, R: Inx
11. f(z) = %ilnx— %3, R: 2%lnz
12. f(z) = 2sin 6z, R: 12 cos b6z
13. f(z) = (3z +8)", R: 3n(3z + 8)" !
14. f(z) =€ 3%, R: —3e73®
15. f(z) = (a® — 22)2, a = konst, R: —z(a® — 2?)"2
16. f(z) =In(z® + ), R: 3;“"3?;
17. f(x) = cosax sinbz, a in b sta konstanti, R: —a sin ax sin bz+b cos ax cos bz
18. f(z) = Intgz, R: Sinzlcosm

19. f(z) = %(lnzx —Inyz+3); R 2® In®z

20. f(z) = €2V q = konst, R: a(ax) 2e2V®
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21. f(z) = arcsinaz, R: 4

22. f(x) = (arcsinz)?, R: 2arcsin \/11—T
23. f(z) = arccos(a — ), Rt m
24. f(z) = arctg™™, R: z;—il

25. f
2. f

27. f(x) = arctan(n x tgz), R

__n_
cos2 x+n2sin? ¢
Poiséi odvod (implicitno odvajaj) y':

1. x2+y2—25:0,R:y’:f7x

_cosz
sinx

3. siny —sin(2y — x) =0, R: % +%

2. sinx —cosy =0, R:

4. ySiIle —+ $2y2 + aCcosy + b — O’ R: -y COS:E72a:y2

sin x+2z2y—asiny

x Y
x Y _ . e’ cosy—eY cosx
5. e"cosy —eVsinw =0, R: T ——7 =" snyfelsing

6. y> — 2ye® +2zlny = 0, R: Z‘i;ﬁlg

Poiséi odvod (logaritmic¢no odvajaj) y' :

(z—3)(z>+5) R: (z—3)(2z%+5)

_ 1 2x 1
Ly =" B e (ﬁ + 215 T 7o

2. y=2" R:z”(lnx +1)

3. y=am% R: 2z 1Ing

4. y = 22, R: 22°% In(ze)

5.y =In"z, R: n"z(In(lnz) + 1)
Poisci drugi odvod za funkcije:

1. y=zlnz, R: 1222 — 4

2. y =sin’z, R: 2cos 2z

3. y= (v —2)e*, R: 4**(z — 1)
Poiséi tretji odvod za funkcije:

1. y=2%Inz, R: %
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2 2
2. y = arctan £, a = konst, R: %gﬁiﬁ;)

3. Poisci cetrti odvod funkcije y = zlnzx. R: 723
4. Pokazi, da funkcija y = (arcsinz)? zadosca enacbi (1 — z?)y"” — zy/ = 2.
Odvajaj parametri¢no podane funkcije:

1. z =sin’t, y = cos®t, Ry = —1

_ 3at __ 3at? Loy (2=t
2. 0=y =i Ry = 355

— ot o3 — ot . cost—sint
3.z =e'sint, y = e cost, R: 2oy
4. & =acos? ¢, y=bsin®p, R: —2
. , ; Ri =2

= COS — 5 . __ldcost
5. x =cost, y =t+sint, R: e

19.1 Uporaba odvoda

1. Zapisi enacbo tangente na krivuljo y = 23 — 322 + 92 — 1 v tocki o = 1.
R:y =6z

2. V kateri tocki krivulje y = 2% — 622 4+ 10z — 4 oklepa tangenta z osjo x
kot §? R: T1(1,1), T5(3,—1)

3. Pokazi, da se krivulji y =  — 22 in y = 22 — 2 sekata pravokotno.
4. Poisci enacbo tangente in enac¢bo normale za funkcijo y = arcsin% v
se¢is¢u z abscisno osjo. R: y = %a: — %, y=—2x+2

5. Za kaksno vrednost konstante a seka sinusoida y = asin ¥ os y pod kotom
TIR: g = 3B
3 o 3

19.2 Diferencial
1. Funkcija je podana z enacbo y = 422 — 2z + 3. Priz = 1in Az = 0,1
izracunaj Ay — dy. R: 0,04
2. Krogu s polmerom 1 m povetamo polmer za 1 ¢m. Za koliko se spremeni
ploséina? R: 0,02017

3. Za koliko naj priblizno povec¢amo stranico ag = 20 cm enakorobne pravilne
piramide, katere osnovna ploskev je kvadrat, da bi se prostornina povecala
za 15 em3. R: 0,05 em

4. Oceni z diferencialom:
(a) (2,01)°
(b) /8,99.
5. S pomocjo diferenciala dolo¢i priblizno spremembo funkcije y = arcsin (22 — 1)

v tocki zg = */§4+2, ¢e je Az = 0,01.
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19.3 L’hospitalovo pravilo
S pomocjo L’Hospitalovega pravila izracunaj naslednje limite:

1. lim 1’“7””, R: 0

Tr— 00

2. lirr%)xlnx, R: 0

3 1 _1 1
3t (3 - ) R

3 tan x—sin x .
4. il_)rno z—sin x ’R' 3

: xrcosx—sinx L1
5. 31:12% TEEEEE R —3

z—1 Inx

6. lim (55 — ) Re 4

7. lim 257 R: 1

z—0

19.4 Taylorjeva vrsta

1. Razvij dano funkcijo v Taylorjevo vrsto oz. zapisi Taylorjevo formulo okoli
a=2: f(x) =243z — 522+ 32% + 2*. R: 28 + 51(z — 2) + 37(x — 2)? +
1(x —2)3 + (z —2)*

2. Razvij dano funkcijo v Taylorjevo vrsto okoli @ = 0 : f(z) = sinz. R:
3 5 7
A TRl i
3. Razvij funkcijo f(z) = In(1 + x) v Taylorjevo vrsto okoli @ = 0. R: « —

2 3 4 5
T xT xT T
Tt T tE

4. Razvij f(z) = 2% v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0. R: >~ 1’171—,233"

n=0

5. Z uporabo Taylorjeve vrste izracunaj limite:
(a) lir% sinz R:1
(b) lim =1 R:1
z—0
(¢) lim (z—2?In(1+ 1)), R:

1
r—00 2

6. Funkcijo f(z) = (1+2)In(1 — x) razvij v Taylorjevo vrsto okoli tocke 0. S

pomocjo dobljenega razvoja izraéunaj limito 1ir% % Rezultat

z—
prgveri z L’Hospitalovim pravilom. R: f(z) = — (ac + %mg + %x?’ + %334 + ) ,
T2

7. Funkcijo f(z) = cos(2xz — 1) aproksimiraj s Taylorjevim polinomom 4.

stopnje okrog tocke o = 1. R: 1 —2(z — 1)? + 2(z — £)*
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8.

10.

** Napisi Taylorjevo vrsto za funkcijo y = In(z + 2) v to¢ki a = 1 in ugo-
0 n n
tovi, za katere x je dobljena vrsta konvergentna. R:In3+ > %,
n=1
—2<zx<4

. .2 . . oo (—1)”(1—3271)3’,'2"
** Funkcijo f(z) = 4sin® x cos x razvij v MacLaurinovo vrsto. R: > G —

n=0

**Funkcijo f(z) = sin(2z — 1) aproksimiraj s Taylorjevim polinomom
5. stopnje okrog tocke xyp = % Kako natan¢na je ta aproksimacija, ¢e je
z € [0,1]. Oceni s pomo&jo 7. odvoda. R: 2(z—3)+3(z—3)°+3(z—3)°,
Rezultat je na tri decimalke pravilen, cetrta decimalka je lahko napacna

za 2.

19.5 Ekstremalni problemi

1.

2.

Tovarna izdeluje valjaste plocevinke z volumnom 27 [. KakSen naj bo
polmer valja, da bo poraba materiala ¢im manjsa? R: r = 1.

Imamo enakokraki trikotnik z osnovnico ¢ in vigino h. Vértaj pravokotnik

z osnovnico na stranici ¢ tako, da bo plog€ina najvecja. R: x = 5, y = %

Nasvet: podobni trikotniki.

19.6 Risanje grafov s pomodcjo odvoda

1.

Narigi graf funkcije y = (22 — 1)6_3:2 tako, da ¢im natan¢neje preucis
funkeijo. R: Dy = R, nicli: £1, T1(0,—1) lok. min, T 3(£v/2,e2) lok.
maksimum, prevoji pri x = +1,78 in x = 40,56, funkcija narasca na

(—o0,—v2) U (0,v/2).

Preudi funkcijo (poiséi definicijsko obmocje, nicle in pole, asimptote,ekstreme

in prevoje) f(z) = %.in narisi njen graf . R: Dy : > 0, nicla pri

z = e ! pol pri z = 0, lim f(z) = 0, lir%f(m) = —o0, T(1,1) lok.
Tr—00 xr—

maks., prevoj pri z = \/e.

Doloc¢i definicijsko obmocje, pole, asimptote, izra¢unaj prvi in drugi odvod,
dolo¢i ekstreme funkcije y = ﬁ in narisi njen graf. R: Dy = R\ {—\/g7 \/g} ,
nicel ni, poli pri = v/3 in & = —/3, asimptota: y =0, T (O, %) lok. min.

. Preuci funkcijo (poiséi definicijsko obmocje, nicle, pole, asimptote, pre-

se¢i§Ce z osjo y, izracunaj prvi in drugi odvod in pois¢i ekstreme) y =
‘f:_r; in narisi njen graf . R: Dy = R\ {2}, pol pri z = -2, T(-1,1)

lok.min. y(0) = 5.

S pomocjo prvega odvoda narisi graf funkcije y = 242174_.:1; R: Dy = R, nicli:
+1, asimptota y = 0, lok. ekstremi: F; (0, _?1) lok.min, FEj (\/3, %) in
FE3 (—\/3, %) lok.maksimuma.
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6. Upostevaj pomen prvih dveh odvodov in ¢imbolj natané¢no narisi graf
funkcije f(x) = sinz + cos? z na intervalu [0, 27]. R: Dy = R, Ey (5,1) in
Fs (37“, — ) lok.minimuma, Fj (%, %) in Fy (%“, %) lokalna maksimuma.

7. Upostevaj pomen prvih dveh odvodov in narisi graf funkcije f(z) = 22y/1 — Inz.
R: Dy = (o, €], nitla: z =, lin%J f(z) =0, lim f(z) =0, T(e; 2,2) max.
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