T2-Nelinearni in linearizirani modeli,
ravnotezna stanja, algebra linearnih,
operatorjev, modelne pretvorbe




Linearnost, linearni sistemi:

Predstavimo dinamicni sistem kot preslikavo

y(O=f(xu) 5t28
Sistem bo linearen kadar bo veljalo nacelo superpozicije in homogenosti:
L y(6) = f(ax, +a,%,,0) = a, f (x,,0) + @, f (x,,0)
L y(©)= f(0,bu, +bu,) = b, f(O,u) +b, f(O0,u,)
L y(6) = f(x,u) = f(x0,0)+ f(O,u)

kjer so a in b realne konstante. Prva zahteva se nanasa na superpozicijo
odzivov na zacetne pogoje, druga na vzbujanje, iz tretje pa izhaja, da je
odziv linearnega sistema superpozicija odziva na zaCetne pogoje in odziva
na vzbujanje. Vecina realnih fizikalnih sistemov je nelinearnih, analiza
taksnih sistemov je matemati¢no zahtevna. Ce fizikalna narava in podrocje
obratovanja realnega sistema dopuscajo, se v analizi in sintezi pogosto
posluZujemo linearne aproksimacije, ki omogoca uporabo mnozice
relativno preprostih in splosnih formalnih postopkov. Ob tem moramo
upostevati, da je lineariziran sistem le aproksimacija realnega sistema in da
je njegova veljavnost omejana na okolico ravnoteZnega stanja. RavnoteZno
stanje je lahko podano z delovno tocko ali referencno trajektorijo. Linarne
ali linearizirane sisteme lahko opiSemo v ¢asovnem prostoru z linarnimi
diferencialnimi enacbami n-te stopnje s kostantnimi ali ¢asovno odvisnimi
koeficienti, s sistemom dif. enacb prve stopnje s spremenljivkami stanja, ali
v slikovnem prostoru s prenosnimi funkcijami (samo za konstantne

koeficiente). Nelinearne sisteme obravnavamo praviloma v ¢asovnem
prostoru.

http://www.mech.ubc.ca/~nagamune/MECH468/MECH550P_L4_Linearization.pdf
https://www.me.utexas.edu/~longoria/me383Q/leks/notes/Linearization_Summary.pdf
http://www.mech.ubc.ca/~nagamune/MECH468/MECH550P_L4_Linearization.pdf
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Postopek linearizacije temelji na razvoju nelinearne funkcije sistema v
Taylor-jevo vrsto, pri Cemer zahtevamo da:

ima sistem vsaj eno ravnotezno stanje in
da je nalinearna funkcija odvedljiva po vseh svojih argumentih.

V obravnavi realnih nelinearnih sistemov lahko sploSnem nastopijp primeri,
da ima sistem eno ali ve¢ ravnoteZnih stanj, ali pa da ravnoteZno stanje ne
obstaja. Nelinarni sistem bomo v splosni obliki zapisali kot:

X=fxu) ;X

y=g(xu)
RavnoteZno stanje opisujeta nelinearni algebrajski enacbi:
O = f (Xr ) ur)

yr :g(xr’ur)

V primeru, da iS¢emo nominalno trajektorijo pa velja:

0=f(x ()u. (1)
Y, =9(x.(0),u, (1)


http://www.mech.ubc.ca/~nagamune/MECH468/MECH550P_L4_Linearization.pdf
https://www.me.utexas.edu/~longoria/me383Q/leks/notes/Linearization_Summary.pdf

Taylor-jeva in Maclaurin-ova vrsta:

y=fx) 1

a.) Skalarni prlmer (dim=1); naj velja:

Ax=x-x
10065 fs, + ) A
y=1f(x)+f'(x,)Ax +é D - f(x) okallravnoteznega stania
f(x, = Dx)

D
]
y= F(x)* ()b

Za X =0 =» Maclaurinova vrsta.

b.) dim=2,
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Taylor-jeva in Maclaurin-ova vrsta:

.) P1:
*) 00
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Linearizacija dinamicnega sistema:

Nelinarni dinamicni sistem (dim=n):
x=f(xu) ;x
y=g(xu)

Predpostavimo, da obstaja vsaj ena ravnotezna
reSitev nelinerane algebrajske enecbe:

0: f(xr’ur) -
yr = g(xr’ur)

Lineariziran sistem, ki opisuje dinamiko v okolici
ravnoteznega stanja, zapiSemo kot:

(X +Ax)" = f(x, +Dx,u, +Du) =

foeu)+ 3 a2 auep
0x o ou w7
Ax = of Ax + o Au
0x o ou -

of aflg
of :Az% § afn%
x|, ,, E?i . Ofhp

g

Za izhod sistema velja:

0f,

u

a_f :B:D
du|, , of,

(' +Dy) = g(x, +Ax,u, +Au) =

s . 0g
g(oox}.’ur)+a_
er,ur
0 d
Ay:_g Ax+_g
0x|, , du
Jo,daC
ag _C_Da’fl, 0%, 1
%91 -c=g: - 0
P AN

Haxl 0x, HX .

Lineariziran sistem:

dg

ou

Ax +

Au+0 =
X, U, :
Au
g,
a_g =D=
Jou Y u [ﬁgq

Ax=A, ,Ox+B, , Au
Ay=C, ,Ax+D,  Au

. 90

i
O
9, O

dupa’u

99, 0
g
99, [

O
du, 0.



Linearizacija dinamicnega sistema:

V primeru, da opazujemo obnaSanje sistema v okolici
nominalne trajektorije je potrebno najprej poiskati

reSitev:
0= f(x()u, ()
Y. () = g(x.(),u, (1)
Dalje sledi:
of - A= ’:(1 . a?fn 0 Cof = B() = le . alfp 0
a - - . . . |:| ) a - - I:] . . |:|
Mowo P g dono B0
O
§Xl ax" EL, (©)u, (1) %ul aup Dx,(t),u,(r)
D, 9,0 2o, ... %0
dg B _ Daxl , a).(" O dg B N @ , aLf" 0
= =Ct)=r: 0 ; u =D(t)=1: - U
X1, (0,0 E@gq 09, Ul 0,0 99, 09,0
¥e .. 2a .=
Haxl ax” a,(t),ur(t) @ au" Dx, O, (6)

Ax = A(t)Ax + B(t)Au
Ay = C(t)Ax + D(t)Au




Linearizacija dinamicnega sistema n-te stopnje:

P3: Nelinerni sistem s tremi stanji, dvema vhodoma
in dvema izhodoma je podan kot:

Of,(x,u)0 G-2x7 + x,x, + 3% +u, = 2u,u, 0

. ] 0.0
X= f(X,U) = sz(x’u)D_ ] X []
= (x,u)g E X X, _X§ +u12 +3u, E
_ x,x, [
Y=0 » [O
L X

Ravnotezno stanje:

C-2x7 + x,x, +3x5 +u, = 2u,u, 0
0 O

-0 ~ % O
H  xx-xi+u/+3u, H
=0

—
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_00
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2 =0l
du




Linearizacija dinamicnega sistema:

P4: Ravnotezna enecba:

Jé:Zz
mL'© =T, ~Lpgsing) -

0000

LxF:LFJ :Tbrem

0= I _9 sin(O)

I’ L
T .. . .

@ @ e0 @
[y

x1=G) ,Xzzé -
O X, [l

=0 0=

" Er%sin(xl)+ 1,0 [ %
0

a.) Linarizacija v (naravnem) ravnoteZnem stanju:

x.=0,u,=T,=0-

off O 0O 10 0o 1g 00O
A:B_ :D—gcos(x) 0D =09 0D b=01 O
Xow LYW CH, Hr B He’H
Ax=AAx+bAu
b.) Linarizacija pri poljubnem kotu O, :
k. =00 .
x=n" .'0-0©,=0T, #0-0=T, —~Lmgsin(®,) -
[00=0,

sin(©,) = Lo

mgL
g 0 10
A= E—%cos(xh) Oa




Linearizacija dinamicnega sistema-MAGLEV

P5: izpeljali smno nelinearni model v obliki:

] Xs ]
. O C x: L]
X =0 —— O
|:| m Xl |:|
1 R X, — 1 dL(x,)) XX, U ]
HLe) ™ Lix) dx L(x) H
Ravnotezno stanje : 0 = f(x,,u,)
XrT :[Xlr 0 X3r] =[X0 0 io]
]
0=x, S
C x: [l
0=g——= 00—
m Xx; ]
]
0=— R X, — 1 dL(x,)) X, 1 o
L(x,) L(x,) dx L(x) O

3

[] []
x' = 0 x, mg ] ;u, =Rx, mg
5 \'c 5 C

V ravnoteZnem stanju velja:

L
L(x) =L, +—=2%0 =

L, +L, =L =konst.!

Xo




Linearizacija dinamicnega sistema-MAGLEV

Dalje velja :

A
Ox

>
Il
moooeoon
o §|Q o

X

ORpoOO000ad
LO0000ooo

Pomoc=»Matlab:

syms C m L R g LO x0 positive
syms x1 x2 x3 u real

f=[x2; g-C/m*x372/x1"2;-R/L*x3-1/L*L0*x0/x1"2*x2*x3+1/L*u]

A=[diff(f(1),x1),diff(f(1),x2),diff(f(1),x3);diff(f(2),x1),diff(f(2),x2),diff(f(2),
x3);

diff(f(3),x1),diff(f(3),x2),diff (f(3),x3)]
pretty(A)
% ali pa krajSe  x=[x1;x2;x3];

Al=jacobian(f,x)

A=subs(A,x2,0);
A=subs(A,x1,x0);
A=simple(subs(A,x3,x0*sqrt(m*g/C)));
pretty(A)
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Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo
superpozicije:

Harmonske spremenljivke s konstantnimi parametri (frekvenco, Ob upostevanju nacela superpozicije velja:
amplitudo in fazo) lahko predstavimo v obliki (kompleksnih)

. ustaljen izhod linearnega sistema, ki je vzbujano s
fazorjev:

sestavljenim harmonskim nihanjem (M-
harmonikov), je superpozicija teh harmonskih
nihanj, z razli¢nimi amplitudami in fazami.
. Ustaljena stanja takSnih sistemov lahko tako
X(6) = X o8 (g0t +) Def obravnavamo s fazorji kot algebrajski problem.

X,a9, =konst.

trenutna vrednost

X Xgl =X cos(@)+j Xsin(¢,) =X0p, =X, +jX,,

fazor

([
x(t) :Re{iejwt} =Xcos(wt+¢@, ) =X cos(P)
Def
¢=tan71(—XIm) O f _d¢
XRe (“"trenutna") dt

frekvenca

VZBUJANJE IZHOD
LINEARNO VEZJE-

] M . ] (Lin. dif. enacba n-te st. M ]
Re[]y X e/™[] el Sistem dif. en. Lst) —>1 Re 0y Ye™'
n=

1 J

n=1




Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo
superpozicije:

u =1sin(ar) +0.5sin(3ar) j=jH 43H

[\ Prehodno Ustaljeno
o tdnje | stanje

>

ElllJlearno |

vezje,
R=1Q,L=0.05H

Linearno
RL

vezje

Linearno ’
RL T A A

vezje




Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo
superpozicije:

u(t) t=0
Casovni prostor : <:> l(t) (‘\

di R. 1
—=——]+—-Usin(wt + azorska resitev:
dt L L ( ?) Fdl o et
1 1 L—+ Ri =U cos(wt +Q)
=gipu; (©)=0.a=-_,b= dt

NDE d : . .
, Re@Ie"“ +RIe’™ =Ue'™ QD
i =e"i(0) +Iea(H)bu(T)dT e dt' ' '
0 jwL Ie’ +RIe™ =Ue’™ O

_t U U
— . _ . = — = a —
= hsi@n ) —fsiooe” PRreja T Rr@y 0
;lts;ltsjl;éeno gtfrggdno Velja ob predpostavki:

1, WL
[I=—Y —:0=0-y ;y=tan 1(w_) I=konst.O L1=0
R*+(wL)? R dt
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Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo
superpozicije:

Kako pridemo do ustaljene fazorske resitve, ¢e predpostavimo
sestavljeno harmonsko vzbujanje in linearno vezje ? Zaradi
superpozicije je skupna reSitv sestavljena iz k-tih delnih reSitev:

I :Zlk:ZQk/Zk:

Z U, /(R+ jkad)

Za obravnavan zgled torej dobimo:
U, =1+j0V;U,=0.5+;0V[
R=1Q ;L=0,05H ]
Z, =1+ jaL=1+ 157080
Z, =1+ j3wL =1+ j47,124QH

I,=0,004- j0,0634A (|I,|=0,0635 }\)

I, =0,0002 - j0,0106 A (|| = 0,0106 A) ; e
[=L+L= e =
0,0042 - j0,074A (I |=0.0741A) ool

14



Algebra linearnih operatorjev:

Linearne dinamicne sisteme lahko zapiSemo v operatorski notaciji kot:

y(t) = L(u(®))

Vpeljana notacija omogoca enostavno obravnavo linarnih diferencialnih
enacb v algebrskem smislu. V primeri zaporedne vezave dveh operatorjev

velja: Ll(t) X(t) y(t)

—L.0) L, ()

L y() = L,(x(t)) = L, (L, (u(t))) =
L,L,(u(t)) =L,L, (u(t)))

IL. y(t) = L(L(...L(L(u(0))...) = L" (u())

Za vzporedno vezavo pa velja:

1L y(t) =L, (u(t))+ L, (u(t)) =
(L, £L,)(u(®))

u(t) Ll(‘)_+l y(t)

*Lz(-

Operatorski polinom lahko zapiSemo v obliki:

IV.y(t)=(L,L"+L L' +..L.L' +L,)(u(t))

V gornjem primeru seveda ne gre za obicajni polinom, saj z naotacija
implicira vzporedno in zaporedno vezavo mnoZice operatorjev. Kljub temu
pa lahko nad tovrstnimi operatorskimi polinomi uporabimo pravila, ki
veljajo v algebri polinomov. Npr.

y() = (L, + Ly)(L, + Ly)(u(t)
(L7 + (L, + L)L, +L,Ly)(u(®))

Oznacimo z D operator odvajanja D :=d/dt . Za primer polinomskega

operatorja:
y(t) = (D +2)(D +1)(u(?))

y(t)=(D* +3D +2)(u(1))

Gornji izraz predstavlja torej operatorski zapis navadne diferencialne

enacbe drugega reda: 2
y0 =0+

velja dalje:

Vsako navadno diferencialno enacbo n-tega reda

(n) (n-1) @ -
y +an—1y +"'+aly +aoy -

1 :
bu+bu®+..+b y™ ;m<n

lahko torej v operatorski notacijo zapiSemo kot:

(D"+a, D" +..+aD+a,)y=
(b,+bD+...4b D™ )u ;m<n

15



Algebra linearnih operatorjev:

Vsakemu od nic¢ razlicnemu operatorju pripada inverzni operator tako, da
velja:

V. y(t) =L (L(u(t) = L'L(u(®)) = u(t)

Inverzni operator ima pomebno vlogo pri vhodno-izhodnem opisovanju
sistemov. Ce za nek sistem npr. velja:

L, (y(0) = L, @(®)
poemstell 1L (y(0) = LIL, (o)

¥(0) = ]ﬂ_f(“(t))

Naosnovi gornje ugotovitve lahko definiramo prenosni operator za primer
NDE n-tega, ki smo jo zapisali v obliki:

(D"+a,,D"" +..+a,D+a,)y =
(by+bD+...4b,D")u ;m<n

Dalje sledi:

b D" +..+bD+b,

VL t)=
Y D"+a, D" +..+aD+aq,

u(t) = G(D)u(t)

xref
F@ iw #H;ﬁ |
SR A A A A SN - |

i..’ --’

u(® o)

Za mehanski sistem na sliki smo izpeljali:

y+B/my+K/my=K/mu -
(D*+B/mD+K/m)y=K/mu -
_ K/m

T (D’+B/mD+K/m)

y =G(D)u

y

Prenosni operator podaja torej vhodno- izhodno zvezo v
Casovnem prostoru med vzbujalno velic¢ino in izhodom
sistema.

16



Modelne pretvorbe:

a.) Naj bo linearni sistem podan v obliki NDE n-te stopnje:

(n) (n-1) M —
y“ta,,y" U ttay’ ta, y =bu

[ — —— -

=X, =X, =X
Stanja sistema vpeljemo na osnovo izhoda in odvodov do stopnje n-1

—_ -1
yereey X, = yy
(2) =

y

e . _ (1)._

X ZYEX, =) Sy T EX e,
y

Oziroma zapisano v matri¢ni obliki;

0o 1 0 0 O [0
0 0 0
20 0 1 . 0 g BOD
x=00 0 0 0 Ox+00
g . g 0.0
D . . . . D DD
E—ao -aq —a, ... _an—1H @)OH

=Ax+bu ;x,

y=[1 0 .. 0]x=c"x

b.) Naj bo linearni sistem podan v splosni obliki NDE n-te stopnje
yOHa, " b tay? tay =
bu+bu® +..+b u™ ;m=n

kjer smo predpostavili, da je m=n. V operatorski notaciji lahko gornjo
enacbo zapiSemo tudi v obliki:

(D"+a,_ D" +..+aD+a,)y=
(b, +bD+..+b D™)u

Enacbo pomnoZimo z inveznim operatorjem D™ (kar dejansko pomeni n-
kratno integracijo !) in dobimo:

(1+a,_D"'+..+aD "™ +a,D™")y=
(b, D" +bD"" +..+b D™ +b u

Izrazimo izhod y in preuredimo:

y=but (-aytbu)D"+ (-ay+bu)D™ + .t (-a,,y+ b u)D" -

Py %’ﬁ’@lﬁ*ﬂbnﬁﬁ’)* ol (%'D‘W i

- Dy b1 b

=X

17



Modelne pretvorbe:

Ce inverzni operator D' nadomestimo z integratorjem lahko podamo

simulacijski diagram:

Za sprementjivke stanja velja:

x, =—a,x, +(b,—a,b,)u

X, =x,—a;x, +(b —ab,)u
ozirgma=vymatri¢ai netagiji —
ggrl;la: )Jr?—l C(gln—lgen qupbn—l an—lbm)u

0 0 .. -aq,0 0Ob,-bya, O
g 0O 0
-q O 0 bl_bnal 0

—a, x+Ub,-b,a,
.0 . 0

THogag

O
N 0 O 0
o .. 1 - an—lH @)n—l _bnan—la
=Ax+bu ;x,
. Il. Pridruzena
y=[0 0 .. 1x+bu=c"x+du oblika

c.) dualna oblika: enecbo

(1+a,_D'+..+a D™ +a,D")y =
(b,D"+b D™ +...+b D™ +b_)u
izrazimo z vpeljavo nove pomoZne spremenljivke z:
z=(1+a,_D"'+.+aD" +a,D")'u
y=(b,D"+bD™"™ +..+b D" +b )z

Prvo enacbo razresimo na u in preuredimo:

u=(1+a _D"'+..+aD " +a,D ")z -

z=u-(a,_D"+..+a D" +a,D™")z

Izraz v oklepaju predstavlja n-kratno (zaporedno) integracijo pomozne
spremenljivke z. Ob upoStevanju izhodene enacbe lahko podamo
simulacijski diag

18



‘ Modelne pretvorbe:

Za vpeljane spremenljivke stanja velja :
X, =X,

X, = X,

X, =—ayx, —ax, +—-a,_x +tu

oziroma v matri¢ni notaciji:

0o 1 0 .. 00 OO
0 O g
g0 o 1 .. 0 %)D
x=0o 0 0 - 0 Ux+ 00
0. o 0o
0: : : SO0 OO l. PridruZzena
Ha, -a -a, ... —a_H HE oblika

=Ax+bu ;x,

y=|b,-b,a, b-ba, .. b, ,~ba

m-n-1

| x+bu=c"x+du

Povezavo med obema dualnima oblikama podaja torej torej enostavna

substitucija: .
Ao A

boc
CTHbT

d-d

Bodite pozorni, da sistemske matrike obeh modelov v eksplicitni obliki
vkljuCujeta koeficiente karakteristicne enacbe:

P(\)=det(A\I —A)=N"+a,_A""+...+a\ +aq,
Njegove reSitve imenujemo lastne vrednosti:
detAI-A)=0 - A, ;i=1..,n

Lastne vrednosti, ki so lahko realne in razli¢ne (enostavne 1.v.) ali veckratne
ali konjugirano kompleksne, odlocilno vplivajo na dinamicne lastnosti in
stabilnost obravnavanega sistema. Pod doloCenimi struktirnimi pogoji
lastne vrednosti sistemske matrike A sovpadajo s peli prenosne funkcije
G(s).

poli P.F D lastne vrednosti
sist.matrike A
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Modelne pretvorbe:

Za obravnavan linearni dinamicni sistem (LDS) smo torej izpeljali dve
razli¢ni obliki kar pomeni, da predstavitev v prostoru stanj ni enoumna.
Dejansko lahko vsak LDS podamo v neskon¢no mnogo oblikah, ce
vpeljemo nesingularno linearno transformacijo stanj sistema. Naj bo
izhodiS¢ni model (original) podan v standardni obliki:

x=Ax+Bu ;x,

y=Cx+Du

Vpeljimo nova stanja z, ki jih z originalnimi stanji povezuje nesingularna
linearna transformacija T:
z=Tx ; x=T'z-

(T"z) =AT'z+Bu -
2=TAF ' z+TBu
A

Bt
y=CT " z+Du
G
Ker je transformacijska matrika T konstantna sledi dalje:
z=Az+Bu ;z,=Tx,

y=C,z+Du

Transformiran (ekvivalentni) sistem ohranja strukturne in dinamicne
lastnosti originala (invarianca). V smislu matri¢ne algebre predstavljajo
tovrstne transformacije prehod v nov koordinatni sistem (novo bazo).
Razumljivo, da se pri tem lastnosti izhodiS¢nega dinamicnega sistema ne
spremenijo, spremeni se le pogled na gibanje sistema v novih koordinatah.
Izmed mnozZice moznih transformacij so za analizo pomembne predvsem

tiste, ki vodijo na I. in II. pridruZeno obliko oziroma transformacija, ki vodi

na diagonalno obliko.

d.) diagonalna oblika; na osnovi karakteristicnega polinoma sistemske
matrike A, lahko izracunamo lastne vrednosti. Za primer enostavnih lastnih
vrednosti lahko izracunamo n pripadajocih (neodvisnih) lastnih vektorjev,
ki napenjajo vektorski prostor X:

AI-A)yv,=0 ;i=L..n ;v,20

IzraCunane lastne vektorje povezemo v modalno matriko M:

% =[v1 oV

n

ki je vedno nesingularna saj so lastni vektorji linearno neodvisni. S
transformacijo nad izhodiS¢nim sistemom dobimo v novih koordinatah:
z=Vx ; x=V'z .

i=VAV'z+VBu=Az+Bu ;z,=V'x,
y=CV_1z+Du=éx+Du
A, .. 00

A=fD - 0f
H A8

Diagonalna oblika je najbolj nazorna saj direkno izraza vse relevantne
lastnosti (struktura, stabilnost, sploSna resitev) obravnanega sistema v
eksplicitni obliki. Uporabljamo jo tako v analizi, kot tudi v nacrtovanju
vodenja. Transformiranja stanja z imenujemo tudi lastni nacini. Diagonalni
obliki v prostoru stanj ustreza v slikovnem prostoru prenosna funkcija G(s),
ki je izraZena v obliki parcialnih ulomkov.

Posebni primeri nastopajo v primeru veckratnih oziroma konjugirano
kompleksnih lastnih vrednosti.



Modelne pretvorbe:

Simulacijski digram enovhodnega/enoizhodnega modela v diagonalni d1.) Veckratne lastne vrednosti; v primeru Veékratnivh lastnih vrednosti
obliki: popolna diagonalna oblika v sploSnemni ni moZna. Ce obstaja samo en

lastni vektor, ki pripada lastni vrednosti z algebrajsko veckratnostjo m,
matrike A ni moZno diagonalizirat. V tem primeru vpeljemo posploSene
lastne vektorje, matriko A pa lahko transformiramo v Jordan-ovo matriko:

AI-A)v.,=v. ;i=1l...m
A (1 )11 1
u b, ' ;G y
T | A=y A D) -
7 @ 1 .0 00
2 %) :D
: -0
) c 4 [ A O
A J=VTAV =[] B
e > 0 Ann 0
bn*l H |:| D
A 0 O
] /0 A B

Iz strukture modela oziroma njegovega simulacijskega diagrama, je
razvidno kako krmilni signal vpliva (Ce sploh) na posamezne lastne nacine
in kaksen je njihov vpliv na izhod sistema. Prav tako lahko takoj ocenimi
stabilnost posameznih lastnih nacinov, ki jo pogojujeo pripadajoce lastne
vrednosti. Zaradi preproste dinamike prvega reda, ki opisuje gibanje lastnih
nacinov, lahko za podano vzbujaje in zacetne pogoje enostavno izracunamo

tudi njihov odziv.
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‘ Modelne pretvorbe:

o 1 ...0 o
g =i o '
I 1 O
L. . . . . 4O 1 1 0

d2.) Konjugirano kompleksne lastne vrednosti; v tem primeru imajo tudi T =0 O—
pripadajoci lastni vektorji in transformirana stanja kompleksno obliko. O Jo= 0
Formalno to ne predstavlja nobene omejitve, iz prakti¢nih razlogov in S 1 S
predvsem interpretacije pa je seveda primernejsa Cisto realna oblika. O O
Prehod omogoca enostavna transformacija, ki jo vpeljemo nad matriko [ 18

lastnih vrednosti in lastnih vektorjev. Naj npr. spekter obravnavanega

sistema .s‘estayl]:eno realne in konjugirano kompleksne lastne vrednosti v A=T'AT =T (VAVHT =(T'V)A(V'T)=V AV =
naslednji obliki:
Eﬁﬁojaa 5 0' g OE Sq Q ...0 OS
-] : J .
a0 ) - o9 a0 'O
0 3 5 o 0 0: A U
A=0 s T 0 O 5, w, O
O 0, jw, O U O
g Aq d B —w, 9, O
O 0 O A O
g A ad 0 . (|
g o M| O O
go A8

Vpeljimo kompleksno transformacijsko matriko: ) ) i ) . o
Tudi transformirana matrika lastnih vektorjev postane realna in ima

a/2 -j/2 .0 00 sledeco strukturo:
Q2 ji2 o 0 .
0: 1 0 V =T 'V =[Re(v,) Im(v,) v, Re(v,) Im(v,) v...v, ]
0 = 0
r=o 1/2 {/2 0 QRe(wl)B
0 172 j/2 O %Im(wl) 0
a 1 a |]v D
a g “
0 L V7 21 =W T = B Re(w,)
Bim(w,)5
Dalje sledi: ﬁv ﬁ




Modelne pretvorbe:

e.) Pretvorbo modela v prostoru stanj v vhodno/izhodni obliko v slikovnem
prostoru dobimo z Laplace-ovo transformacijo stanj, vhodov in izhodov.
Pri tem upoStevamo da velja:

x=Ax+Bu ;x,0 ¢
y=Cx+Du o~
LX) =sX(s)=x, ;LW)=U(s) ;L(y)=Y(s) -
sX(s)—x, =AX(s)+BU(s) -
X(s)=(sI —A)"'BU(s) +(sI —A)"x,
Y(s) =(C(sI —A) "B+ D)U(s)+C(sI —A)'x,

¢e predpostavimo homogem sistem (u=0) dobimo odziv na zacetne
pogoje:
Y(s) =C(sI - A)'x,

Ce predpostavomo zacetne pogoje enake nic¢ pa dobomo odziv sistema
izraZen s prenosno funkcijo sistema G(s):

Y(s) =(Cesh7 @)Elﬁ HPIU(5) =G()U(s)

G(s)

Omeniti velja, da poli prenosne funkcije niso nujno enaki lastnim
vrednostim sistemske matrike A, oziroma da je stopnja prenosne funkcije
lahko niZja od stopnje sistema. Omenjeno dejstvo je pogojeno z notranjo
strukturo, ki pogojuje vhodno/izhodno zvezo med vhodi in izhodi sistema
in na katero se nanaSa prenosna funkcija.

Kako pa je s prenosnimi funkcijami transformoranih sistemov ? Pokazali
smo, da velja:

x=Ax+Bu ;x,07 [k=Az+Bu ;z,
y=Cx+Du D_)E y=C,z+Du
A =TAT" (A =T'AT)

B,=TB (B=T'B,)

C,=CT™ (C =CT)

D=D,

Za prenosni funkciji originala in transformiranega sistema velja:
G(s)=C(sI-A)"'B+D=

C(T™'T)(sI-A)™(T"'T)B+D =
CT™(T(sI -A)'THTB+D =
C(sI-TAT)'B,+D=
C(sI-A)"'B,+D=G,((s)

G(s)=G,(s)

Torej velja :

kar pomeni, da je vhodno-izhodni opis neodvisen (invarianten) glede na
linearne transformacije, ki jih izvedemo nad originalom.

opomba: upostevajte, da smo v gornji izpeljavi uporabili pravilo
invertiranja matri¢nega produkta . Velja namrec:
(PQ)"=Q"P”

kjer sta P in Q poljubni, nesingularni kvadratni matriki.
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Modelne pretvorbe:

P1.) Poglejmo skalarni primer: x=u ;x,= 0% -

y=x O

Gornji sistem v prostoru stanj o€itno opisuje integrator, ki v slikovnem
prostoru zavzame obliko:

G(s)=((s[-0)"1= 1
s

¥(s) = %U(s)

u(t) X X y LU [ 1] YO
,<: —s ’ > ,<: > & — 5 —
L i

P2.) syms s complex
A=[010;001;-1-2-3]
b=[0;0;1]
ct=[11 0]
d=0;
[st,ime]=ss2tf(A,b,ct,d) —Matlab ukaz
e=eye(3);
Gs=simple(ct*inv((s*e-A))*b);-pretvorba
pretty(Gs) s+1

- G(s)=
) s*+3s? +2s+1
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Modelne pretvorbe:

P3.)

A=[-2 1;1 -5]

?:g[(lAi] 3.5 +15

=221 vy

=0 e 2

[stim=ss2tf(Abcd); -pretvorbavG(s) e §+7.5+9

[.p.kl=residue(stim); -parcialniul. . 3 5415,

“““““““““““ v

[zer,pol,k]=tf2zp(st,im); -fakto‘r‘izira‘r'fé‘oblika ““““““““““ (s +5.303) (s + 1.697)

symsscomplex . e

Gs=vpa((st(1y’sh2+st(@ys+st@) . 2519 2748
(im@)*s"2+im(2)*s+im@3)),4); . — P

prettyGs) e $+5.303 s+ 1.697

Gs_zp=vpa((s-zen)/(s-pol(1))/(s-pol(2))4); .

pretty(Gs_zp) e s+5

Gs_pu=vpa(r(1)/(s-p(1)+r2)/ (5-p(2)).4); N

pretty(Gs_pu) < > )

)

gs:simple(c*inv(ﬁl?_-,A)’.‘b); ................... S +7s+9

pretty(gs)

C:\MATLABG6p5\work\dinamika\ps_gs_parc_ul

ps_gs_parc_ul.m
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