SploSna resitev LDS

® IzraCun prehajalne matrike, splosna reSitev LDS
® Odziv na zacCetne pogoje

® Standardni vzbujalni signali

® Odzivi LDS na standardne vzbujalne signale

“ Pomoc¢=» Matlab



Splosna reSitev homogenega dela-skalarni primer

Enovhodne linearne dinamicne sieteme v prostoru stanj zapiSemo v
standardni obliki: .
x=Ax+bu ;x,
_ T

y=cx
Za primer nevzbujanega skalarnega sistema dobimo najpreprostejSo mozno
obliko dinamicnega sistema prvega reda in pois¢imo reSitev za poljubno
zacetno stanje: |

x=ax ;x, ;t>0
IS¢emo torej funkcijo, katere odvod je enak ax(t). OcCitno obstaje le ena
takSna funkcija, namre¢: _ _ 4 - . at
X=€e -—SX=dadXx-=ae

x=ax /e

—at 5, _ o ,mat,, —
£ 0T 4em>=0

d/dt(e™x)

Dalje sledi:

d t
— (e *x)=0 / -
G €00 I

d  _« _
J’E(e X)dT—O

e “x(t)—e *’x(0)=0 /e”
x(t) = e”x(0)

— pat
x=e"x,

Kljuc¢no vlogo v naravi reSitve ima ocitno parameter a z dimenzijo [1/s].
a0 => }im x(t) =00
Stajne x bo torej Hzlraééalo preko vseh meja, sistem bo nestabilen.
a=0=>» x(t) =e™ x, = x,
Stanje x se s Casom ne spreminja in ostaja enako zacetnemu stanju. Vsaka
Se tako majhna perturbacija parametra a, povzroci spremembo narave

odziva. Tovrstne sisteme bomo oznacevali kot mejno (marginalno)
stabilne.

a<0 = limx(t)=0
t—oo
Samo v tem primeru se sistem iz poljubnih zacetnih pogojev vrne v
izhodiSce. Tak3ni sistemi so asimptotsko stabilni.

Na hitrost spreminjanja stanja x vpliva iznos parametra a, recipro¢na
vrednost 1/a je ¢asovna konstanta T [s].

at

A X(t)

al




SploSna reSitev homogenega dela-sistem drugega reda

Sistemi drugega reda vkljucujejo dva neodvisna energijska

akumulatorja med katerima prihaja do izmenjave energije. V

sploSnem primeru lahko taksni sistemi vkljucujejo tudi
disipacijske (izgubne) elemente. V prostoru stanj jih lahko
zapiSemo v splosni obliki:

)-(_Ean 6112ED<1E|_|_U71%J y
%7 > [] %’2D Y

21 a22 1

y=le olx+du

Karakteristi¢ni polinom:

P(s) =det(AI - A) = X* —(a,, +a,,)A +a,,a,, —a,,a,, =

A+2 E wi+t w’

dusenje naravna
frekvenca

W, = \/allazz — Ay,

1
f - E(an-l'azz) -

n

(all + a22 )

2\/‘111022 —a;,0d,,

in pripadajocCe lastne vrednosti
P(s)=det(Al —A) = A* +2&wA +w’ =0

A, =—¢w, £,/ -1

*sploSen postopek izpeljave reSitve bo predstavljen v nadaljevanju



SploSna reSitev homogenega dela-sistem drugega reda

Klju¢no vlogo v naravi reSitve ima ocitno duSenje v
sistemu. VeC primerov je moZnih, odvisno od iznosa
in predznaka parametra

0<&<lo A,=

-0t jw

ReSitev homogenega dela je v tem primeru * (a):

x(t)=e

_g [Gos(wt) —sin(wt)Tk,, O
%in(wt) cos(awt) [Ty %

§=0- A,=%jw

ReSitev v tem primeru predstavlja lineaTni eduSen

oscilator s frekvenco cvin amplitudo

_ [¢os (wt)

X Eﬁin(a)t)

0> > A,=0%jw

V tem primeru se amplituda oscilacij
stalno povecuje, kar pomeni nestabilno o

reSitev (c).

%[ (b)
—sin(wt) 1k, [
[
cos(Wt) [Tz [ X,
X S
- ¥ ) . ~ X y; N
. X « X0 . / — \\
/ /-\“’\. 0 . ’,“é\ // - ’s X ‘
: . { SR \ K /
1y o i \
\ y -
\\ / \
’ \\\ /. -~ Y ‘\‘ A
a.) b.) c.)

*sploSen postopek izpeljave reSitve bo predstavljen v nadaljevanju




SploSna reSitev v prostoru stanj

V splosni obliki zapiSemo linearni sistem v prostoru stanj:
x=Ax+Bu ;x,

Za podane zacetne pogoje in znano vzbujanje iSCemo reSitev
x(t) za t>0. Gornlo enacbo pomnoZimo z leve z matri¢nim
eksponentom e~ (podobno kot smo spoznali za skalarni
primer):

~At: . -A -A
e 'x=e "Ax+e MBu

Upostevajmo da velja: Ate_A[A _ZAAe_A‘
Dalje sledf ¥ gA€pX=¢ BU
_d

—At
dt(e X)

d —At — —At .
dt(e x)=e Bu/_(!'

Ii (e x)dr =J'e'ATBu dr
0 dT 0
t

e x |; =J'e_ATB udt
0

t
e Tx(t) —e *°x(0) =Ie‘ATB udr /xe™
0

t
x(t) =e™x, +J'eA(‘_T)B udr
0

Odziv linearnih sistemov je torej superpozicija delnih odzivov
na zacetne pogoje (homogena resitev) in odziva na vzbujanje
sistema (partikulatna resitev). Ce definiramo prehajalno
matriko kot:

D(1) =™

lahko zapiSemo splosno reSitev tudi v naslednji obliki:

x(t) = D(b)x, +j¢(t —T)Budrt

Ob upostevanju izhodne enacbe:
y=Cx+Du

sledi dalje:
y() =C(P(t)x, +J'CD(t —T)Budr )+ Du
0

Kljucno vlogo v naravi odziva linearnih sistemov ima torej
prehajalna matrika. Od nje je odvisno ali se bo sistem odzval
stabilno ali nestabilno, oscilatorno ali preduseno, hitro ali
pocasi. Odzive linearnih sistemov lahko za doloCene posebne
oblike vzbujanj izraCunamo v analiti¢ni obliki. Predvsem za
sisteme viSjega reda in/ali splosnih oblik vzbujanj pa odzive
sistema racunamo z numericnimi integracijskimi metodami.



Lastnosti prehajalne matrike

o Lk 2 A2 3 A3
t t“A° t°A
Razvoj v potencno vrsto: q)(t) = eAt — Z - Ak = I + tA + + +
= k! 2! 3!
d d > kit
D) =t = AAT A3 =3 =
Odvod/integral prehajalne matrike: dt dt k!

=Ae™ =e™A ;%(D(O) =Ae™ =A

Jje“dr =A™ —I)=(e™ —1)A™" ;det(A) Z0

Ocitno velja tudi: CD(O) = eAO =]

A x(t) =D(t)x, = e x,

Prehajalna matrika je nesingularna=>»

O(-1) =P () = (M) =e N

Gibanje sistema na intervalu lahko razdelimo v sektorje, ker velja: A CD(t +t )

Pt +t,) = P(L)P(L,) (L)
— eAtleAtz — eA(t1+t2) X, d(t,)




Lastnosti prehajalne matrike

Tehnika racunanja splosne reSitve:

x=Ax+bu ;x,t20
t
X(t) - eAtXO + J’eA(t T)bu

resitev na zacetne pogoje H |:| |:| |:| |:| |:| |:|

konvolucijski integral-resitev na
zunanje vzbujanje

=0(t)x, +jd)(t—r)bu(r)dr =

O (t)x, + CD(t)jCD(—T)bu(T)dT =

m(t)Exo+j¢(—r)bu(r)drE

u(t)

X(t) @
b »?_ [>

®(t) x,
1 X(¢)

Oow-1)b =2 o

O(t)x,
" o (-1)b -{D—»CD(t_l

->} >—1>¢(t)ﬂ>

O o(-1)b

9



[zraCun prehajalne matrike

Razvoj v potencno vrsto:

o0 1% 2.2
= —(At) :I+At+At
VAT 2

+...

Diagonalizacija sistemske matrike A. Predpostavimo enostavne lastne vrednosti. Potem velja:
-1 — — 3 R

VAV~ =A\=diag(A) :i=1...n

VIAV=A

oo}

eM =" M = [+V AV +l|(V_1/\V)2t2 +..= Z%(V‘V\V)"t"
=0

(VIAV)* —(V‘l/\y)dvﬂ/\y)dv—l/\\/) UﬁV‘ll\V) =V NV

1 (V—l/\V)k k _V—1§ |/\ktk B/
= k 7K g C

e/\

M o0 .. 0O
[] At []
0O e+ ... 0
At —y1 Aty =y O []
voevEy -
[] MD
g0 .. e g



[zraCun prehajalne matrike

" Za odziv sistema na zacetne pogoje smo v slikovnem
oziroma Casovnem prostoru izpeljali:

Yol At 5 10775 0

slikovni casovni
prostor prostor

At L
e
e

(s - A)'1]




Zgled 1:

_[+4 3D
D—l O

; X, HD,U(I) 0;t=0

a.)razvojv TV :

Matlab:

(1*2*3*4))
eAt =

eAtl=simple(E+A*t+AN2*t"2/2+AN3*t"3/(3*2)+AN4*tN4/

[ 1-4*t+13/2*t"2-20/3*t"3+121/24*t"4,  3*t-6*1"2+13/2*t"3-5*1"4]
[ -t+2*t"2-13/6*t"3+5/3*t"4, 1-3/2*1"2+2*t"3-13/8*t"4]

eAt*x0=

[ 3*t-6*t/2+13/25"3-5*"4]
[ 1-3/2*tA2+2*t13-13/8*t"4]

C:\MATLABG6p5\work\\dinamika\eAt_analit

10



Zgled 1

b.) Diagonalizacija :
Matlab: [lv,lam]=eig(A)
eAt2=simple(lvexpm(lam*t)*inv(lv))

v =
-0.9487 -0.7071
-0.3162 -0.7071

lam =
3 0
0O -1
eAt =

[ 3/2/exp(t)"3-1/2/exp(t), -3/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]
[ 1/2/exp(t)"3-1/2/exp(t), -1/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]

Resitev x(t):
[ -3/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]
[ -1/2/exp(t)"3+3/2/exp(t)]

11



Zgled 1

c.) Laplaceova transformacija :
Matlab: Ip=simple(inv(s*E-A))

Ip=1/(SE-A) = o |
[ s/(s"2+4*s+3), 3/(s"2+4*s+3)] Parcialni ulomki,

[ -1U(sh2+4*s+3), (s+A)(s"2+4*s+3)]  inverzni Laplace

[ 3/2/exp(t)"3-1/2/exp(t), -3/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]
[ 1/2/exp(t)"3-1/2/exp(t), -1/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]

Resitev x(t):
[ -3/2/exp(t)*3+3/2/exp(t)]
[ -1/2/exp(t)"3+3/2/exp(t)]

>

12



Zgled 1

d.) odziv na zaCetne pogoje :
Matlab:
A=[-4 3;-1 0]

\C:\Program Files\MATLAB\R2009b\work\reg_demo\testl.m

Test.m

b=[1,;0]
ct=[1 1]
d=0;

[yy,tt,xx]=initial(sys,x0); Izracun odziva
plot(tt,xx(:,1))

figure(2)

plot(tt,xx(:,2))

13



Zgled 1.a

[(+4 30 a0
= 1 sb=pgu()=1;t=0
L] %)D

T1 O
ReSiti moramo konvolucijski integral:
0.5e7 -05e " [
e p = %) 5Z-3(t—r) -1 52—(t—r) E
D =3t tr- 37 = [r- T D
t 1.5e Je dr —0.5e Je dr]
[e™ bidr = E 0 : %
0 0.5¢7 [e’dT —1.5¢™ [e'dT
] 0 0 []
, 1 5., 1 1
e’’dr = §€3T ! - gegt - =P Resitev:
0 ’ t 0 -0.5¢e +0.5¢" O
t t At — [ []
'erT:eT\ =e' -1 Ie bldz El-l—ﬁe_3t+0.56'tﬂ
v 0 0 13 3 []

0

1.5e™ (% e —%) —-0.5e(e' -1)=-0.5¢"* +0.5¢™

14



Zgled 1.a

Z uporabo Mataba dobimo reSitev reSitev :

pp=simple(lv*expm(lam*(t-tau))*inv(lv))
pom=pp*b
res=simple(int(pom,tau,0,t));

pom =
[ 3/2*exp(-3*t+3*tau)-1/2*exp(-t+tau)]
[ 1/2*exp(-3*t+3*tau)-1/2*exp(-t+tau)]
res =

[ -1/2/exp(t)*3+1/2/exp(t)]
[ -1/3-1/6/exp(t)*3+1/2/exp(t)]

15



Zgled 1.a -Pl

Skupno resitev dobimo torej kot vsoto (superpozicijo) odzivov na zaCetne pogoje in stopnicno vzbujanje:

t —ot -t |:| 05

[0 3-1.5e™ +1.5¢™ U
O =e"nfebldr=g 7 T rH1 05
HD ) 70.5¢™ +1.5e™ El'g E

St +0.5e™

=
SC+0.5e7
[]

16



Primerjava numericnega in analitiCnega izraCuna

Clock

]
I al
I
0 =

Analiticno-(Laplace,diagonalizacija)

-1.5%exp(-3"u(1))+1.5%exp(-u(1))

-

-0 5%exp(-37u(1))+1.5%exp(-u(1))

|Analiticn0-{vrsta} |

3U(1)-67U(1)"2+13127u(1)*3-5"u(1)*4
(

3U(1)-67U(1)"2+13127u(1)*3-5"u(1)*4

| x1a |
: Iy 1l
=P X2a |

Analiticno-(stopnicni odziv, x(0)=0)

-0.5%exp(-37u(1))+0.5%exp(-u(1))

| 1
xlaz

ddg 44 4

~1/3-0 5/3%exp(-3"u(1))+0 5*exp(-u(1)) |=

Analiticho-(stopnicni odziv in x(0)) |

-2%exp(-3*u(1))+2%exp(-u(1))

-113-2/3%exp(-3*u(1))+2%exp(-u(1))

4l

" "u

L !

[ Iy |
= x2as

L= ]

analiticno

Telgle

17



Resitev sistema, numericno-analiticno

v OdzivnaZP — Odzw naZP ! D,BSkrupna esﬂev {zn+u\
: : : : : : : : : 09- ---------- ---------- VrSta .............. ........ - i

18



Se en postopek

00 10 X, 10 (>0
-0 1 > %o = [L[F
18 -60 M
2
det(AI —A)=A*+6A+8=0 > A , = %_
) |3_4-
Za prehajalno matriko lahko predpostavimo obliko:
(ke™ +ke™ ke +ke™ O
(D(t) 5( -2t +k k -2t —4t|:| ’ kl =7
e ke +ke
Ker velja: CD(O) —_ I in CD(O) = A N
k,+k,=1 =2k —4k,=0 [J
k,+k, =0  —2k,—4k,=1 [ )
k+kg=0 —2k;—4k,=-8 7

k, +k, =1

-2k, —4k, =—6 H

k,

19



Zgled 2

x=ax+bu=-2x+3u ;x,=1;u(t)=1 x@)=? ;t=0
o . _ 2 —_ 2 —_ 2t — 2
Ocitno je: P(t) =e t-»xzp(t)—e 'x,=e 1=

ea(t—r) b — e—Z(t—r)3 — Se—Z(t—r)

t t 2
(e b1dT = Be_ZIIezrdT 12
0 0
t
1t 1,1
e’’dr ==¢’"| ==e* ——
J 2 2
o1, 1.3 3 _
x () =3e Y (=2 —2y=2_2 2 L S B
(1) (2 ) 575
_ _ a9 3 1 ot
In skupna resitev : x(t) =x,,(t) +x,(¢t) =e +(E_§e )—5(3_3 )
RavoteZno stanje : 1im x(t) ZE
t 00

20



Primer konjugirano kompleksnih lastnih vrednosti

— N+ i N — (0t jw)t — A _*jax
Ai,i+1 5— _]C() € e e e Spomnimo se . sin(a,t):%(ej“ —e %)
J
Mehanski oscilator (ekvivalent LC nihajnemu vezju): cos(ax) = % (e’ +e7 )
m=1Kkg k=100 N/m
f(t) . /VV \_E Za primer ZP .
00
——— (1) “THE”
D cos(10t) 1/1051n(10t)D 00
my=f-ky - XO=PO% =0 060y cosaon H HE
0o 19,000 D0 10 w0 = iosiniong
X =[] x+ Df 0 Df R M cos(10t) [
Qi/m of "H/mH “Ri00 o "HE |
0.1 jo.10 |
A,=%j10 V= DJ ! ]
01 1 0 i
0 cos(10t)  1/10sin(10¢)0]
D) =e™ =Ve"V™ = -~ ( )D B R N Rtk
T 10sin(10¢) cos(10t) [ agfo o —plozajs



Standardni vzbujalni signali

Standardne vzbujalne signale uporabljamo v teoretski in
eksperimentalni analizi dinamicnih sistemov. Najpomebnejsi
so: enotina stpnica, enotin impulz, Dirac-ova delta in rampa.
Omenjene funkcije so med seboj povezemo z odvajanjem ali
integriranjem. Za Case t<0 se te funkcije enake 0.

enotina stopnica;

M t<0 100
o(t)= - I B
0= .,
enotin impulz; >
Op ()4
00 <0 1T,
5T(t):H/T t=0 VT,
H 0 >0 1/T, .
Tl Tz T3t

Povrsina enotinega impulza je 1. Ce interval T limitira proti 0,
preide enotin impulz v Dirac-ovo delta funkcijo:

o(t) = ltifx(} o, (t)

za katero velja: I5(T) dr =1

Enotina rampa; predstavlja linarno narascajoco funkcijo
z naklonom 1.
Au, ()

0 t<O0

ur(t)=EF (>0 1

v

Za omenjene funkcije torej velja:
3(t) gra = 8Os =T u.0)

Sestavljene funkcije lahko izrazimo s standardnimi
signali na naslednji nacin:

A u(t)

1 1

1| 2 t L 273 ¢
] I — -2

v

u(t) = o(t) =20t -1) +u, (¢ —2)~u,(t -3)

22



Harmonicni in eksponentni
vzbujalni signali

Razred harmonicnih in eksponetnih signalov ima
velik pomen v analizi ustaljenih stanj in frekvenc¢nih
karakteristik linearnih sistemov, ki so vzbujani z:

harmonic¢nimi signali ene frekvence (npr. 50 Hz )
u(t)= Asin (w,t+¢) ;w,=2mf,=2m/T,

ali v primeru periodicnih signalov, ki jih lahko
izrazimo kot linearno kombinacijo harmonicnih
signalov katerih frekvenca je mnogokratnik
osnovne (bazne) frekvence (Fourier-jeva vrsta).

u(t) = z A cos(nw,t+¢,)

n=0

Razred eksponetnih signalov je pomeben ker
predstavlja naravni odziv linernih sistemov, poleg
tega pa lahko tudi harmonicne funkcije izrazimo v
eksponentni obliki. V sploSnem bomo predpostavili
obliko:

u(t) = e

kjer je lahko eksponet s realen ali kompleksen. V
primeru da je s realen, bo funkcija narascala za s>0,
oziroma upadala za s<0. Ce je s imaginaren:

s=tjw - e’"=cos(wt)t jsin(wt)

Vsako realno harmonsko funkcijo lahko izrazimo kot
vsoto kompleksnih eksponentnih funkcij:

1 . .
cos(wt) = E(e”‘” +e77™) ;cos(wt) = Re(e™™)
. 1 jwt - jat : jwe
sin(wt) = ;(el -e ™) ;sin(wt) =Im(e’™)
J

V sploSnem primeru ko je s kompleksen pa velja:
s=0+jw - e = e (cos(wt) + jsin(wt))
Se nekatere pomembne zveze:

e(sl+s2)t - esltes2t; o™t = (est)n; diest = gp"
t

t

1
J’e”dr ==(e*-1) lime* =1
) s

[40

23



Odziv sistema na impulz, stopnico in rampo;

a.) Impulzni odziv:
u(t) =ko(t)

x(t) = e™x, +IeA“_”bk5(T)dT =
0
e’ x, +eAtJ'e_ATbk5(T)dT =
Q0000 00

=e" %k

e (x, +bk)

y(t) =c"e™ (x, +bk) +dkd(t)

0+A

[ f@eo@dr = £(0)

24



Impulzni odziv-zgled

u(t) =100x10° =10"Vs
u(t) =107°5(t)

X :[im iL2 uc]T;X(O)ZO; -

u(t)

L,=10mH L,=10mH

iLl{t) ng(t'l A N

00 0 -ULO O/LO qy N\
k=50 -R/L, 1/L, k+50 d ; R=50Q
u(t) Ug( C=1uF Ug(t)
A/c -1/c 0 B Ho B
y=[0 R 0|x=Ri, =u, — O
A= 10 t
0 0 -100
0 -5000 100
1000000 -1000000 0
b=
100
0
0
ct=
0 50 O
IV6?2432e-004 +7.1566€e-003i 6.2432e-004 -7.1566e-003i -3.8689e-002
1.8340e-003 -6.7097e-003i 1.8340e-003 +6.7097e-003i -4.1266e-002
9.9995e-001 9.9995e-001 -9.9840e-001 t
lam = —
T e N 26e5*exp(-.12e4*t)*sin(.14e5*t)
0 0 -2.5806e+003

y(t) =c'Ve™Vbu =

+.26e6*exp(-.26e4*t)
-.26e6*exp(-.12e4*t)*cos(.14e5*)+

25



Stopnicni odziv

b.) Stopni€ni odziv:

u(t)=ka(t)  :o@)=1,0t>0
x(t) =e™x, +IeA(t‘”bkdr =
0

e’'x, +e AT (I -e )bk =

e’'x, + A" (e™ —1)bk

(ker velja AeAt = eAtA)

y(t)=c'e™x, +c" A7 (e™ —I)bk + dka (t)

Ravnotezno stanje :

Ce za sistemsko matriko A velja:
Re{A (A} <0; i=1,..,n;
det(A)#0 -

x. =lim x(t)

t — 00

=lim(e*x, + A (e™ —I)bk)

t—»OO

= - A"bk

(ker velja lim (e”)=0)

y. =—c' A”bk +dk

Enak rezultat dobimo direktno iz
. sistemskega zapisa:

x = Ax+bka(t); x=0 -
O:AXr+bk —
x =—A bk

26



Stopnicni odziv -zgled

Za vezje smo izpeljali (stran 22):
realno obliko z vpeljavo transformacije T:

X :[im i, UC]T ;x(0)=0; - a/2 -i/20 00
0o 0 —1005 DOOD T=di2 iz o0 -
0 _ 50 o0 1H
=g " vers 100 ETHD ﬂl (31.2097e+3 1.3867e+4 0
e+6 —-le+6 0 0 UIve 0b7E
d . 5 BOE A :T'lAT:B-1.3867e+4 -1.2097¢ +3 0
y=[0 50 0]x=Ri,=uy, 5 0 0 -2.5806¢ +3

[6.2432e-4 7.1566e-3 -3.8689¢e-2[]

V' =VT = %.8340e-3 ~6.7097¢-3 -4.1266e-2g

9.9995e -1 0 -9.9840e -1

Za predpostavljeno vzbujanje:
u(t)=1000(t) [V]

dobimo analiti¢no reSitev v obliki :
eA[ :V‘ e/\t (V')—l
x(t)=e x, +A"(e* -I)bk =

[3.12*exp(-.12e4*t) * cos(.14e5*t) +.37 *exp(-.12e4*t) *sin(.14e5*t) -1.9*exp(-.26e4*t) + 2. [
B 2.-.36*exp(-.12e4*t) *sin(.14e5*t) - 2.* exp(-.26e4 * t) E
H-52.*exp(-.12e4*t) * cos(.14e5*t) -13.*exp(-.12e4* t) *sin(.14e5* t) - 48.* exp(-.26e4* t) +.10e3H
Ravnotezno stanje :

x. =-A'bk=[2 2 100|"

I C:\MATLABG6p5\work\dinamika\stopnicni.m

stopnicni.m
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Odziv na rampo

C.) Priizpeljavi odziva izhajamo iz naslednje pomembne lastnosti
linearnih, Casovno-invaiantnih sistemov, za katere velja:

Ce je poznan odziv sistema za podano vzbujanje, potem dobimo odziv sistema na integral (odvod) tega
vzbujanja preprosto z integriranjem (odvajanjem) prvotnega odziva.

Ker predstavlja rampa integral stopnice to pomeni, da lahko izracunamo odziv sistema z integracijo stopnic¢nega
odziva.

u©) =ke=kfomdr -
0
x(t) =e”x, +IA_1(eAT -Dbkdr =
0

e x, +A'1I(eAT —-I)bkdr =
0

e’'x,+ A7 (A7 (e™ —I)-1It)bk

(ker velja Ae™ =e™ A)

y(t)=c'ex,+c" A7 (A7 (e™ —I)—1It) bk
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Odziv na rampo-zgled

Predpostavimo preprost primer Clena 1. reda:
TX+x=u ;x, -

x=-1/Tx+1/Tu=ax+bu

Naj bo:
Za vzbujanje naj velja: _ — .. . —

k=1 7=5s; x,=1 t =10s -
u(t)=kt
Odziv sistema izracunamo kot: x(t,)= e "1+ (t, +5 (e™>-1))1=5.812

x(t)=ex,+a '(a ' (e” —1)—t)bk

=eTx,+a '(a"'(e” 1) —t) bk : x(t,)
=eTx, +(t+1(e”" =)k : e

3 Y

2 ///
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Splosna reSitev harmonicno vzbujanih stabilnih

linearnih sistemov

V nadaljevanju bomo podali Se splosno reSitev
stabilnih harmonsko vzbujanih sistemov. Omenili
smo Ze, da je v primeru harmonsko vzbujanih
linearnih sistemov ustaljen izhod harmonska funkcija
enake frekvence a razli¢ne amplitude in faze. V
izpeljani splosSni reSitvi izhajamo iz sploSne oblike
vzbujalnega signala:
u(t) = Ue’

in iz predpostavke :

Re(A,(A)<0)
Za splosno re§ittev smo izpeljali:

X = eAtXO +IeA(t—r)budT - eAtXO + eAtJ-e—Aerejwr dr

;1=1,..,n

t
- eAtXO + eAtIe(ij—A)rdT bg

-1 (iwl-A) |t
X= eAtxO te(jol - A)e | bU

te (jul - A7 (™ -1)bU
e™( -I)(jwl - A)"bU

:eAtx0+eAt(ef‘"t M-I (jwl-A) DU

e)(jol - A)'bU

" (x, = (jwI - A)"bU)+ (jwl - A)"bUe™

(jwI-A)t

e

_ At jot
=e"x,t(e

0
Ker smo predpostavili stabilen sistem ima matrika (jal — A)

same pozitivne lastne vrednosti, kar pomeni da je
nesingularna. Dalje sledi:
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Splosna reSitev harmonicno vzbujanih stabilnih

linearnih sistemov

Za izhod sistema potem velja (predpostavimo d=0):

6 lerGorded T LIS R by

prehodnar. ustaljenar.
V ustaljenem stanju, ko vpliv prvega sumanda pade
na vrednost 0, dobimo ustaljeno reSitev:

4 340 Ue”
G(jw)

Ce je vzbujalni signal realen ga lahko podamo v
splosni obliki:
u(t) = Asin(wt +8)

V tem primeru je ustaljen izhod sistema podan z
izrazom:

= A‘G(ja))‘ sin(wt + 6 + ¢ (jw))

()= (Re{G(jw),* + Im{G(jw)}*)
B (j0) = tan” (1| G )] /R G( )

1/2
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Splosna reSitev harmonicno vzbujanih stabilnih
linearnih sistemov-zgled

Za obravnavan primer vezja predpostavimo
harmonicno vzbujanje 2

reg_demole2_harm_odz

1 noh 1
' = 1*sin(21*500+0) I U R
u' = 05%sin@m*3#500+7/2) LAY ALY i(t)Ll:mmH l,L?t:me
) 0.005 0.01 "0.‘0’15 0.02 0.025 . v ,W\—l_hRAfg?)Q_I Shod y(t)
e > T C=1uF L1 | "
Vhod u(t) T 4 .
pnatena J\/\/\WWW\/W S
reSitevzald o | R T AT TAN
T e e
o ‘¢" . - -
Analitiéna ‘:i I “"“ . /V\“%m - ”/U\
reSitev za 3H b : - / \ / \
= e Analitiéna resitev  ..J/ \\ [ :
velja za ustaljeno  * Tff \ /
stane Il aO:aIiti no \U/

32



file:///www/temporary/dijaski.net/cron/archive/64661/C:%5CProgram%20Files%5CMATLAB%5CR2006b%5Cwork%5Creg_demo%5Ce2_harm_odz.m

Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo superpozicije:

Harmonske spremenljivke s konstantnimi
parametri (frekvenco, amplitudo in fazo)
lahko predstavimo v obliki (kompleksnih)

fazorjev:

X, a9, =konst.

O =Keppgn ) O

na vrednost

X =Xel# =X cos(,)+j X sin(¢,) =X, =

fazor

d
x(1) =Re{§e“‘”} = X cos (wt +@,) = X cos (@)

a.X Def d
¢ =tan 1(&) O f = 7¢
XRE ("trer_u-ltna") dt

frekvenca

XRe +jXIm

VZBUJANJE
M
ReEI X ejna)t E
0

n=1

Ob upostevanju nacela
superpozicije velja:

ustaljen izhod linearnega sistema,
ki je vzbujano s sestavljenim
harmonskim nihanjem (M-
harmonikov), je superpozicija teh
harmonskih nihanj, z razlicnimi
amplitudami in fazami. Ustaljena
stanja taksSnih sistemov lahko tako
obravnavamo s fazorji kot
algebrajski problem.

IZHOD
LINEARNO VEZJE-

L . M
(Lin. dif. enacba n-te st. > E . D
Sistem dif. en. Lst) Re D X e]nwt D
n=1 D
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Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo

superpozicije:

u =1sin(ax) +0.5sin(3wr)

[\ Prehgdno

Linearno
RL

vezje,

R=1Q,L=0.05H

« __ <1H -3H
1=1"" -+1

Ustaljeno

tdnje

stanje

>

Linearno
RL

vezje

Linearno
RL

vezje
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Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo superpozicije:

Casovni prostor :

di R. 1
=——i+—-Usin(wt +
dt L L ( ?)
: . 1 1
=gigrpu;, i(0)=0,a=-—,b=—
NDE T L

t
i =e®i(0)+ [ Vbu(r)T =.....
0

t

= Esipon i)~ f s

ustaljeno prehodno
stanje stanje

[= L g=g-y =)

R*+(wL)

O (w:o

Fazorska resitev:
di .
Ld; + Ri =U cos(wt + )

ReﬁLi [e + RIe/™ =Ue® ﬁm

Velja ob predpostavki:
I = konst. [ i[ =0
I et
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Harmonsko vzbujani linearni sistemi in nacelo superpozicije:

Kako pridemo do ustaljene fazorske
reSitve, Ce predpostavimo sestavljeno
harmonsko vzbujanje in linearno vezje ?
Zaradi superpozicije je skupna resitv
sestavljena iz k-tih delnih reSitev:

I =Zlk:Zl_fk/Zk=

U, /(R+ jkal)
Z.a obravnavan zgled torej dobimo:
U, =1+j0V;U,=0.5+;0V[
R=1Q ;L=0,05H i
Z, =1+ jwL =1+ j15,708 Q E*
Z, =1+ j3wL =1+ j47,124QH

I,=0,004- j0,0634A (|I,|=0,0635 A)

I, =0,0002 - j0,0106 A (|| = 0,0106 A) ; e
[=L+L= e =
0,0042 - j0,074A (I |=0.0741A)
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