SIGNALI

Diskretni signali in sistemi

Diskretizacija signalov

* V telekomunikacijah in drugih tehniskih podrocjih
je najpogosteje v rabi numeri¢no procesiranje
signalov.

* Pri numeri¢nih metodah je signal podan v obliki
konCnega nabora Stevil ali kot del konCnega
zaporedja neskoncne vrste Stevil.

« Signal je lahko v kartezi€nem koordinatnem
sistemu zvezen ali diskreten po vseh oseh
predstavitve signala. Je lahko npr. amplitudno in
Casovno zvezen ali diskreten.
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Zvezni in diskretni signali

Kvantizacija
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Amplitudno diskreten ¢asovno Amplitudno zvezen ¢asovno
zvezen signal Signali diskreten signal

Diskretizacija in kvantizacija
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1
Amplitudno in ¢asovno digitalen signal
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Pretvorba v kodirano zaporedje

lo t

L,
A

Kodiranje
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binaren ¢asovno diskreten
signal

Signali 5

VzorCenje v Casovnem prostoru

Izhodi$¢ni sistem vzoréenja bomo analizirali na primeru hipoteti¢nega gradnika
vzor¢enja (otipanja) v obliki vrat:

k() & so(t)

/\//\ =0
5 vﬁ’ jﬂﬂm

D T 2T t

Sistem vzoréenja predstavlja mehani¢no ali elektronsko stikalo, ki v
ekvidistantnih trenutkih ¢asa, nT, ostane zaprto za dolo¢en infinitizimalen ¢as
T,. V Casovnih presledkih T se torej signal s(t) prenese linearno na izhod
sistema vzorcenja.
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VzorcCenje v Casovnem prostoru

Na opisan nacin vzor¢en signal lahko opiSemo z naslednjim izrazom:
= t— nT)

so(t) = s(t) Z -f'ect( T

n=—00 0

Z porabo lastnosti asovnega zamika 3(t):

5[’1‘ - fu‘) * ﬂH‘J = s{t — tn)

lahko zgornji izraz preoblikujemo v obliko konvolucijskega produkta:

so(t) = s(t) {rc*ct (]_iﬂ) x Z ‘5(1‘ — TIT\J}

n=—oo

Casovno diskretno predstavitev signala dobimo, e zmanj$amo &as vzoréenja
T, na neko mejno vrednost. V tem primeru so v vzoréenem signalu vsebovane
zgolj funkcijske vrednosti s(nT), v trenutkih nT.

Signali

VzorCenje v Casovnem prostoru

Idealen vzorénik dobimo, ¢e v konvolucijskem produktu vzoréni impulz
rect(t/T,) zamenjamo z Diracovim impulzom. Tako dobimo idealno vzoréen
signal s,(t):

sa®)=s(t) 3 8(t—nT)

n=—00

Upostevajo€ splosno filtrsko lastnost 5(t), lahko zgornji izraz preoblikujemo v:

s(t)5(t —T) = s(T)5(t —T) == sa(t) = > s(nT)s(t —nT)
salt)
=n-T
N N
]
. ) -
t T o7 2T * ¥
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VzorcCenje v Casovnem prostoru

Idealen vzorénik pretvori Easovno zvezen signal s(f) v zaporedje
ekvidistantnih &(t) s periodo vzorCenja T (f=1/T). Posamicni 5(t) so uteZeni s
funkcijskimi vrednostmi vzorcev s(nT).

Prehod med definicijo idealnega sistema vzor€enja v realni sistem lahko
obravnavamo na dva nacina:

Vzoréenje s stikalom, ki linearno prepusca signal

:s(t)nirea[f‘f j {rect( an_wé‘t—nT}

Vzoréenje s stikalom, ki vzoréeno vrednost zadrzi

)= Sole-r) e £

n=—oo
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Diskretni signali in Fourierjeva
transformacija

Podrobnejse lastnosti vzoréenih signalov lahko izpeljemo s pomocjo
Fourierjeve transformacije. S pomocjo zaporedja 4(t), lahko izraz za idealno
vzoréen signal s,(f) preoblikujemO'

Sa(t) = s(t) Z Wt —nT)

n=—oo

. = s.(t) = s(t) - pII(7)
Fourierjeva transformacija zgornjega zapisa za T>0 je:

s = s - )

S.(f) = S(f) = HI(Tf)
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Diskretni signali in Fourierjeva
transformacija

Z upostevanjem lastnosti Casovnega zamika 3(t):
a(t —tn) * s(t) = s(t — tg)

in zapisa vlaka 3(t) v obliki vrste:

o

m.;;rr‘:uzﬁ 3 ﬁ(_f—;—’)

n=—o&

lahko konvolucijski produkt Fourierjeve transformacije idealnega vzoréenega
signala preoblikujemo:

S(f) = TTf) = %1_‘2_.7_9(]0,%]

Transformiran vzoréen signal S,(f) predstavlja konvolucijski produkt spektra
signala S(f) z Diracovim impulznim zaporedjem v frekvenénem prostoru.
Spekter signala se ponavlja periodi¢no, s periodo 1/T .
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PeriodiCnost spektra diskretnih signalov

Periodi¢nost spektra je nazorno razvidna iz primera pasovno omejenega
signala:

Spektri S(f) se prekrivajo, ker je mejna frekvenca signala f, > f; (f;=1/T):
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PeriodiCnost spektra diskretnih signalov

Ce nizkopasovni signal z mejno frekvenco fy vzor€imo v taksnih razmikih f=1/T

kjer je izpolnjeno:
1
2f,"

T

|/

potem se periodi¢no ponavljajoci spektri v S (f) ne prekrivajo, zato lahko S(f) s

primernim nizkopasovnim fitrom izlo¢imo iz S,(f) brez napak:

1 To 1o Tz T 7

Nizkopasovni filter (sito) je sistem, katerega prenosna funkcija je samo
v omejenem frekvencnem intervalu |f] < f; razlicna od nic.

Signali

PeriodiCnost spektra in idealni
nizkopasovni filter

Za rekonstrukcijo potrebujemo nizkopasovni filter, ki mora imeti v podrocju
|fi < £, konstantno in realno prenosno funkcijo. Zunaj tega podrocja ne sme
prepus&ati nobenih drugih spektralnih komponent funkcije S,(f). Idealni
nizkopasovni filter ima prenosno funkcijo:

R f _ 1
Hypr(f) =Trect | =— T<—,
: 2, 2,
Spekter S(f) iz periodi¢nega S (f) izlo€imo s produktom prenosne funkcije
idealnega nizkopasovnega filtra. Za pretvorbo v ¢asovni prostor uporabimo
konvolucijski izrek in izrek o enakosti Fourierjeve transformacije.

13

rect(t/T) o—e Tsi(nT f) S(f) = Sa(f) - Trect (ﬁ)
f ad® [ !
si ('TT) o—e Trect(T f) s(t) = sa(t) * [2fTsi(2mfqt)]
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PeriodiCnost spektra in idealni
nizkopasovni filter

Ce smo izbrali najvegjo dovoljeno (zaradi prekrivanja) periodo vzor&enja
T=1/(2f,), lahko za s(t) z upostevanjem lastnosti casovnega zamika 5(t)
izpeljemo naslednji izraz:

s(t) = Z s(nd)o(t — -n.T)} * Si ("T%) = Z “ s(nT)si (’,‘Tt __THT)

n=—od n=—oc

Grafi¢no lahko obliko izreka o vzor€enju ponazorimo z vsoto neskonéne vrste
Si-funkcij.

Vsak nizkopasovni signal z mejno frekvenco f; lahko predstavimo brez
popacitev, ¢e za ponazoritev uporabimo vsoto za nT zamaknjenih Si-funkcij,
katerih amplitudni koeficienti si sledijo ekvidistantno v ¢asu diskretno z nT =
n/(21g).

Maksimumi Si funkcij sovpadajo z vrednostmi v trenutkih nT vzoréenega
signala s(t).
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Diskretna oblika vzorCenega signala
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Ekvivalentni sistemi vzorCenja

Sistem vzorcenja lahko predstavimo z zaporedno vezavo poljubnega
nizkopasovnega filtra (NPF), s prenosno funkcijo H(f) in mejno frekvenco f,
idealnega vzor¢nika katerega frekvenca vzorCenja znasa f; > 2f, in idealnega
nizkopasovnega filtra z mejno frekvenco f, ter identi¢no prenosno funkcijo kot
neidealen NPF na vhodu sistema.

I

I

I
s(t) 1 git __ st glt
o npr —o\k R 2T < 5= & npr =%

]
T Iy
|

Tak sistem ima ekvivalentno prenosno karakteristiko kot poljuben NPF na
vhodu sistema vzoréenja.

Dva sistema sta ekvivalentna, €e z meritvijo ne lo€imo njihovih prenosnih
karakteristik.
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Nyquistova frekvenca vzorCenja

Ce vzorgimo s f=2f, (T=1/2f ) imenujemo frekvenco vzorCenja f,=1/T=2f, tudi
Nyquistova frekvenca. Vzor€enje s frekvenco visjo od Nyquistove je seveda
dovoljeno (prevzorCenje) v primeru, da pa je f;< 2f, nastopi medsebojno
prekrivanje periodi€éno ponavljajocih se spektrov vzor¢enega signala in S(f) ne
moremo rekonstruirati brez popacen;.

Prevzorcenje

AN

prepustni pas
|

i} fa % >2fg f

Podvzortenje
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Na podoben nacin kot ¢asovne signale oz. funkcije s(t) lahko tudi amplitudno
gostotne spektre S(f) predstavimo s frekvenéno diskretnimi vrednostmi.
Formulacija izreka o vzor¢enju v frekvenénem prostoru temelji na izreku o
simetriji Fourierjeve transformacije.

Upostevajoc:
Sq(t) = i s(rT)5(t—nT)  Salf)= = ﬁ S(f-7)
Lahko za amplitjl;;:gostotni spekter S(f) izpelijemo izraz:
Sp(f) = i S(nF)3(f —nF) = S(fj%]]_[ (%)
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Izraz za ¢asovno obliko signala iz diskretne oblike amplitudno gostotnega
spektra dobimo z inverzno Fourierjevo transformacijo:

Sp(f) S(f) - $11(£)
[ 1
W) = «0) + WE) =F 3 «(-F)
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Frekvencno diskretnemu spektru S,(f) ustreza Casovno zvezna (s periodo 1/F)
periodicna funkcija s(t) :

4

sit)
F F

N
|
|
|
|

-

11
0 w F f

Ce je trajanje signala s(t), T<1/F, potem se periodiéno ponavljajo&i deli S,(t) ne
prekrivajo. s(t) lahko izlo€imo iz periodiéne inverzne Fourierjeve
transformiranke diskretnega amplitudno gostotnega spekira s,(f) z

ustreznim vzoréenjem (zapiranjem stikala vzorénika) v trajanju T=1/F.
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Analogno izlogitvi S(f) iz periodi€nega S_(f) s produktom prenosne funkcije
idealnega nizkopasovnega filtra :

—

S(f) = Sa(fj ’ T?‘Ed(zg;g)

' "

sat) % [27,Tsi(2nfst)]

- O—®

w
ik
~
o
|

izpeliemo tudi izloCitev s({) iz s,(f) z ustreznim vzorCenjem :

SL}&) "“’f’.-(” . Fv‘ec;_t(Ft)
l l l

S(f) = Sp(f) = s*’(ﬂ%)
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Ce uporabimo izraz za diskretno predstavitev amplitudno gostotnega spektra
signala S(f) :

Sp(f) = Z S(nF)s(f —nF)= ‘?(f)%ﬂ_[ (%)

n=—00

Lahko konvolucijski produkt S(f), preoblikujemo v vsoto si-funkcij z
amplitudami S(nF):

) . e s —nf
S(f)=S,,(f)*sz(7r£j—bbtf)— Y S(nF)si (rrf Fn, )

n=—oo

Za si-funkcijo je znacdilen neskoncen spekter.
Samo na dolo¢enih mestih (nF) ima funkcija
vrednost nic.

Iz tega lahko sklepamo, da ima vsak ¢asovno
omejen signal neomejen spekter.

Signali 0 F 2F

VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Podobno kot lahko za signal izrezan z nizkoprepustnim filtrom, ki ga opisuje
izraz:

s(t) = |: Z s(nT)é(t — IIT)} * 1 (’T%) = Z s(nT)si (W’f *T”T)

n=—00 n=—00

izpeljemo vsakemu frekvencno omejenemu signalu ustrezen ¢asovno
neomejen signal. Signali, ki bi bili v strogem pomenu tako v ¢asovnem, kot
frekvenénem prostoru omejeni ne obstajajo.

Prakti¢no je vsak signal, e izhajamo iz fizikalnih osnov, €asovno omejen (in
kavzalen). Fourierjeva transformiranka podaja sicer neskonéen spekter
takSnega signala, vendar so iz prakti¢nih razlogov vrednosti nad doloeno
izbrano frekvenéno mejo zanemarljive.

Signali 24




VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Izraz za vzorcenje v frekvenénem prostoru:

I !
sp(t) = s(t) + IO(Ft) = % E “3(1_%}

podaja Se naslednje naslednje:

Fourierjevo transformiranko S(f) periodine ¢asovne funkcije s,(t) sestavlja
ekvidistantno zaporedje Diracovih impulzov. TakSen spekter imenujemo tudi
linijski spekter.

Posamezni Diracovi impulzi oz. linije 6(f-nF)
spektra utezene s S(nF) se pojavljajo
ekvidistantno v presledkih nF.
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Medsebojno odvisnost med periodi¢nimi signali in njihovimi diskretnimi
Iivnijskimi spektri najprimerneje predstavimo v obliki Fourierjeve vrste.
Ce v enacbo za inverzno Fourierjevo transformacijo:

st)= [ (et

Ce vstavimo izraz za diskretno predstavitev zveznega spektra S(f) :

S.()= 3 S@F)(f - nk) = st (1)

lahko z upostevanjem filtrske lastnosti 6(t)*, izpeljemo izraz za predstavitev
periodi¢nih signalov:

3p(t) = ] Sp(f)eﬂ”‘tdf = / { Z S(nF)o(f — ?zF)} eIt gy

*

e o Sianali ”
s(t)a(t —T) =s(T)3(t - T) ignali



VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Fourierjev integral je z uporabo filtrske lastnosti 5(t), preSel v Fourierjevo vrsto:

©

o (0)- j{i S(uF)a(f - nF)}e’z””df s ()= is(m{ fotr- np)efwf}zf
“ z upoStevanjem filtrske lastnosti :
5,(0)= 3 S(nF)er "

Diskretne vrednosti S(nF) so t.i. Fourierjevi koeficienti (C,) periodi€énega
signala s(f).

st) = s x WFY =4 ¥ s(t-§)
C, dolocimo z integriracijo signala s,(t) znotraj ene same periode T = 1/F:
T/2
S(nF)=0C, = % f s(t)e 2t gy
-T/2
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

Ce razstavimo S(nF) in e277t v realni in imaginarni del (Evklidov obrazec),

dobimo iz: .

sp(t) = Z S(nF)el2mEt
n=—oo

za realne ¢asovne funkcije z upostevanjem:

o0

Re{S(f)} = fss(‘t)cosﬁﬁft)dt

—O0

Im{S(f)} = —/sg(a‘)ﬁiﬂ@rﬁ)dt

sp(t) = S(0)+2 Z [Re{S(nF)}cos(2mnFt) — Im{S(nF)}sin(27nFt)]
n=1

Signali
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VzorCenje v frekvenCnem prostoru

S substitucijo S(0) = a,, 2Re{S(nF)} = a,, in -2Im{S(nF)} = b,,, lahko izraz:

sp(t) = S(0)+2 Z [Re{S(nF)}cos(2mnFt) — Im{S(nF)}sin(27nFt)]
n=1

Preoblikujemo v najpogosteje zapisano obliko Fourierjeve vrste:

oo
sp(t) = ap+ Z [an, cOs(27nFt) + by, sin(2mrnF't)]
n=1
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Casovno diskretni signali in sistemi

Pri izpeljavi izreka o vzoréenju smo ugotovili, da lahko vsak frekvenéno omejen
signal popolnoma opiSemo z vzorcenimi vrednostmi (otipki) pri pogoju f, > 1/T.
Izrek lahko razsirimo tudi za opis signalov, ki jih prenaSamo prek frekvenéno
omejenih LTI sistemov.

Vpra$anje je, kako lahko izraunamo g,(t) neposredno iz s,(f) in h,(t).

~

T \”4
a t n

- -
salt) ham galt)
T 2 1 f
(. - 30
t
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Diskretna konvolucija

Izhajajo¢ iz teorema vzor€enja (z najvecjo periodo vzorgenja T= 1/f; oz.
Nyquistovi frekvenci):

s(t) = { i s(nT)ﬁ(tnT)} xsi (ﬁ%): i o(nT)si (ﬂt—TnT)

n=—oc n=—00

Lahko konvolucijski produkt g(t) = s(t) * h(t) preoblikujemo v:

St [ vt St )

Ce izhajamo iz konvolucijskega produkta dveh si-funkcij lahko izraz

preoblikujemo:
si (;\ T) si (A ) |T|si (Tr]_)

Lig(nT) ‘- HT} {i S~ nT} {ZhnT ‘- nT} >0

—o0
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Diskretna konvolucija

Izraz za diskreten konvolucijski produkt lahko nadalje preoblikujemo z vpeljavo
konvolucijskega integrala:

;ﬁ;cg(nT)&(t—nT) —TLios(nT)é'(t—nT} {Zh nT)S(t— nT} T>0

ZgnT t—nT) :TI is(nT)é‘(T—nT)]_ih(nT)cS(t—T—nT)_dT

i —oo Ln=—x Ln=—o0

in vpeljavo novih spremenljivk:

ig(nT)é(t—nT) =TT is(mT)&(r—mT) -Lih(iT)é(t—r—iT)_dr

Ln=-o0 i —o0 Lm=—0

_ i=—o0 i

Signali 32



Diskretna konvolucija

Ce upostevamo $e filtrsko* lastnost 5(t) izraz za diskreten konvolucijski produkt
$e nadalje preoblikujemo:

Lig(nf)a(t—ﬂ)}:fHmims(mr - mT} {Zh iT)s(t— r—iT)}dr

{ig(nr)a(t_m}:r S 3 snT)ir) | e - mT)- (- -7z

n=—0 m=—w0 j=—0 —o

{ig(nr)a(t_m}:r S S smT)HT) 5+ m)T)
Ce uporabimo nadaljnjo substitucijo i+m=n:

[=5]

Z gnT)é(t —nT)=T Z Z s(mT)h([n —m|T)é(t —nT)

n=—oo n=—00 M=—00

*s(f)cﬁ(t— ) =s(T)8(t —T Signali 33

Diskretna konvolucija

Lahko iz:

Z gnT)é(t —nT)=T Z Z s(mT)h([n —m|T)é(t —nT)

n=—oo n=—00 M=—00

za zaporedne otipke zapiSemo z izrazom:

anT)=T Y s(mT)h([n - mT)

m=—0oo

Povezava zaporednih otipkov predstavlja izraz za diskretno konvolucijo, ki je
temelj obravnave ¢asovno diskretnega prenosa signalov. Parameter vzoréenja
T je bistven za sam proces vzor&enja in interpolacijo zaporedija otipkov. Ce pa
obravnavamo zgornjo enacbo zgolj kot proces digitalnega procesiranja
signalov, potem moremo brez izgube informacije postaviti T = 1.
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Diskretna konvolucija

Pri interpolaciji za izhodni signal g(t) lahko parameter T ustrezno ovrednotimo,
zato pogosto piSemo diskretno konvolucijo pri vrednosti T = 1 tudi kot:

fe =]

gln) = Z s(m)h(n —m)

m=—00

V simbolni obliki ponavadi izraz zapiSemo tudi v obliki:

gln)=s(n)xh(n)

Diskretna konvolucija je kot izpeljanka oz. poseben primer ¢asovno zvezne
konvolucije glede na operacijo seStevanja asociativna, komutativna in
distributivna.
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Casovno diskretni elementarni signali

Pomembno je razlikovati med vzoréenim signalom s,(f) in zaporedjem amplitud
vzordenih vrednosti signala s(n). Casovno diskreten signal obravnavamo
izklju€no kot zaporedje amplitud s(nT) oziroma s(n). V literaturi se rabi tudi
zapis s[n] .

Podobno, kot smo kompleksne signale v €asovno zveznem prostoru razélenili
na manjSe t.i. elementarne signale, bomo to storili tudi za diskretni prostor.

Temeljni gradnik diskretnega ¢asovnega prostora je, analogno gradniku v
zveznem ¢asovnem prostoru, definiran kot enotin impulz diskretnega
Casovnega prostora 8(n), ki predstavlja enoto za diskretno konvolucijo:

o

s(n)=4(n)=*s(n)= Z s(m)d(n —m)

m=—o0
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Casovno diskretni elementarni signali

Iz tega sledi definicija elementarnega gradnika diskretneaa ¢asovneaa prostora
Diracovega impulza:

d(n) = za,
0 n#0

Enotin impulz &(n) ne potrebuje v nasprotju z Diracovim impulzom &)
nobenih posebnih matemati¢nih predpostavk in predstavlja s tem sploSen
gradnik ¢asovno diskretnih signalov.

Enotino stopnico ¢(n) lahko opiSemo kot vsoto enotinih impulzov:

n

z(n) = Z d(m) e(n)

m=—oo
1
0 n <0
e(n) = za . I I l l _
1 n=0 Signali b1 2 " 37

Casovno diskretni elementarni signali

Casovno diskretni eksponentni impulz lahko opi$emo z izrazom:

£(n)a™

s(n) =e(n)a” e .
BRI
01 2 n
Pravokoten signal je definiran z naslednjim izrazom:
s(n)
s(n)=c(n+M)—c(n—M)
-M 01 M n

Diskretno ¢asovno zaporedje v obliki lastne funkcije pa lahko zapiSemo kot:

s(n) = exp(32m fon) = cos(27 fan) + jsin(2w fon)
Signali 38



Linearni od pomika neodvisni sistemi

Casovno diskretni sistem ali vzoréevalni sistem je doloden z enoumno
prireditvijo Casovno diskretnega izhodnega signala g(n) za poljuben vhodni
signal s(n). Med temi sistemi izstopajo linearni pomi¢no neodvisni sistemi
(Linear Shift Invariant systems = LSI) zaradi preproste transformacijske

enacbe: i 4
g(n) = Tr{s(n)}

Casovno diskretni sistem je linearen, &e je za poljubne signale s(n)
izpolnjen naslednji izraz:

Tr {Z a«hs;(n.)} = Za«hTT{s?-(n)} = Za;gt(n)

Casovno diskreten sistem je pomiéno neodvisen, &e velja za vse
celoSteviléne m transformacijska enacba:

Tr{s(n —m)} = g(n —m)

Signali

Linearni od pomika neodvisni sistemi

Z uporabo izraza za diskretno konvolucijo in izreka o linearnosti:

s(n)=48(n)*s(n)= i s(m)o(n —m)

m=—o0

Tr {Z als;(n)} = ZQET?‘{S;(H)} = Z a;gi(n)

lahko transformacijsko enacbo za LS| sisteme dopolnimo:

o0 o0

g(n)=Tr{s(n)} = Tf‘{ Z s(m)d(n — m)} = Z s(m)Tr{d(n —m)}

m=—oQ m=—og
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Linearni od pomika neodvisni sistemi

Ce izhajamo iz definicije impulznega odziva éasovno diskretnega sistema,
ki jo lahko predstavimo s transforamacijsko enacbo:

I(n)=Tr{5(n)}

potem lahko transformacijsko enacbo za LS| sisteme nadalje dopolnimo :

(= =]

Z s(m)Tr{d(n—m)} =t Z s(m)h(n —m) = s(n) x hin)

m=—0c m=—00

Dobljeni transformacijski izraz LS| sistema je ekvivalenten izrazu za
diskretno konvolucijo:

s v}

g(n) = Z s(m)h(n —m)

m=—00

Signali

Primer diskretne konvolucije

Kot zgled bomo obravnavali preprost rekurziven ¢asovno diskreten sistem
(s povratno povezavo):

s(n)

07\ aln)

d(n) Q

hin)

la] <1

Vhod in izhod sistema dolo¢a naslednji izraz:

g(n) = s(n)+agin—1)

Za impulzni odziv vezja (g(n)=h(n), s(n)=3(n)) lahko zapiSemo rekurzivnho
enacbo:

hin) = é&(n)+ah(n—1)

Signali
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Primer diskretne konvolucije

Impulzni odziv vezja lahko nadalje preoblikujemo: &(m)a™
e o,
h(n)= é&(n)+ad(n—1)+a?5(n—2)+... L I T 11
o 1 2 LG

Ce uporabimo izraz za diskretni opis eksponentno padajode funkcije:
s(n) = e(n)a™

lahko impulzni odziv vezja preoblikujemo v:

hin) = &(n)a”

Sistem je kavzalen in za |a| < 1 tudi amplitudno stabilen. Njegov impulzni
odziv je amplitudno padajo¢.

Signali 43

Primer diskretne konvolucije

Ce poznamo impulzni odziv vezja lahko ocenimo odziv na poljuben vhodni
signal. Ce na vhod vezja pripeljemo pravokoten signal:

s(n)=-¢e(n) —s(n— M)

in izhajamo iz izraza za diskretno konvolucijo:

o0

g(n) = Z s(m)h(n —m)

m=—oc

lahko izpeljemo: n
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Primer diskretne konvolucije

V intervalu 0<n<M lahko izraz zapiS§emo kot vsoto geometrijske vrste:

n+l l_an+1

iqkzll_i g#1 =>  gn)= a#1
k=0 —-q l-a

V intervalu n=M pa izraz preoblikujemo v:

M—1 an—flf+1 —_ gntl

g[ﬂJ:Za = 1—a

m=0

V intervalu n<0 je g(n)=0.

s(r)

01 z\ 3 n
M-1

Fourierjeva transformacija Casovno
diskretnih signalov

Razmerje med ¢asovno diskretnimi signali in sistemi opisuje Fourierjeva
transformacija kot pri asovno zveznih primerih. Zato velja:

sq(t) = i s(nTYs(t — nT)
Sa(f) = + X S(F-#)

Fourierjev spekter Sa(f)vlahko izraCunamo tudi neposredno iz otipanih
amplitudnih vrednosti. Ce uporabimo izraz za Fourierjevo transformacijo in
vanj vstavimo s(t):

Sa(f) = [ 3 s(nT)d(t — nT)e s

n=—o
—oo oo
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Fourierjeva transformacija Casovno
diskretnih signalov

Z uporabo filtrske lastnosti 5(t) in uporabo §(t) kot osnovnega gradnika:

s(0)-8(~T)=5(T)-5(~T)

s(t)=s(t)*6(r) = J‘s(r)c?(t —7)dr

-

lahko izraz preoblikujemo:

S,00)= | is(nr)g(f_nr)ewdt

. f):_f 3 sT)o(-nT)e = | {is(nr)eﬂﬂ S{e—nT)di

n=—o0 —o Ln=—o

in dobimo:

0

S, (f)= ZS(HT)e’”’?f"T

n=-wn
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Fourierjeva transformacija Casovno
diskretnih signalov

Povezava med otipanim signalom in pripadajo¢im periodi¢nim spektrom na
primeru trikotnega impulza:

1 m
™ Sulf)
ok T*;
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Fourierjeva transformacija Casovno
diskretnih signalov

Iz izpeljanega izraza za periodi¢nost spektra:

0

5.()= T slar)e=

n=—wn

Je razvidno, da je periodi¢ni spekter S (f) odvisen samo od otipanih
vrednosti s(nT) in ga zato lahko formalno priredimo ¢asovno diskretnim
vrednostnim signala s(nT). Ce v ena&bi ponovno postavimo T = 1, lahko
spekter €asovno diskretnih signalov s(n) preoblikujemo:

S,(f)= Ysl)e ™™ T=1

n=—0n

Tako lahko za vsak frekvenéno zvezni spekter, ki je periodi¢en s periodo
T=1, dolo¢imo signal s(n) z inverzno Fourierjevo transformacijo:

1/2

sty = [ Suner

~1/2

Diskretna Fourierjeva transformacija

Fourierjeva transformiranka ¢asovno diskretnega signala s(n), je
frekvenéno zvezni periodi¢ni spekter S,(f) (sestavljen iz neskonénega
Stevila diskretnih frekvenc).

S, (f) lahko pri numeri¢nem rac¢unanju (diskretno procesiranje) dolo¢imo
samo konéno Stevilo diskretnih frekvenc. V numeriéni matematiki se zato
uporablja t.i. diskretno Fourierjevo transformacijo (DFT), ki €asovno
diskretnemu signalu priredi frekvenéno diskreten spekter.

DFT je pri procesiranju signalov zelo pomembna, ker imamo pri
njenem preracunu v obliki hitre Fourierjeve transformacije (FFT) na voljo
uc€inkovite algoritme.

49

Diskretna Fourierjeva transformacija zdruZuje (povezuje) vzoréenje v
¢asovnem in frekvencnem prostoru.

Signali
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DFT - VzorCenje v Casovnem in
frekvenénem podrocju

Casovno diskreten signal s(n) je omejen na neko koné&no $tevilo diskretnih
vrednosti 0 < n <M.

012 M,
Po izreku o vzor€enju v frekvenénem prostoru zadostuje, da vzoréene
vrednosti spektra izraéunamo v razmikih recipro¢ne vrednosti M (F = 1/M).
Na tak nacin dobljenemu vzoréenemu spektru S,(k) lahko z inverzno
Fourierjevo tranformacijo izraunamo ¢asovno diskretni signal s,(n), ki je
period¢en s periodo M.

S.(f) = S(f) - FII(£)

IS

sp(t) = s(t) = II(Ft) =

ol
[
tn
=
|
oz

Signali

DFT - VzorCenje v Casovnem in
frekvenénem podrocju

012

o 1 1 ;
||
Periodicno ponavljanje Otipan spekter

Sglk)

0oL =r 1 f=K/M
01 M k=Mf

Signali
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DFT - VzorCenje v Casovnem in
frekvenénem podrocju

Spekter S (k) je periodiCen, zato je dovolj, e izratunamo zgolj M
spektralnih vrednosti v eni sami periodi.

Ce vstavimo za f = k/M v:

0

s.(f)= Zs(n)e’jz”f” T=1

n=—owo

dobimo v intervalu ene same periode frekvenéno diskretno periodiéno
transformiranko S,(k) Casovno diskretnega, periodi¢nega signala s,(n).

M-1
Sa(k)= 3" sg(n)e 2 kM k=0, M 1
n=0 53

Inverzna DFT

Izraz za inverzno DFT je analogno:

00 o
S(f) = / s(t)e 2t —p s(t) = / S(f)e> It df
00 —oo
M-1 1 M-1
SdU") — Z Sd(.n_‘Je—_r'QT-ﬂFc_;’.-“lI — sd(n.) — 1_1’ Z SdL“;.L")t»j?rrzfv;‘_r‘lf
n=0 b k=0

Zaradi obeh izrazov bo diskretni funkciji S (k) prirejenih M (kompleksnih)
vrednosti ene periode diskretne ¢asovne funkcije s (n). TakSnim
periodi¢nim diskretnim signalom pravimo tudi konéni signali.
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Diskretna Fourierjeva transformacija

Diskretna Fourierjeva transformacija je samo poseben primer splosne
Fourierjeve transformacije za diskretne in periodi¢ne funkcije. Vsi izreki so
tudi za DFT veljavni, npr. izrek o premiku :

sq(n — m) o—e Sy(k)e32mmk/M
Ostale lahko na kratko povzamemo:

P Sds(n) Re{Sq(k)}
razstavitev sa(n) SIm{Sa(k)}
casovni obrat sg(—n) Sa(—=Fk)
kompleksni s(n) sh(n) Si(—Fk)
simetrija Sg(n) MSy(—k)

Signali

Diskretna konvolucija

Za DFT je posebnega pomena izrek o konvoluciji. Diskretno konvolucijo
izracunamo s produktom dveh ¢asovno omejenih (n < M) diskretnih

signalov npr. s(n) in h(n).
g(n)=s(n)xhln)

Periodi¢no ponavljajoci g,(n) dobimo, ¢e ponavljamo konvolucijski produkt
g(n) s periodo M. Signal g,(n) pa lahko izratunamo tudi iz periodicno
ponavljajo€ih signalov s,(n) in h,(n):
M-1
gq(n) = Z sg(m)hgn—m) za n=0,..,M-1
m=0

Rezultat imenujemo tudi periodi¢na ali krozna konvolucija.

Konvolucijski izrek za DFT je tako:

’ g4(n) = s4(n) ® ha(n) o— Gq(k) = Sa(k) - Ha(k)

Signali
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Diskretna konvolucija

saln) Sa(k)

57

Diskretna konvolucija

Najpogosteje se uporablja periodi¢na konvolucija za izraéun
konvolucijskega produkta neperiodi¢nih, €asovno omejenih signalov.
Pomembno je kako pri tem oceniti (izbrati) razmerje med trajanjem signala
M, in pravilno periodo rezultata konvolucije M za signal g,(n).

Pri oceni periode moramo upostevati periodi¢no ponavljanje konvolucijskih
produktov g(n) oz. g,(n) in na prekrivanje, ki bi nastopila ob morebitni
neustrezni izbiri M.

Pri procesiranju signalov se lahko sre€amo tudi s konvolucijskim
produktom signala poljubne dolzine s(n) in konénega impulznega odziva
sistema h(n). Pri tem moramo s(n) zaradi laZje obravnave razcleniti na
delne signale s(n) kon¢nega trajanja npr. M,. Iz izreka o distributivnosti
konvolucije nato sledi (izraz za t.i. segmentirano konvolucijo):

s(n) * h(n) = {Z si(n)} * hin) = Z[Si(”) * h(n)]

T
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Z - transformacija

V splo$nem diskretni ¢asovni signali niso absolutno sestevni. To pomeni,
da obstajajo v spektru S(f) poli ali Diracovi impulzi in izraz:

s w]

Y o=

n=—oo

s(n)|

ni Steven oz. vsota ni kon¢na. Ustrezno kot pri Laplaceovi transformaciji
kjer smo absolutno integrabilnost resili z dodajanjem utezene funkcije,
lahko tudi v diskretnem primeru vplivamo na konvergenco za del signalov,
¢e vpeljemo eksponentno funkcijo eo”:

e—ans(n) o Z S(TE)G_U}]E_JQWUF _ Z S(ﬂ)e—Lo-I-j'Z?rfjn

S substitucijo z = ee27 dobimo dvostransko z-transformacijo signala s(n):

S~ — ‘T Za kavzalne signale opisuje izraz
S = s(n
: (‘) Z ( J < enostransko z-transformacijo.
n=—oc 59

Z — transformacija in kavzalni signali

Za kavzalne signale opisuje:

n=—oo

zgolj enostransko z-transformacijo (samo v I. in IV. kvadrantu). Tako npr.
dobimo za eksponentni impulz s(n) = (n)-a" enostransko z-transformacijo:

S(z) = Z a"z "= Z(azfl]”
n=>0 n=0

Zgornji izraz lahko preoblikujemo v geometrijsko vrsto:

1

S(z)= ———
(=) 1—az"1

za  |z| > |a]
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Z-transformacija

Ce kompleksno frekven&no spremenljivko z, raz&lenimo v modul in
argument :

z= \z\ejw = g7 . ginf
Na tak nacin zapisano kompleksno spremenljivko obravnavamo v polarnem
koordinatnem sistemu (z-ravnina) kot dolzino radija vektorja (e°) in njemu
pripadajo¢ega faznega kota (2xf).
Vsaka kroznica, ki jo opiSe amplituda kompleksne spremenljivke
(e°=konst.) predstavlja pravzaprav eno periodo Fourierjevega spektra S,(f)
za utezeni, Casovno diskretni signal s(n) e".

Konvergenéno podroéje funkcije lezi v kolobarju izven kroznice |z|=|a|:

[= =]

)D

n=—oc

—an

s(n)e | < o0
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Konvolucijski teorem

Z izpolnjenim pogojem konvergenénega podrocja funkcije veljajo teoremi
Fourierjeve transformacije tudi za z-transformacijo. Konvolucijski teorem
lahko zapisemo:

s(n)« h{n)

G(z) = S(z)-H(z)

Z-transformacija opisuje tudi prenosno funkcijo H(z) rekurzivnega sistema:

s(n)
o— g(n)
\ a S P

8(n) =
) .
— Iz

H(z) T=a— T za |2| > |af

za poljuben a!

la] <1

Signali 62



