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1 Predgovor

Pri¢ujoc¢i zapiski so nastali kot Studijski pripomocek Studentom pri predmetih Analiza
IIT in Analiza IV. V sklopu teh dveh predmetov je zajeta Siroka paleta snovi, ki obsega
metricne prostore, funkcije ve¢ spremenljivk, mnogoterne integrale, Fourieorovo analizo,
krivulje, ploskve in polja s krivuljnimi ter ploskovnimi integrali.

Pricujoca zbirka je posvecena Fourierovi analizi. Kolikor mi je poznano se lahko ma-
tematike naucis le tako, da matematiko delas. Tak koncept podajanja snovi je npr. v
ucbeniku [10], kot tudi v [2]. Tudi sam sem se odlo¢il slediti tej usmeritvi, a v nekoliko
manjsi meri kot v zbirki o Ploskvah. V njej boste sicer Se vedno nasli dokazane izreke,
trditve in leme, ki pa jih spremlja tudi precej nalog teoreticnega znacaja, z namigi za
reSevanje. Vabim vas, da jih poskusite resiti sami — s tem bo tudi zbirka dosegla svoj
namen.

Bojan Kuzma



2 Fourierove vrste

2.1 Vektorski prostori s skalarnim produktom

Oglejmo si prostor R2. V njem najdemo bazo iz dveh vektorjev e; := (1,0), ey := (0, 1),
ki sta pravokotna in dolzine 1. Vsak drug vektor x = (ay, as) lahko napisemo kot x =
€1 + (ipes.

(all 0(2)
(0, a2)
X= (O(]_, )
clez
4
-
S
I
0
|
1
ei=(1,0) (02, 0)

Slika 1: V R? IMAMO BAZO 1Z PRAVOKOTNIH VEKTORJEV €],€. VSAK DRUG VEKTOR & € R? JE
NJUNA LINEARNA KOMBINACLJA.

Se vet, stevila a; lahko dobimo tudi s pomodjo skalarnega produkta: aq = (x,e1) in
Qg = <X> 62>7 torej
X = <X, el) e + <X, 62> €. (].)

Podobno lahko naredimo tudi v prostoru R". Nekaj podobnega pa bomo naredili tudi v
neskonc¢no-razseznih prostorih!

Definicija 1. Naj bo X realen vektorski prostor s skalarnim produktom (_, ): X xX —
R. Vektorja x,y € X sta pravokotna (ali ortogonalna), ¢e je (x,y) = 0. MnoZica vektorjev
S C X je ortogonalen sistem, ¢e (x,y) = 0 za poljubna razli¢na vektorja x,y € S.



Spomnimo, da je skalarni produkt na realnem vektorskem prostoru preslikava z la-
stnostmi

o (Ax+pz,y) = A(xy) + 1 (z,y).

° (x,y) = (y,x).

e (x,x) > 0, in enacaj velja natanko tedaj, ko je x nicelni vektor.
Kot takoj$njo posledico prve tocke vidimo, da je (0,x) = 0, torej je vektor 0 pravokoten
na poljuben drug vektor.

Za vsak vektor definirajmo 8e njegovo normo s predpisom ||x|| := y/(x,x). Pravimo,
da je vektor x normiran (ali tudi: enotski), ¢e je njegova norma enaka 1. Denimo sedaj,

da nas ortogonalen sistem S C X sestoji zgolj iz normiranih vektorjev. Tedaj mu re¢emo
ortonormiran sistem.

Zgled 2. V R? je npr S = {0, e1,e3} ortogonalen sistem, ni pa ortonormiran. Ce mu
odvzamemo nicelni vektor pa postane celo ortonormiran.

Denimo sedaj, da imamo ortonormiran sistem S := {ej,...,e,,...}, ki sestoji iz
kon¢no ali stevno neskon¢no vektorjev. Poljubnemu vektorju x € X priredimo Stevila

ag = (x,e;) € R.
Kaksne lastnosti imajo koeficienti ay?

Zgled 3. V prostoru R? je mnozica S := {e;, e,} ortonormiran sistem. Iz () in Pitago-
rovega izreka vidimo, da

Ix[* = llares]|* + lazez]|* = |aa|* + |aaf?

=[x, e +[(xe)]” =) l(x,e)[*

ecsS

Ce pa bi vzeli drugacen ortonormiran sistem, npr S = {e1} pa ne be dobili enacaja za
vsak vektor x. Konec koncev npr. za x := e, velja ||x[* = 1, toda Y, ¢ |(x,e)]* =
[(x,en)|* =0 < x| .

Seveda se je to primerilo zato, ker imamo v S premalo paroma ortogonalnih vektorjev
(ne sestavljajo bazo prostora R?). Malce kasneje bomo ortonormiran sistem S, kjer vedno
velja enacaj imenovali kompleten ortonormiran sistem.

Nekaj podobnega kot v zgornjem primeru velja v vsakem vektorskem prostoru. Da
bomo to lahko utemeljili, si pomagajmo z posplositvijo Pitagorovega izreka:

Lema 4 (Pitagorov izrek). Ce so vektorji vi, . ..vy paroma pravokotni, je

Vit vl = [lvall® + o 4 vl



Dokaz. Ce je k=2, imamo

2

Vi + val® = (vi + Vo, vi + V) = Z(Vz'>vj>
ij=1

= (v1,v1) + 0+ 0+ (va, va) = [[va[* + [[va|*.

Za ve¢ vektorjev napiSemo wi := vy in Wy := vy + --- + v;. Ta dva sta pravokotna, in
lahko nadaljujemo z indukcijo na k. O

Sedaj za vsako nenicelno naravno Stevilo n definirajmo vektor

n

Vo = Zakek = Z<X, ex) €.
k=1

k=1
Velja sledece:
Lema 5. Vektorjay, in z, :=x —y, sta pravokotna.

Dokaz.

<Znayn> = <X, yn> - <Yn>Yn>
= aplx,en) = lyal> =D lawl> = llaver||* =0,
k=1 k=1 k=1

kjer smo v zadnji vrstici uporabili Pitagorov izrek, saj je y, vsota paroma pravokotnih
vektorjev. O

Posledica 6. Ce je S := {ey,...,e,,...} C X S§tevno neskoncen ortonormiran sistem,
velja Besselova neenakost

Z‘%PEZKX,%HQ < |Ix|I? (Vx € X).
=1 =1

Dokaz. Izberimo poljubno naravno stevilo n. Ker sta vektorja y, in z, := x —y, pravo-
kotna, je

n n
15112 = Iyl + 20l = Iyl =3 lakeal® = 3 fanl?
k=1 k=1

V limiti, n — oo je leva stran $e vedno kvedjemu vedja od desne, tj. [|x||* > D07, |aw|?
]

Posebno ugodno je, ¢e bi dobili enacaj za vsak vektor x. Kot nam kaze prejsnji zgled,
tedaj ortonormiranemu sistemu S ne manjka noben vektor, oz. ga ne moremo ve¢ razsiriti
do Se veCjega ortonormiranega sistema. Zato je smiselna tale definicija:



Definicija 7. Mnozica S = {ej,...,e,,...} C X paroma pravokotnih, normiranih vek-
torjev je kompleten ortonormiran sistem (ali: K.O.N.S.), ¢e velja Parsevalova identiteta

[ee]
x> = 1(x e
k=1

za vsak vektor x € X

Opomba 8. Kot vidimo iz dokaza prejsnje posledice tedaj [|x — yp|[* = [|z,]|* limitira

proti 0, ko n — oo. Malce drugace povedano: lim, .. (x,e;)er = lim, .y, = x. Se
krajse:

Z(x, er) er = X

00
k=1

Naloga 9. Kaj tocno pomeni, da zaporedje vektorjev y, limitira proti vektorju x?

Resitev. Na kratko to pomeni, da za vsak € > 0 lahko najdemo tako stevilo IV, da za vsak
indeks n > N velja
[yn —x[| <&

Oglejmo si dva malce daljsa, a toliko bolj pomembna zgleda.

Zgled 10. Bodi X := OC[—m, 7| mnozica vseh odsekoma zveznih realnih funkcij, definira-
nih na intervalu [—7, 7]. Torej f € X, ¢e (i) je definirana na [—m, 7], in (ii) f : [-7, 7] = R
zvezna povsod, z morebitno izjemo kon¢no mnogo tock, kjer pa naj ima levo in desno li-
mito.

IRV NIV

Slika 2: LEVA FUNKCLIA ni odsekoma zvezna, SAJ NIMA LEVE NITI DESNE LIMITE PRI z = 0. DESNA
PA JE ODSEKOMA ZVEZNA.

Mnozica X je vektorski prostor za obicajno seStevanje in skalarno mnozenje funkcij
(torej, (f +g) 1t — f(t)+g(t) in (Af) : t — X- f(t)). Kako bi v X uvedli kakSen zanimiv
skalarni produkt? Poskusimo takole: Za odsekoma zvezni funkciji f, g € X definirajmo

()= [ g0 e
Naloga 11. Preveri, da ima tako definiran predpis vse lastnosti skalarnega produkta, z
izjemo zadngje: Lahko se zgodi, da je (f, f) =0, a kljub temu f ni nicelna funkcija. Nasvet:
Poizkusi s funkcijo f(t) := 1—|sign(t)|, ki je povsod enaka nic, z edino izjemo f(0) = 1.
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1-1Signft]]

Slika 3: GRAF ,,PROBLEMATICNE® FUNKCIJE

Problemu, ki je nakazan v prejSnji nalogi se izognemo takole: Rekli bomo, da dve
odsekoma, zvezni funkciji predstavljata isti vektor, ¢e se funkciji razlikujeta kvecjemu v
kon¢no mnogo toc¢kah. Tako npr. f(t) := 1 — |sign(t)| in ¢g(t) := 0 predstavljata isti, v
tem primeru nicelni, vektor. Nekaj podobnega Ze dolgo po¢nemo z ulomki: Dva ulomka
lahko predstavljata isto racionalno Stevilo.

Ce torej ne lo¢imo med funkcijami, ki se razlikujejo le v konéno mnogo tockah, pa je
zgoraj definirana preslikava res skalarni produkt.

Naloga 12. Pokazi, da za odsekoma zvezno funkcijo f : [—m,m] — R wvelja: Ce je
[T f(t)?dt = 0, predstavlja f(t) nicelni vektor (tj. f(t) = 0, razen morebiti v konéno
mmnogo tockah)!

Kako bi dobili kaksen ortonormiran sistem? Definirajmo funkcije

eolt) = ——
T | 2)
ealt) = SO ey SED s

NLS NG
Naloga 13. Pokazi, da te funkcije sestaviljajo ortonormairan sistem v prostoru X.

Kot zgled pokazimo zgolj pravokotnost e, (t) in e,,(t), kjer n,m > 1. Najprej naj bo
n # m.

™ cos(nt) cos(mt) 1/”
€ny Cm) = dt = — cos(nt) cos(mt
enen) = [ e (nt) cos(rmt)
_ / cos(n t;—cos(nij)t gt

sin(n — m)t sin(n + m)t

27(n —m) ‘t——“ 27 (n 4+ m) ‘t:—”: 0+0=0,

kjer smo upostevali, da je sin0 = 0 = sin(+7) = sin(£27) =
Kolika pa je norma e, (t)?

lew®I? = (enlt), ea(t) = / cos(nt)” 4y / cosnt) +1 )y

T 2T

—Tr —T

8



Ortonormiranemu sistemu {eq(t), e1(t), e1(t), ea(t), €5(t), . .. } bomo posvetili celoten nasle-
dnji razdelek. Pokazali bomo, da je K.O.N.S. Ker ga sestavljajo trigonometrijske funkcije,
mu vcasih recemo tudi trigonometrijski kompleten ortonormiran sistem.

Zgled 14. Oglejmo si Se en zgled ortonormiranega sistema. To pot za X vzemimo prostor
odsekoma zveznih funkcij na intervalu [—1, 1]. Za odsekoma zvezni funkeiji f, g : [—1,1] —

R definirajmo

)= | e ®)

Kot prej je tudi tokrat to skalarni produkt, ¢e ne lo¢imo med funkcijami, ki se razlikujejo
kvec¢jemu v kon¢no mnogo tockah. Ker pa smo v integralu produkt funkcij pomnozili Se
z w(t) :=1/+/1 —t2, véasih to dodatno pojasnimo, in re¢emo, da je (B]) skalarni produkt
z utezjo w(t).

Naloga 15. PokaZi, da je skalarni produkt z uteZjo (3) dobro definiran, tj. pokaZi, da
w2limitirant integral konvergira.

Tukaj pa funkcije e, (t) := cos(narccost); (n = 0,1,...) sestavljajo ortogonalen sis-
tem. Namre¢, za n # m je

() = /1 cos(m arc cos t) cos(n arc cost)

1 Vi

kjer smo uvedli substitucijo arc cost := x (ter s tem dt/v/1 — > = dz). Vrednost zadnjega
integrala je 0, kot se lahko hitro preprica vsak sam.

0
dt = —/ COS X COS N,
™

Opomba 16. Funkcije e,,(t) se imenujejo tudi polinomsi C’eby§eva. Dejansko so res poli-
nomi, saj ustrezajo triclenski rekurzivni enacbi

60(t> =1
6n+1(t) + €n_1(t) = 2t6n(t)
Imajo zanimivo lastnost, da se med vsemi polinomi stopnje n ravno C,(t) := 2'7"e,(t) naj-
manj oddalji od abscise na intervalu [—1, 1]. Malce bolj precizno: Za vsak polinom p,(t)
stopnje n Stevilo maxc(—1,1) [pn(t)| pove, koliko se je oddaljil od abscise. In to Stevilo je

najmanj$e ravno za ,modificirane* CebySeve polinome 2'~" cos(n arc cost).
Zaradi te lastnosti se precej uporabljajo v aproksimacijah.

Naloga 17. Preveri triclensko rekurzijo. Nasvet: cos(n+1)x = cosx cos(nx)—sin z sin nx.
Naloga 18. Pokazi, da so funkcije eo(t) :== 1/v/2, ex(t) := cos(knt) in é,(t) := sin(knt)

ortonormiran sistem na intervalu [—1,1] glede na skalarni produkt

(f,q) = / Ftg(e)d (4)



Naloga 19. Legendrove polinome definiramo s predpisom

Poa) : 1 d

= — (2= 1)
2nn! da™ (@ )

Pokazi, da so tudi Legendrovi polinomi paroma ortogonalni na [—1,1] glede na skalarni
produkt ().

Resitev. Za m < n imamo
1
Il (P (2), Pa(z)) = / (2 — ™)™ (2 — 1)) do

I G O R (RO R

r=—1 1

per p:a‘r‘oes ((J:2 — 1)m>(m) ((3:2 _ 1)TL) (n—=1)

Izintegrirani del je ni¢. Namre¢ funkcija (2 — 1) ima ni¢lo stopnje n pri = £1. Ce jo
n—1 odvajamo, ima $e vedno niclo (stopnje ena) pri z = £1. Torej ((552—1)”)(”_1) ‘x:ﬂ:
0.

Ostane nam torej

1

O (P (1), Po()) = — /_ 1((352 — )M (@ = 1) Y da

Odvajajmo per partes e naprej, u = (2% — 1)m)(m+1) in dv = ((1’2 — 1)")(n_1) dx. Izinte-
grirani del je ni¢, zaradi istega razloga kot prej. Po m nadaljnih korakih nam ostane

2l By (), Po(2)) = — /_ (- 1)) "D (22— 1)) D) g

Toda ((2? — l)m)(m+m+1) = 0, saj polinom (22 — 1)™ stopnje 2m odvajamo 2m + 1-krat.

Kako je mozno, da smo dobili v istem skalarnem produktu dva popolnoma razli¢na
ortogonalna sistema? To ni dejansko ni¢ novega. Na primer v prostoru X = R? imamo
nekaj podobnega: sistem vektorjev {e; := (1,0),e5 := (0,1)} je ortogonalen. Ampak isto
velja tudi za sistem {x; := (1,1),x9 := (=1,1)}.

2.2 Trigonometrijska Fourierova vrsta

V tem razdelku bomo pod drobnogled vzeli prostor iz Zgleda [I0], torej prostor odsekoma
zveznih, realnih funkcij na [—m, 7]. Pokazali smo Ze, da je trigonometrijski sistem (2])
ortonormiran. Ob koncu tega razdelka bomo pokazali, da je tudi poln; da torej velja
Parsevalova identiteta.

Izkazalo se bo za koristno, ¢e bomo poleg odsekoma zvezne funkcije f : [~m, 7] — R
opazovali tudi njeno periodi¢no nadaljevanje f : R — R; torej je f|i_rx)@ = f(t) in

ft+2m) = f(b).

10



[ty in frt

LSS L

Slika 4: FunkcuA f : [-m @] — R; f(t) := t, IN NJENO PERIODICNO NADALJEVANJE f R — R.
ZARADI f(—m) # f(m) MORAMO NAJPREJ f V TOCKI x = 7 REDEFINIRATI Z f(w) := f(—m) (V
NASPROTNEM f NIMA PERIODICNEGA NADALJEVANJA!). REDEFINIRANA FUNKCIJA SE VEDNO
PREDSTAVLJA ISTI VEKTOR KOT PRVOTNA.

Naj bo f: R — R; f(z +27) = f(z) odsekoma zvezna, perioditna funkcija (torej je
periodi¢no nadaljevanje odsekoma zvezne funkcije f : [—m, 7| — R). Definirajmo Stevila

Qo :: ) ﬂ_ 27T/ f

/ f(t) cos(kt) d (k € N\{0}) (5)

13

ar ‘=

ﬂlw

b= (F i) =1 [ Fosmnar ke n\0),

ki jih bomo imenovali Fourierovi koeficienti funkcije f. Iz teh $tevil oblikujmo zaporedje
delnih vsot

Sp(x) == ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx).
k=1

Kdaj zaporedje s,(z) konvergira proti f(z)? Pri katerih argumentih z?

Izrek 20. Ce je f zvezna v tockt x = xg, in ima v tej tocks tudi levi ter desni odvod, je

f(xo) = lim s,(20) = ag + Z ay, cos(kxg) + by sin(kxg)
k=1

Opomba 21. Ce funkcija f ni zvezna v r = xop, ima pa levi in desni posploseni odvod, se
da pokazati, da

flz=0)+ f(z+0)

ag + Z ay, cos(kx) + by sin(kx) = 5

k=1

Opomba 22. Vsoto ag+> 5, ay, cos(kx)+by, sin(kx) imenujemo Fourierova vrsta funkcije f.

Pred dokazom si oglejmo Se kakSen zgled:

11



Zgled 23. Razvijmo periodi¢no nadaljevanje funkcije f(¢) := t v Fourierovo vrsto na
intervalu [—m, 7].
Najprej je

1 ™
ap = —/ t cos(kt) dt.

™ —T

Toda integrand je liha funkcija na simetricnem intervalu, torej ay = 0. Iz istega razloga
dobimo tudi ¢y = 0. Ra¢unamo moramo le Se by:

b — 1 /’T tin(kt) df v S 1(8111(]%) B tcos(k:t)) m  2sin(km) — 2km cos(kT)

T ). T\ k2 k t=—m k*m
Upostevajmo, da je sinm = 0 = sin(27), . .., oziroma
sin(km) = 0,
ter da je cosm = (—1), cos(2w) = 1, cos(3m) = —1..., oziroma:

cos(km) = (—1)*,

2(=1)k+!
k

pa se enacba za by polepSa v by, = . Fourierova vrsta za f(t) =t je torej

3 2(%)“ sin(kt) (6)

k=1

Kdaj konvergira proti f(t)? Izrek pravi da za tiste argumente ¢t = tg, je funkcija f(@t)
zvezna, in ima levi in desni odvod. Toda f(¢) je zvezna (celo odvedljival) povsod, z izjemo
tock {&m, £3m, £57,...} kjer ima skoke (prim. sliko 22]) Torej vrsta (@) konvergira
proti f(t) za vsak t, razen za t = +7, 37, +57, . ...

Kdaj pa () konvergira proti f(¢) = t? Prav gotovo ne izven intervala [—7, 7], kajti tam
kvec¢jemu konvergira proti periodi¢nemu nadaljevanju f funkcije f. Na intervalu (—m, )
pa se fin f(t) =t ujemata. Torej

> _ 1\k+1
t= Z % sin(kt),
k=1

in enacaj velja za vsak ¢t € (—m, ), ter nikjer drugje!

Naloga 24. Vstavi t := /4 in izpelji Leibnizevo vsoto

12



k k
k=1 k=1
3 3
2 2
1 1
2 4 1 2 3 3 -2 1 1 2 3
-2 -2
-3 -3

Slika 5: PRVIH DESET DELNIH VSOT FOURIEROVE VRSTE ZA FUNKCLIO f(t) =t
13



Pri dokazu tega izreka nam bo v pomoc¢ tale zanimiva lema:

Lema 25 (Riemann). Ce je f - la,b] — R odsekoma zvezna, je
b b

lim [ f(t)sin(pt)dt =0= lim [ f(t)cos(pt)dt.
a p—0o0 a

p—00

Graficni "dokaz". Zelo preprosto je vsebino leme razumeti geometrijsko:

frt Cos[t]f ]t Cos[2t ] f [t
[ i [ ]2[ ] [ ]2 [t ]
1.5 .5 1.5
1 1 1
0.5 .5 0.5
32(15 1 } -5 '7'2—'&.5 I~
-1 -1 -1
-1.5 -1.5 -1.5
-2 -2 -2
Cos[3t]2f [t] COS[4t]2f [t] Cos[5t]2f [t]
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
} -5 } -5 ; -5
-1 1 -1
-1.5 .5 -1.5
-2 -2 -2
Cos[6t]2f [t Cos[?t]zf [t Cos[20t£f[t]
1.5 1.5 1.5
0 4 X 0.4
} -5 -5 } -5
1 1 -1
.5 .5 -1.5
-2 -2 -2
Cos[SOt%f[t] Oos[lOOtz]f[t] Cos[ZOOtZ]f[t]
1.5 1.5 1.5
1 1 1
0.5 0.5 0.5
} -5 -5 ) -5
1 1 1
.5 .5 .5
-2 2 -2

Slika 6: GRAFICNI ,DOKAZ* RIEMANNOVE LEME. INTEGRAL FUNKCIJE f(t) cospt JE PREDZNACENA
PLOSCINA. NA VSAKI OD SLIK JE Z RDECO PRIKAZANA POZITIVNO PREDZNACENA PLOSCINA, Z MODRO

i} s . b =
PA NEGATIVNO PREDZNACENA. OBE PLOSCINI SESTEJEMO, PA DOBIMO [ f(t)cos(pt)dt. CE SE p
VECA, SE OBE PLOSCINI SESTEJETA V 0, KOT SMO TUDI TRDILI.

0
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Graficni ,dokaz” seveda Se ni pravi dokaz.
Naloga 26. Poskusi napisati korekten dokaz.

Resitev. Dokazali bomo le prvo enakost, saj je druga zelo podobna.
Dokaz je preprost, ¢e je f(t) = ¢ = const. Namre¢, tedaj je

/ f(t)sin(pt) dt = C/ sin(pt) dt = CCOS(CLP) ; COS(bp).

Stevec na desni strani je omejen: |cos(ap) — cos(bp)| < 2, torej z p — oo ulomek res
limitira proti 0.

Dokaz je Se vedno preprost, ¢e je f stopnicasta funkcija. S tem mislimo, da interval
la, b] razpade na kon¢no mnogo podintervalov [a,b] = [z, x1] U [x1, 22] U -+ U [Xh_1, Tp),
in je na vsakem od teh podintervalov f|, , .,)(t) = ¢; = const konstanta.

2
|
1t |
|
‘ ‘ ‘ | ‘
-3 -2 -1 1 ¢, 2
‘ —
L Cz 4
|
Ci | ol

Slika 7: STOPNICASTA FUNKCIJA NA [—3,2]
. b b .
Namrec, fa = f;l +f;12 +--+ fxn,ﬁ torej

b T T2 b
/ f(t)sin(pt) dt = ¢4 / sin(pt) dt + ¢ / sin(pt)dt + - - - + ¢, / sin(pt) dt.

x] Tn—1

Po zgornjem razmisleku vsak posamezni sumand konvergira proti 0 ko gre p — oo.

Denimo sedaj, da je f : [a,b] — R zvezna. Tedaj je na zaprtem, omejenem intervalu
[a, b] tudi enakomerno zvezna. Ce torej poljubno izberemo £ > 0, lahko najdemo tak 6 > 0,
daje [f(z) — f(y)| < 355, cejele |[v —y| <4, in z,y € [a,b].

Sedaj pa interval [a, b] razdelimo na konéno mnogo podintervalov,

[CL, b] = [l’o,xl] J---u [In_l, l’n],
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vsak naj ima $irino najve¢ 0. Bodi Se St.(t) stopnicasta funkcija, tj. konstantna na vsakem
od teh podintervalov; definirajmo jo z zahtevo St.(t) := f(x;) = const, ¢e t € [v;-1, 2],
Ce tudi y lezi na tem podintervalcku, je |x; — y| < J, in torej tudi

St(y) — f(w)] = |f(z:) = F(W)] < 35

Toda to oceno lahko naredimo za vsak y € [a, b]. Se pravi, da se nasSa stopnicasta funkcija
zelo malo razlikuje od f(t). Torej je

[
[
[
[
‘ | ‘ ‘
1.5 2 2.5 3

Slika 8: APROKSIMACIJA ZVEZNE FUNKCLJE f S STOPNICASTO FUNKCIJO St.

a

b b b
/ f(t) sin(pt) dt‘ < / |f(t) — Sto(t)| - | sin(pt)| dt + / Ste(t) sin(pt) dt'

b
§/ﬁdt+

Prvi sumand je manjsi od € ne glede na to kaksen je p. Za drugi sumand pa Ze vemo od
zgoraj, da gre proti nic¢, ko p — oo.

/ b St. (¢) sin(pt) dt' .

a

Nazadnje, ¢e je f odsekoma zvezna, interval [a, b] razdelimo na podintervale kjer pa f
je zvezna, in na vsakem od njih ponovimo zgornje argumente.

Lema 27. Za vsako realno stevilo o, ki ni veckratnik 2w, velja enakost:

1 < sin((n + 3)«)
5 + ;COS(I{?Q) = W

Dokaz. Najprej upostevajmo, da je sinycosx = 1/2(sin(z +y) —sin(x —y)). Z zaporedno
uporabo dobimo

e Ll 3a . Yo o
31n§(cosoz+c032a—|—~-~+cos(na))—5((31117—sm§)+(sm7—sm7)+...

o (sin((n 4 $)a) — sin((n — $)a))
— %(sin((n + 3)a) — sin %)

Delimo s sin § na obeh straneh, pristejmo %, pa dobimo iskan rezultat. O

16



Lema 28. Za vsak fiksen x = xq velja

o 1" g2 gy [ oy 20 29

ds. 7
o 2sin 3 s 2sin 3 ° 0
Ce oba integrala sestejemo, dobimo tudi
x flxo) | flzg) 1 /ﬂ s sin((n+ 3)s)
= = — <~ 2 ds.
flao) = 52+ = 2 [ = ds )

Dokaz. Stevilo f(xy) lahko izpostavimo (tj. ,nesemo ven®) iz obeh integralov. Po prejsnji
sin((n+3)s
lemi sta integranda enaka g¢(s) := sin((n+3)s)

OrTe ) — 1/2 + 5 ,_, cos(ks). Pri integriranju
2
po s € [—m,0] se vsi ¢leni izni¢ijo, le prvi prinese %f_oﬂ 4 1

7r/_0 (1/2+§:COSU€5)> dS:%/_O 1/2ds+zn:%/_0 cos(ks) ds
:1/2+i

T k
k=1

0

=1/2+) 0=1/2,
= k=1

(podobno velja za integracijo po s € [0,7]). Sedaj Se vse skupaj pomnozimo s stevilom f(xo),
pa imamo lemo dokazano.

1 sin(ks)

U
Lema 29. Denimo, da je F(t+27) = F(t) periodiéna, odsekoma zvezna funkcija. Tedaj je

/_: F(t) dt = /W F(t)ydt; (v €R).

—T

Dokaz. Odvajajmo funkcijo

Glz) : /_:F(t)dt:/o F(t)dt+/oﬂ_wF(t)dt

=X

- /0 Ry + /0 ") a

pa dobimo G'(z) = —F(—W—z)-WjLF(W—:B)-W = F(—
F(—m—2)— F(r — 2z —2m) = 0. Torej je G(x) = const = G(0)

17



Dokaz izreka. Funkcijo s, (o) zapisimo ,na dolgo:“

=ay =by,
N

=ap
A\ " Py -

= % / W %f (t)dt + % ]; /_ ﬂ F(t) cos(kao) cos(kt) dt + _7; F(t) sin(kxo) sin(kt) dt

—COb(k}(t z0))

= % /_:(1 + ; cos(kxo) cos(kt) + sin(kxo) sm(kt))f(t) dt
-G+ gcosu«(t —a))iwa-1 [ Sm(“;;fl%j ) foyat (9)

kjer smo v (9) upostevali lemo Po substituciji ¢ := s + xo nam integral preide v

Sn(20) = 1 /ﬂ_xo wﬂs + x0) ds

T 2sin§

Toda integrand je periodi¢na funkcija s periodo 2w. Torej lahko zamenjamo interval
[—7 — zg, ™ — 20| z intervalom [—7, 7]. Dobimo:

Sn(T0) = %/W wf(s + x¢) ds.

: S
QSm2

—T—x0

—Tr

Pridenimo 8e enacbo (8) iz leme 28 pa dobimo

s (20) — Flzo) = %/W S+ 3)8) £o 4o ds — %/_ﬂ sin((n+9)3) 7. as (10)

S S
- 2sin 3 2sin 3

[ S0 4 3)9) (s + o) — Fan)) ds

251n§

/‘fs+% — fl=o)

. gi 1 .
Yein g sin((n + 3)s) ds;

=F(s)

Funkcija F'(s) je na videz problematina pri s = 0. Vendar pa prvi faktor pri s / 0
konvergira proti f’(zo — 0) (levemu odvodu funkcije f v tocki 20) in konvergira pri s \,
0 proti desnemu odvodu, f'(zo 4+ 0). Pri drugem faktorju sta ustrezni limiti enaki 1.
Torej je F(s) odsekoma zvezna funkcija na [—m, 7], in po Riemannovi lemi desna stran z
naraScajo¢im n konvergira proti 0. ]

Naloga 30. Denimo, da funkcija f ni zvezna v x = g, ima pa tu levi in desni posplosent
odvod. Pokazi, da teday

flz—0)+ f(z+0)
: .

ap + Z ar cos(kx) + by sin(kx) =

k=1

Nasvet: v (10) integral razbij na f?ﬂ c.ods+ foﬂ ... ds, in nato namesto enacbe (8) uporabi raje ({4).
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Gornji izrek pove, da za odvedljive funkcije (za katere je se f(z + 27) = f(z)) enacaj
velja pri vsakem argumentu. Se posebej lepo bi bilo, ako bi vrsta na desni konvergirala npr.
enakomerno in absolutno. To velja vsaj v primeru, ko je f odsekoma zvezno odvedljiva.
S tem imamo v mislih funkcijo, ki je zvezna povsod, odvedljiva pa tudi povsod, razen v
konéno mnogo tockah osnovnega intervala [—7, 7], kjer pa ima levi in desni odvod; poleg
tega pa zahtevamo tudi, da je f'(x) odsekoma zvezna.

Izrek 31. Ceje f : R — R, f(z 4 2n) = f(z) odsekoma zvezno odvedljiva funkcija,
Fourierova vrsta ag + Y _pe, ax cos(kx) + by sin(kx) konvergira proti f(z) enakomerno in
absolutno.

Dokaz. Razvijmo f'(x) po ortogonalnem sistemu % = Cosﬂﬂ, \/—’i = w Dobimo

ey = L / ") cos(kE) di e S F (1) COS( / F(t)sin(kt) d
f ™ J)_x t=—m
-, —sin(kt) |~
Bk = <f \/_kf f Sln kt) dt per partes f(t) - f COS kt) d
m t=—m

Zaradi f(—m) = f(r) se prva sumanda izni¢ita in enacbi polepSata v

= ; /_ : fsin(kt)dt = |kb
= %’f /_ 7; f(t)cos(ktydt = [—kay

Sklepamo, da je

Z‘akcos (kz) + by sin(kz)| Z|&k|+|bk ‘ ‘—I—’
k=1
 (1Bil? ) <|Ak|2 ) 2 2,
< — A B 11
S L) (4 ) S S e
do (11) smo prisli upostevajo¢ neenakost 2a3 < o+ 3, pri § := . Drugi sumand v (11)

lahko ocenimo z Besselovo neenacbo: > oo | |Ax|? + | Bl = > e 1} f’ L) } +[( f’ ek ‘ _
DY ' ex) } +( (f', éx) } < %||f’||2 Torej je

> N B e — 1 :
Z}akcos(k:x) + by sin(kz)| < Z = 5; |Ag)® + | By|? < ;k_ 7THf/H2 < 00.

k=1 k=1

Ocena na desni je neodvisna od x. Torej vrsta konvergira absolutno; po Weirstrafovem
kriteriju pa tudi enakomerno. O



Opomba 32. Ce je f: R — R, flz+2n) = f(2) dvakrat zvezno odvedljiva, lahko gornjo
proceduro uporabimo na f’. Torej Fourierova vrsta za f’ konvergira enakomerno. Todi
njene koeficiente smo ze izpeljali v dokazu prej$njega izreka:

= Z Ay, cos(kt) + By sin(kt),

k=1

kjer A, = kby, By, = —kay,, in so ag, b, Fourierovi koeficienti funkcije f(t), tj

f(t) = a0+ ay cos(kt) + by sin(kt). (12)

k=1

Po drugi strani: Ce formalno odvajamo (I2), pa dobimo ravno (enakomerno konvergentno)
vrsto za f'(t).

To pomembno ugotovitev zapisimo kot posledico.

Posledica 33. Ce je f dvakrat zvezno odvedljiva funkcija, velja enacaj f(a?) = ap +
> r ag cos(kx) + b, sin(kx) povsod. Poleg tega lahko Fourierovo vrsto ¢lenoma odvajamo
in dobljena vrsta enakomerno konvergira proti f'(x).

Zgled 34. Fourierovo vrsto za f(t) :=t smo ze izpeljali:
0 2(_1)k+1

t= —————sin(kt).

; - (kt)

Toda te vrste ne moremo ¢lenoma odvajati, saj dobljena vrsta

Dla sin(kt)) ZQ 1) cos(kt)

E:I&

>

k=1
sploh ne konvergira. Namre¢, njeni ¢leni, uy,(t) := 2(—1)*"! cos(kt) ne limitirajo proti ni¢.

Seveda se tukaj ne moremo sklicati na gornjo opombo, kajti periodi¢no nadaljevanje, f
ni zvezno (prim. sliko [22]), kaj Sele, da bi bilo dvakrat zvezno odvedljivo!

VNN sin(kt)

Posledica 35. Vektorji (tj. funkcije) eq : t \/%, ep e
so K.O.N.S. (=kompleten ortonormiran sistem) v prostoru odsekoma zveznih funkcij na
intervalu [—m, 7|. Velja naslednja ,,Parsevalova identiteta”

coskt) tor & 1t
s

- 1, - 1 ["
ool + 3 + I = NFIP = [ IFOP e

k=1 -

kjer so ay, by Stevila iz (3).
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Delni dokaz. Naj bo f: [—m,71] = R, f(—=) = f(n) odsekoma zvezno odvedljiva. Lahko
jo periodi¢no nadaljujemo, da bo definirana na R, in bo veljalo f(:v +2m) = f( ). Po
prejSnjem izreku vrsta

Sn(x) == ag + Z ay cos(kx) + by sin(kx)

k=1

= V2mag eo(t) —I—\/_Zakek ) + br (1) (13)

konvergira enakomerno proti f(x). Ce torej predpigemo £ > 0, je
/() — sn(z)| <eVzeRinVn> N.. (14)
Upostevaje neenacbo Cauchy—Schwarz-Bunjakowskega, imamo
(£, 1) = (snssn) = (F = smysn) + (F F = sn) < IF = sull - lsull + 171 1f = sl
<\ =sull - (s = FI+ D)+ 1F1- 1 = sl
Zaradi (14) je

m m

Hj?—an2 = <f—sn,f—sn>:/ |f(t)—sn(t)\2dt§/ g2 dt = 2me?.

—T —T

Torej velja

[(f. f) = (50 80)| < V2me2(V2me? + 2| I])

pri vsakem dovolj velikem n € N. Ker pa je s, vsota ortonormiranih vektorjev eg, e, €z,
sledi iz ([[3]) in po Pitagorovem izreku

n
(s 50) = llsnl* = 2laof? +7 3 lax]? + o,
k=1

odkoder konc¢éno dobimo

<f> f) — (Sn» 5n)

— 1712 = (2rlaol? + 7 > lawl® + owl?) | < V2re2(Vame? + 2| ).
k=1

Neenakost velja tudi v limiti, n — oo; ker pa je lahko £ > 0 poljubno majhen, je dejansko
leva stran v limiti n — oo enaka ni¢. Po deljenju s 7 res dobimo iskano:

™

- L, - 1 ["
2aol + 3l + I = NFIP = [ 1F0
k=1 -

21



Zgled 36. Se enkrat se spomnimo na Fourierovo vrsto za funkcijo f(t) := t. Tore]

f)y=>.2, 2(_1k)k+1 sin(kt). Tukaj je ap = 0 in by = 2(_2“1. Po ,Parsevalovi identiteti“
pa dobimo
I
L[ pame =3
k=1 k=1
oziroma: Lﬁ et % Delimo z 4 in smo ze pri Eulerjevi vsoti:
r 2
k26

k=1

2.3 Zaklju¢ne pripombe
2.3.1 Kompleksen zapis

Posebno lepo tece zgodba, ¢e v Fourierovi vrsti koeficienta a;, in by zdruzimo v eno samo,
kompleksno §tevilo 2z, := a + iby; kjer i = /—1. Da ta ideja ni iz trte izvita nam
sugerira Eulerjeva formula cos(kt) + isin(kt) = e**. Po definiciji je kompleksno §tevilo 2,
za indekse & > 1 enako

2 = ag + ity = % / " R (1) cos(kt) di + z% / " () sin(kt) d

Nadaljnji korak bomo utemeljili v naslednjem poglavju, ko bomo definirali integral funkcije
f :[a,b] — C z vrednostmi v kompleksnih Stevilih. Namre¢ iz definicije @7, Se bolj pa iz
trditve 51, lahko kompleksno $tevilo i = v/—1 nesemo znotraj integrala. Zaenkrat ¢isto
formalno, vendar z ustreznimi utemeljitvami v naslednjem poglavju je torej

2, = ay + by = %/W f(t) cos(kt) dt + % /7r if(t)sin(kt) dt
= %/ﬂ f(t)(cos(kt) + isin(kt)) dt
_1 ﬂf@émﬁ

™

Formula nam omogoc¢a kompaktnejsi zapis koeficientov.
Tudi Fourierovo vrsto lahko zapiSemo bolj pregledno:

f(z) =ag+ Z ay, cos(kx) + by sin(kx)

~ g+ kio: (ax —iby) (cos(kx) + isin(kx)) —;— (ay + iby) (cos(kx) — isin(kz))

_a0+§ R k zk:c k —zkx — ‘l‘ E Z] —7,]:c_|_§ Zk —zkx —

j=—00
00

2k s
— E ZEe zk:c’
2

k=—00
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kjer je zop = 2ag +i0 = &= [ f(t) cos(0t) dt + i< [T f(t)sin(0t) dt = = [T f(t)e"* dt, in je
poleg tega z_, = = [ f(t)e ™" dt = a — iby.

Ne pozabimo, da enacaj ne velja nujno pri vsakem x! Vendar prav gotovo imamo
enacaj vsaj tam, kjer je f zvezna in ima levi/desni odvod.

Naloga 37. S kompleksnim zapisom zapisi Fourierovo vrsto za funkcijo f(t) := t na
intervalu [—m, 7.

Regitev. To funkcijo smo ze razvijali, prim. Zgled 23l V kompleksnem postopamo takole:

1" : I
2e=— [ f(t)e*dt =~ / te'™ dt
o T™J

™
ltezkt - 1 /7‘(’ eikt 7.{.ekm' _ (_ﬂ_)e—km' eikt .

T ik

ik ki m(ik)?

t=—m ™ J_r t=—m

po pravilu per partes (u = t, dv = e™* dt). Ker je k € Z je funkcija e* = cos(kt)+i sin(kt)

periodi¢na s periodo 2m. Torej je e = 77 in stem je zadnji sumand ni¢eln. Ostane le
Se zp, = ekmjgfkm = 26;;“ = 2(;;) Pri £ = 0 moramo integrirati 2y = f tdt = 0. Torej
o0 —1 k —ikt o0 k —ikt
% i (—1)ke (—1)¥e
t= —e = — + 0+ —
25 > ik >
k=—o00 k=—00 k=1

Kot Ze vemo, enacaj velja za t € (—m, 7).

2.3.2 Razvoj na drugih intervalih

V Fourierovo vrsto lahko razvijamo tudi funkcije, katerih perioda je razlicna od 2.

Naloga 38. Denimo, da je f : [—d,d] — R. Uvedi novo funkcijo f, : [—m, 7] — R,
definirano z fr : t — f(5y) in jo razvij v Fourierovo vrsto. S ponovno substitucijo
y +— Zx dobis formulo

f(@) = fx(y )—a0+Zakcos’“ﬂ+bk3nkﬂ
k=1

kjer

d
:id/_df(t)dt

1 [
a;:—/ f(t) cos E2t dt; k>1

/ f(t) smm k>1.

S to formula dobi§ razvoj periodi¢nih funkcij s periodo 2d. Identi¢na formula velja
tudi za funkcije, definirane na [0, 2d].
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2.3.3 Razvoj sodih/lihih funkcij

Funkcija f je soda, ¢e f(—t) = f(t) za vsak t. Liha pa je, Ce f(—t) = —f(t) za vsak t.
Pri takih funkcijah je potrebno v Fourierovi vrsti opraviti le polovico dela.

Naloga 39. Denimo, da je periodicna funkcija f soda. Pokazi, da so b, = 0. Torej za
sode funkcije na [—m, | velja razvoj

f(t) =ao+ Zak cos kt

k=1

Naloga 40. Denimo, da je periodicna funkcija f liha. Pokazi, da so a; = 0. Torej za
lihe funkcije na [—m, 7| velja razvoj

= Z by, sin kt
k=1

2.3.4 Enoli¢nost razvoja

Podobno kot Taylorjeva vrsta tudi pri Fourierovi velja, da so koeficienti ay, by enoli¢ni.
Naloga 41. Denimo, da za vsak t velja
ag + Z ay cos(kt) + by sin(kt) = ao + Z ay, cos(kt) + by sin(kt),
k=1 k=1

in da obe vrsti konvergirata enakomerno. PokaZi, da je ar = ay in by = bg.

Nasvet: odstej ju, da dobis
(ap — ag) + Z (ar — ag) cos(kt) + (b — I;k) sin(kt) =
k=1

Nato pomnozis z cos(it) Dobljena vrsta Se vedno konvergira enakomerno, torej jo lahko ¢lenoma integriras
na [—m, 7). Na desni dobi§ 0. Na levi pa se integrali se iznicijo z izjemo [ (a; — @;) cos?(it) dt. Odkoder
a; —a; =0.

S pomodjo Lesbegueovega integrala in teorije Hilbertovih prostorov (Besselova neena-
kost) bi lahko pokazali, da isti sklep velja ¢etudi vrsti ne konvergirata enakomerno. Dovolj
je, da npr. > |a;|? + |5i]* < 0.

2.3.5 Se nekaj nalog

Naloga 42. Bodi o # 0,+1,£2,... realno Stevilo, ki ni celo. Poiséu Fourierovo vrsto za
funkcijo f(x) := cos(ax) na intervalu [—m, .
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Slika 9: NA LEVI JE GRAF FUNKCIJE cosaz. NA DESNI PA JE NJENO PERIODICNO NADALJEVANJE,
S PERIODO 27 OZNACENO 7 RDECO. KER JE [ ZVEZNA, IN f(—m) = f(m), JE TUDI PERIODICNO
NADALJEVANJE ZVEZNO.

Resitev. Funkcija je soda, torej by = 0. Dalje, za k > 0,

ar = / f(x) cos(kx) d / cos(ax) cos(kx) dx

/’T cos(a — k) + cos(a + k)x 1 ssin(a—k)z  sin(a+k)z\|*
= — dr = —( + )
I - 2 2m a—k a+k T=—m
_ 20 sin(om) cos(k)
— k2
sin(a)
= — f )dx = cos(ax) dx = :
am
Torej je
[e.e] . 2 . [e o]
f(z) = cos(ax) = ag + ;ak cos(kz) = smo(;rwr) + a812(a7r) 2 Z;S(_kzg os(kx)
_ sin(ar) (l _ 2acosz N 2cccos(2x)  2acos(3x) T 20(—1)* cos(kx) - )
ar \a a?—12 a? — 22 a? —32 a? — k?

(15)
Na intervalu [—m, 7| je funkcija f zvezna, f(—m) = f(m), in v vsaki tocki ima levi oz.
desni odvod. Torej po izreku R0l enacaj v gornji vrsti velja za vsak x € [—m, 7].

Naloga 43. V prejsnjo nalogo vstavi x = 7 in s pomocjo dobljenega rezultata preveri
naslednji razcep funkcije cotangens na parcialne ulomke

I 2 2c0 2c
WCtg(O&ﬂ')—a—a2_12+a2_22+"'+m+...

Resitev. V (&) enacaj velja za vsak = € [—m,7]. Torej tudi pri = . Vstavimo, in
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dobimo, ob upostevanju, da je cos(km) = (—1)*

sin(far) /1 2a(=1)  2a(-1)? 2a(-1)3 p20(—=1)F
costor) == (G- p t e~ t OV G )
_ sin(am) (1 2 N 2 N 2 o 2 N )
arm \a a?—12 a2-22 a2-32 a? —k?
Delimo z % in odstejemo é, pa smo nalogo resili.

Naloga 44. PokaZi Eulerjevo enakost

Ll ol
12 22 k2 G

Resitev. V prejsni nalogi na obeh straneh delimo z 2a.. da pridemo do

metglam) — 5 1 N 1 o 1 N
201 Ca2—12  a2-—22 a? —k2

Po Weierfovem M-testu vrsta na desni konvergira enakomerno za a € [—1/2,1/2], saj
S vt =z | € v || < 0o. Torej je zvezna funkeija v tocki o = 0. Se pravi,

. metglam) — i 1 1 1
ilg(l] 200 _gi%a?—ﬂ a2—22+. +a2—k‘2+
LI
S 0-12  0—22 0—k2 77
Limito na levi strani lahko izracunamo s pomocjo L’Hospitalovega pravila, ¢e funkcijo
1 )
preoblikujemo v mtg(;;r) 20 — @ ng(ff:ilaf)(m). Pride pa ravno —%f.

Naloga 45. Dokazi, da

2 2

sin ::L"<£E— %) (95— (2)2) (I_ (kfr)2> :xH (93— (kxﬁ)2>

Resitev. Zactnemo z enakostjo

metglam) — 5= 1 N 1 P 1 N
2a a2—12 " a2 22 22

ki smo jo pridelali v prej$nji nalogi. Vrsta na desni konvergira enakomerna za |a| < 1/2,
torej lahko ¢leno integriramo na intervalu a € [0, ¢], ¢e je le [t| < 1/2. Dobimo

Prctg(am) — o= b da b da b da
o g = [ 22X _ar L _e* L
/0 22 /0a2—12+/0 -2 +/o R
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oziroma

In <sin(om)>

QT

t? t? 12
a:0:1n<1_ﬁ>+ln<1_§>+_'_hl(l_ﬁ)—i_

2 t? 2
= Jmn (1= 55) e (1= g5) o e 1= 55)

(= 2)0-5) - (-5
s (-0 5) - 0-5) =10 )

odkoder je

in(7t) ’

To velja za vsak t € [—1/2,1/2], v posebnem tudi ¢e je oblike ¢ = z/m. Vstavimo,
pomnozimo z x, pa smo pri

Enacaj smo utemeljili le za [t| < 1/2, oziroma za |z| < 7/2. S sredstvi kompleksne
analize pa se da pokazati, da velja za vsako (celo kompleksno) Stevilo z. Rezultat je
zanimiv, saj predstavlja fakorizacijo sinx .

Naloga 46. Izpelji Wallisov produkt

6 (2k)(2k)
- .

(2k—1)(2k+ 1)

9 1.3 1-3

T 2-2 4-4 6-
3.

us

Nasvet: V prejsnjo nalogo vstavi x = 3

3 Fourierova transformacija

3.1 Uvod

Denimo, da je ag+) o, aj cos(kt)+by sin(kt) Fourierova vrsta neke funkcije f(¢). Denimo
Se, da je f dovolj pohlevna, tako da je pri vsakem argumentu enaka svoji Fourierovi vrsti
(npr. ¢eje f odvedljiva povsod, bo to 7Ze veljalo). Taka funkcija mora biti nujno periodi¢na
s periodo 27.

Ce torej f ni periodi¢na, je ne moremo razviti v Fourierovo vrsto. V tem primeru si
lahko pomagamo s Fourierovo transformacijo, ki je analog Fouriereve vrste za neperiodic¢ne
funkcije. Ideja, kako to storiti je naslednja:
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e Pri Fourierovi vrsti smo funkciji f(t) priredili koeficiente ay, := 1 [7_ f(¢) cos(kt) dt
in by, := 2 [T f(t)sin(kt) dt (koeficient ay je malenkost drugaden, zaradi enostavni
pa definirajmo 8e by := 0).

e Na tak nacin dobimo zaporedje koeficientov (ak)keN 0%. (bk)keN' Ti dve zaporedji
lahko zdruzimo v zaporedje kompleksnih Stevil z;, := a + iby.

e Vsako zaporedje, torej tudi zaporedje (Zk)keN je po definiciji funkcija, ki naravna
Stevila slika v kompleksna. Torej z; lahko predstavimo kot vrednost kompleksne
funkcije z : N — C pri stevilu k: z, = z(k).

e Podobno naredimo pri Fourierovi transformaciji: Funkciji f : R — R bomo priredili
neko kompleksno funkcijo, F'(x) = A(x) + iB(z), imenovano Fourierov integral
funkcije f, kjer

A(t) = /_ T fWcos(@t) dt; B(t) = /_ () sin(at) dt.

Fourierov integral of f lahko zapiSemo v bolj kompaktni obliki, ¢e se naslonimo na
Eulerjevo formulo:
e = cos(xt) + isin(xt).
Potrebno se je le nauciti integriranja funkcij f : R — C z vrednostmi v kompleksnih

Stevilih.

Definicija 47. Funkciji f : R — C re¢emo odsekoma zvezna, ¢e sta Re f in Im f odsekoma
zvezni (tj. Re f in Im f sta zvezni v vsaki totki z € R, 7 izjemo kvetjemu $tevno mnogo tock,
brez stekalis¢, kjer pa obstaja leva in desna limita).

Integral odsekoma zvezne funkcije f : R — C definiramo kot

/_:f(t)dt = /_Z(Ref)(t)dt_|_z'/_oo(1mf)(t)dt'

[e.e]

Opomba 48. Na desni strani sta izlimitirana integrala, tj.
9] dot b
/ (Re f)(t) dt == lim / (Re f)(t) dt;

a— —0o0

podobno je potrebno razumeti tudi imaginarni del. Ce bodisi realna, bodisi imaginarna
komponenta (bodisi obe) nista integrabilni, potem funkcija f(t) ni integrabilna.

Opomba 49. Ce nas zanima zgolj integral na intervalu [a, b], ga definiramo kot

b b b
/f(t)dt ::/(Ref)(t)dt+i/(1mf)(t)dt.
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Zgled 50. Integrirajmo funkcijo e = cost + isint na intervalu ¢t € [0, zo]:

) o *o
/ e dt = / cost +i/ sint = sint ‘fio +i(— cost) ‘20
0 0 0

ei:co -1

0

=sinxg —icosxg+ i = —i(coszg +isinzy — 1) =

Rezultat je isti, kot ¢e bi bilo Stevilo ¢ realno! To ni nakljucje, vendar pa bi nas nadaljnja
obravnava te teme zanesla v odvod kompleksnih funkcij.

Integral funkcij z vrednostmi v kompleksnih Stevilih ima zelo podobne lastnosti kot
smo jih ze vajeni za integral realnih funkcij:

Trditev 51. Ce sta f, g : [a,b] — C odsekoma zvezni, velja:
(i) J(F +9)@)dt = [ F(t)dt + [[(9)(2) d.

(i1) Ce je A € C poljubno kompleksno stevilo, ga lahko izpostavimo:
b b
/ )\f(t)dt:)\/ f(t)dt.

(1ii) Velja trikotniska neenakost:

fﬂmﬂsfuww.

Naloga 52. Preveri lastnosti (i)—(ii) neposredno iz definicije (zapisi A kot vsoto realnega
in imaginarnega dela: X = A\ + i)g).

Naloga 53. S pomocjo tocke (ii) dokaZi lastnost (iii).

(Nasvet: Integral zapisi v polarni obliki f; f(t)dt = re’®. Torej je leva stran neenacbe (iii) enaka

[P f@ydt] =r = e [P f(t)dt = [P e f(t)dL.

Zakaj pa je tedaj f: e f(t)dt = f; Re(e_io‘f(t)) dt > 07 In zakaj je koncno to Stevilo mangjse od

S 1F @) de#)
Za odsekoma zvezno funkcijo f : R — C pravimo, da je s kvadratom integrabilna, ¢e

1R = [ e pep+ (tm e de < o,
in pravimo, da je absolutno integrabilna (tudi: sumabilna), ¢e
/ F(0)] dt < oo.

Sedaj pa lahko napiSemo obljubljeno kompaktno obliko Fourierove transformacije.
Pravzaprav je Se nismo niti definirali, kot se spodobi:
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Definicija 54. Bodi f : R — C absolutno integrabilna. Funkcijo

F(y) = /_OO f(t)e™ dt

imenujemo Fourierov integral funkcije f. Predpis, ki vsaki absolutno integrabilni funkeciji
f: R — C priredi njen Fourierov integral F'(y) pa imenujemo Fourierova transformacija.

Oznaka: F' = .7 (f), oziroma: F(y) = Z(f)(y).

Torej je Fourierov integral, tj. funkcija F', vrednost Fourierove transformacije,
izraC¢unane na funkciji f.

Opomba 55. Ce je f: R — R realna funkcija se njena Fourierova transformiranka ra¢una
kot smo ze napovedali v uvodu:

F(f)y) = /_OO ft)e™ dt = /_OO f(t) cos(ty) dt+i/_oo f(t)sin(ty) dt.

To sledi iz Re(f(t)e™) = f(t) - Re(e™) = f(t) cos(ty), in podobno za imaginarni del.

Naloga 56. Denimo sedaj, da je f : R — C funkcija, ki slika v kompleksna Stevila.
Razcepi f(t) = (Re f)(t) + i(Im f)(t) na realni in imaginarni del, in pokaZi, da je

F(f) = F[Re f) +iF(Im f)

Zgled 57. Funkcija

0; sicer

(1) = {1; 1=t

je odsekoma zvezna pa tudi absolutno integrabilna.

—_—

0.8

0.6

0.4

ﬁ—‘—‘—‘—‘——‘—‘—‘—‘—b
-3 -2 -1 1 2 3

Slika 10: GRAF FUNKCUE f(t).

Pois¢imo njeno Fourierovo transformacijo:

! 2siny

ﬁ(f)(y):/: f(t)eitydt:/_ll e“ydt:[ cos(ty) dt+i/ sin(ty dt) = ,

1 -1 Yy
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0

=20 15 -10 T -0
-1,

Slika 11: GRAF NJENE FOURIEROVE TRANSFORMIRANKE.

imaginarni del je ni¢, saj je sin(ty) liha funkcija, ki jo integriramo na simetri¢nem intervalu.
V tocki y = 0 moramo Fourierov integral izracunati posebe;j:

ﬁ‘(f)(o):/_Zf(t)e“'odt:/_j;f(t)dt:/_llldt:Q.

Zgornji graf precej dobro predoci graf splosnega Fourierov integral. Veljajo namrec
naslednje lastnosti:

Lema 58. Bodi f : R — R absolutno integrabilna funkcija in F := F (f) njen Fourierov
integral. Tedaj velja:

(i) F:R — C je funkcija z vrednostmi v kompleksnih Stevilih. Definirana je za vsaky €
R.

(1ii) F(y) je zvezna funkcija, ki limitira proti 0, ko gre y — Fo00.
Naloga 59. Dokazi Lemo!

Resitev. Da je definirana za vsak realen y sledi iz dejstva, da je pri vsakem y Fourierov
integral f;o f(t)e™ dt absolutno integrabilen, in s tem tudi konvergenten.

Za dokaz zveznosti pa upostevjamo, da lim,_g|e™ — 1| = 0, oziroma, ¢e je € > 0 je
za vsak dovolj majhen |h| izpolnjeno |e? — 1| < e. Za take h je tedaj

[e.e] [e.e]

\F@+M—F@HS/ U@@WW”%WHﬁZ/‘EMMU@MWM—HﬁZ

— 00 — 00

< [ i e —ajde< [ 1p0)-cdt = e,

kjer M = [7_|f(t)|dt < .

Naloga 60. Pokazi Se eno zelo pomembno lastnost Fourierove transformiranke: F je
linearna preslikava, tj. Z(f +g) = Z(f)+ F(g) in F(\f) = A\Z(f) za X € C.

Izrek 61. Denimo, da je absolutno integrabilna funkcija f : R — R odvedljiva povsod.
Ce je tudi f'(t) absolutno integrabilna, velja

F(f)y) = —iy.7 (f)(y).
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Dokaz. Oglejmo si realni del Fourierove tranformiranke:

a— 00
b—o00

b
Re.Z(f")(y) = lim / I'(t) cos(ty) dt per partes

b
— lim f(0)coslty) [L_, + lim y [ f(0)sin(ey) de
b—oo a

b—oo

Funkcija cos(by) je omejena z 1, medtem ko je po Nalogil62 f(d+o0) = 0. Zato izlimitirani
del konvergira proti 0. Ostane nam zgolj

b 00
Re #()(y) =0+ lim y [ f(t)sin(ty)dt =y [ f(t)sin(ty) dt = y1n 7 (1) (0
b—oo a —00
Podobno dobimo za imaginarni del (napisano malce krajse):
Im ﬁ(f/) (y) — / f/(t) Sln(ty) dt per ;rtes

= fsntn) |7, v [ 10 cosltn) de =~y Re F(7) (),
Zdruzimo oboje skupaj:

F(f")y) =ReZ(f)y)+iIm . Z(f)(y) = y(Im.Z(f)(y) —i Re. Z(f)(y)) = iwF (f)(y)-

U
Naloga 62. Preveri manjkajoé¢ del v gornjem dokazu: limy_ 1, f(t) = 0.
(Nasvet: Ker je f' absolutno integrabilna, je tudi integrabilna. Torej obstaja integral fo x)dr =
limy o0 fot fl(x)de =limy_.o f(t) — f(0). Ker pa je tudi f(t) integrabilna, mora biti lim;_, o f =0.)

Zgled 63. Gornji izrek ne velja nujno, ¢e f ni odvedljiva v saki tocki. Npr.

(0) = {1? h=1

0; sicer

je odvedljiva skoraj povsod, z izjemo dveh tock {5 = £1. Njen odvod povsod drugje pa
je f'(t) = 0. Toda Z(f') = 0, medtem ko .Z(f)(y) = 2siny/y.

Denimo, da poznamo Fourierov integral (npr. F'(y) := siny/y) od neke neznane funk-
cije f. Ali bi znali povedati katero funkcijo smo imeli v mislih? Odgovor podaja naslednji
izrek.

Izrek 64 (Fourierova integralska formula): Bodi f : R — R absolutno integrabilna in
F(y) njena Fourierova transformiranka. Ce je f zvezna v tocki xo in ima v xo levi in
desni odvod, lahko vrednost f(xg) dobimo iz Fourierove transformiranke po formuli:

R
f(w0) = lim = / Fly)e™™ dy

R—oo 27 _R
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Opomba 65. Ce f ni zvezna v x, ima pa levi in desni posploSeni odvod, se ustrezna formula

glasi
2 N }%l_mo 2w R F(y)e dy

Pred dokazom si oglejmo primer, ki razkrije kaj vse se skriva v tej formuli.

Zgled 66. Izracunajmo

gfa) = | " sinycos(ay) (16)

—o00 Y
Zaman bi iskali nedoloceni integral, saj ni elementarna funkcija! Pomagamo si takole:
Integrand zapiSimo malce drugace:

R -
Y cos(—awy) dy.

g(a) = lim
R—oo [ _p Y

Dodajmo Se 0 = f_RR Sizy sin(—ay) dy (integrand je liha funkcija!), in dobimo:

R

) sin y
g(a) = lim cos(—ay) dy
R—oo [ _p Y
R _: R -
, siny . siny
= lim / —= cos(—ay) dy + ¢ lim sin(—ay) dy
R=oo ) R Y R=oo ) R Y
) Rsiny _,
= lim —=e Yy

R—o00 R Y

Edino, kar se moramo spomniti je, da je siny/y Fourierov integral od funkcije

£ = {1; n=t

0; sicer

Le-ta je zvezna in odvedljiva v vsaki tocki z izjemo tg = 41, kjer ima skok. Torej izpolnjuje

pogoje iz gornjega izreka:

o (ay) o |1 el <1
SIN Y COS( v s
/ SRYCORY) gy = Tl 1)2 a=+1
oo Y 2 .
0; sicer

Kot stranski produkt: Pri o := 0 dobimo

/  siny ) / * siny
dy=m oziroma dy =
—c0 Y 0 Y

(17)

ol

Na$ naslednji cilj je dokaz Fourierove integralske formule. Uporabili bomo naslednjo

lemo:
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Lema 67. Bodi f : R — R absolutno integrabilna, odsekoma zvezna, in naj ima v tocki xg
levi in desni posploSeni odvod. Tedaj velja:

gg;éwﬂmﬁ¢fmgmd#:gﬂ%+ﬂ) (18)
0 n
Y o+ 022 gy T2y~ 0) (19)

Dokaz. Najprej se spomnimo na zZe izra¢unani integral

* sinu
= du,
0 U

ki nam po substituciji v := Rt; du = Rdt (tu je R poljubno, a fiksno pozitivno $tevilo)
preide v
* sin Rt
_ / sin fit -
0 t
Pomnozimo obe strani s konstanto a := f(zg + 0), in dobimo
T o0
>+ 0) = flao +0) [ dt= [ fan+0)
0 0
M : - :
sin Rt sin Rt
= / f(ZL'Q + 0) dt + / f(l’() + 0) dt
0 t M t
Podobno razcepimo na dva dela tudi integral v (I8):

00 . M . oo )
[ 1 0™ = [ gt 0™ gy [ g 40 g
0 0

Odstejmo, in dobimo

b |

ol 3

* sin Rt sin Rt

dt

sin(R2t)

= /0 flwo +1) ; f(@o +0) sin(Rt) dt + /OO flzo+ t)Sin(th) dt—
/ fa sm(Rt) dt

Levo stran smo torej razbili na tri integrale; na kratko: I = I} + Io — I3. Sedaj:

o0

1
ﬁ<M/ Flao+1)]de = (£ ()] du,

M+xq

sin(Rt)

Bl< [ s+

M

oziroma

|Is| = | f(2z0 +0)] - ’/w sin(Rt)

dt).
M
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Ker sta oba integrala konvergentna, je torej || < £ in tudi |[3| < £, pri dovolj velikem M.

w odsekoma

Pri prvem integralu pa upostevajmo, da je funkcua t —
zvezna povsod na (0, M]. Se vel, ko gre t — 0 po definiciji limitira proti desnemu
pospesenemu odvodu, f},(xg). Torej jo lahko definiramo tudi pri ¢ = 0, da bo odsekoma
zvezna povsod na [0, M]. Tedaj pa je po Riemann-Lebesgueovi lemi limg .o [; = 0,
oziroma: od nekega R naprej je tudi || < 5.

Torej: Cim je R dovolj velik velja |I| < |L| 4 |L| + |13 < S+ 5+ 35 Z drugimi
besedami: limp_ o, I = 0.

Podobno preverimo tudi enacbo (19). O

Dokaz izreka. Integral i f_RR F(y)e™ ™% dy zapisimo malce drugade:

1 R 1 R 0o ] )
— F(y)e ™Y dy = — (/ f(t)e™ dt) e " dy
-rR \J¢

2T R ——00

:_/ dy/ f(t)elt=20 gy
- %/_Rdy/_oo F(t) cos((t — x0)y) dt+%/_zdy/: f () sin((t — xo)y) dt

Funkcija y — [*° f(t)sin((t — x9)y) dt je liha, integriramo pa jo na simetriénem inter-
valu [— R, R]. Imaginarni del je torej ni¢. Podobno lahko realni del zapisimo kot:

1

% F( ) —izoy dy = / dy/ f COS t — Io)y) dt.

Integral na desni konvergira enakomerno in absolutno, saj [~ [f(t) cos((t — xo)y)| dt <
ffooo |f(t)| dt < oo. Torej lahko zamenjamo vrstni red integracije:

L peiow gy = 1 /fo F(t)de / cos((t — 0)y) dy

2r J R T Jt=—c0 =0

_l/oo f(t)sin((t—xo)R) gt

t—xo

/ o sm(Ru) Ju

1 /_mﬂwfm 7 e,

kjer je u := xg+t. Pri R — oo nam po prejsnji lemi prvi integral konvergira proti %f(a:o—O)
drugi pa proti 5 f(29+0). Ce je f zvezna v x, je seveda f(zo—0) = f(zo) = f(z0+0). O

Za Fourierovo tranformacijo lahko pokazemo tudi naslednje:
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Izrek 68. Ce sta fr9: R — C s kvadratom integrabilni in absolutno integrabilni funkciji,
velja naslednja identiteta

| twama= - [ Fucm .

Opomba 69. V primeru f = g dobimo ,Parsevalovo enakost:*

R IO

[e.e] [ee]
Zopet najprej ilustrirajmo z zgledom:

% /singy 2
[ (5
—00 )

Tudi tukaj bi zaman iskali nedoloceni integral, ki ni elementarna funkcija. Pac¢ pa je
F(y) := siny/y Fourierov integral od funkcije

() = & {1? =1

2 10; sicer

Zgled 70. Izracunajmo

in po ,Parsevalovi enakosti*:
> [siny 2 * °° 11
/ ( ) dy:/ |F(y)|2dy:27r/ |f(t)|2dt:27r/ idt:m
—0o0 Y —00 — 0o -1

Dokaz izreka. Le za odvedljive funkcije, kjer so poleg tega f, g, f', ¢, f”, ¢” absolutno in-
tegrabilne.

e V tem primeru sta F,G zvezni funkciji, in zaradi F(y) := Z(f)(y) = (_ily)z,?(f”)(y),

obstaja konstanta A, da je |y|?-|F(y)| < A; po potrebi malce pove¢ajmo A, da bo isto¢asno
tudi |y|? - |G(y)| < A. Tedaj pa npr.

e —1 1 e
/ F(y)| dy = / F ()] dy + / PGy + / F(y)|dy

—00 —00

-1 Ad 1 © Ad
g/ —y+/ |F<y>|dy+/ oy < o,
—1 1

oo Y2

in podobno za funkcijo G. Torej sta F, G absolutno integrabilni funkciji.
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Dalje, za 0 < R < o0 je

1 R 1 R 00
_ F = F(y Zfydt d 2
- [ rwca =g [ (£ [ awear) (20)
1 (o)
= — </ F(y)g(t e’tydt) dy
271- R

_ /OO (%/RF gDt dy) dt (21)
:/_OO <g(t)~%/_RF( Je _”ydy) dt;

V enacbi (20) smo upostevali, da je kompleksno Stevilo F'(y) konstanta pri integriranju
po t; v (21) pa smo zamenjali vrstni red integracije, saj prej$nji integral (tj. njegov realni
in njegov imaginarni del) konvergira enakomerno:

e Namrec, za vsak y je
[Re(F(y)g(t)e™)| < |F(y)g(t)e™| = [F(y)g(t)e™"™| < M|g(t)],

kjer je M := max|F(y)|. Zaradi [7°_|g(t)| < oo, pa je po WeierstraBovem M—testu inte-

gral [ Re(F(y)g(t)e'™) dt res enakomerno konvergenten. Podobno sklepamo za imagi-
narni del.

Ker je f odvedljiva v vsaki tocki, je po Fourierovi integralski formuli

in s tem:
1 R

o [ Fly)e ™ dy = f(t) — ostr(t).

2 R
Toda integral ¢ +— ffooo F(y)e ™ dy (tj. njegov realni in imaginarni del) konvergira enako-
merno, saj npr. |Re(F(y)e ™)| < |F(y)|, iz zatetka pa Ze vemo, da [*_|F(y)|dy < occ.

Ce je torej R dovolj velik, je lostr(t)] majhen kot zelimo, neodvisno od vrednosti
argumenta t. Torej

—/ dy—/_ooﬁ-(f(t)—ostR(t)) dtz/_oo f(t)@dt—/w g(t)ostp(t) dt

in zadnji del lahko takole ocenimo:

[e.e]

‘/ gDost(r) di| < /m|mostR(t)\dtggR/ l(8)] dt P22 0.

[e.9] — 0o
V limiti, R — oo torej ostane le:

o [ FwEwa= [ fos@a o
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3.2 Konvolucija in Fourierova transformacija

Vemo 7e, da je Fourierova transformacija linearna; da torej Z(f +g) = Z(f) + % (g).
Kaj pa multiplikativnost?

Naloga 71. Pokazi, da ne velja vedno F(f - g) = Z(f) - F(g).
Nasvet: Pokazi, da za funkciji f(t) := sign(2—t)+sign(t) in g(t) := sign(t+2) —sign(t) velja f(t)g(t) =0
povsod, z edino izjemo t := 0, kjer f(0)g(0) = 1. Po drugi strani pa je

2i (—1+€*) de~Wsin(y)  16sin’(y)

F(f)-F(9) = ; ; e

£0

Pac pa velja Z (f)-Z (g) = ZF(f xg) kjer je f*g neka nova operacija med funkcijami,
ki jo imenujemo konvolucija.

Konvolucijo dveh odsekoma zveznih, absolutno integrabilnih funkcij f,g : R — R
definiramo s predpisom

(f*g)(x) = / " fla— tg(t) de

Zgled 72. Vzemimo naso staro znanko

Koliko je konvolucija f * f7

<f*f><a:>=/_°0 f(x—t)-f(t)dt:/_lf(x—t)-ldtz—/: £(u) du,

po substituciji x—t := wu (ter —dt = du). Predznak porabimo, da spremenimo integracijski
meji:

Fep@= [t

Ce je zgornja meja, r + 1 < —1, je na celotnem obmodju integracije f(u) = 0. Sklepamo,
dajeza (fxf)(z) = 0 zaz < —2. Podobno, ¢e je spodnja meja prevelika, tj. ¢e z—1 > 1.
Z malce dodatnega racuna dobimo

0; T < =2
r+2;, xe[-20]
2—x; r€[0,2]
0; T > 2

(f = F)(x) =

Naloga 73. Naredi ta dodatni racun.
(Nasvet: Cex e [—2,0] je =1 < x+1 < 1. Spodnja meja, © — 1 leZi pod —1, kar pomeni, da tedaj je
f(u) nenicelna natanko na u € [—1,x + 1], in je tukaj konstantno enaka 1. Ce pa x € [0,2] pa je zgornja

meja prevelika, in f(u) je nenicelna natanko na u € [x — 1,z + 1].)
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Slika 12: GRAF KONVOLUCLIE f * f.

Izrek 74. Velja F(f xqg) = Z(f) - F(g), kjer je F(h) Fourierova transformiranka
funkcige h.

Dokaz se naslanja na tole lemo o zamenjavi vrstnega reda integracije v posplosenih
integralih:

Lema 75. Ce je ffooo (ffooo |h(t,s)| dt) ds < oo, potem lahko zamenjamo vrstni red inte-

grace 1 /_ Z ( /_ Z h(t, s) dt) ds = /_ Z < /_ Z ht, s) ds) “

Dokaz. Najdemo ga npr. v knjigi W. Rudin, Real and Complex analysis, 3'¢ eddition;
str. 164-166; je pa precej zahteven. Ob dodatnih predpostavkah, npr. da nas zanima

zgolj enakost
/ ds/ h(t, s) dt:/ dt/ h(t,s)ds,
s=0 =0 t=0  Js=0

da je funkcija h(t,s) zvezna, in da integrala F(s) := [;~h(t,s)dt oziroma G(t) :=
J,° h(t, s) ds konvergirata enakomerno (Se vedno pa zahtevamo: [ ds [ |h(t, s)| dt < 00),
je dokaz razmeroma preprost:

Naredimo pomozno funkcijo
y
H(s,y) = / h(t,s)dt.
0

Seveda je |H (s, y)| < [ |h(s,t)|dt < [77|h(t,s)|dt =: M(s). Toda po predpostavkah je
JoS M(s)ds = [ ds [Z, |h(t, s)| dt < co. Po Weierstrakovem M—testu integral

00 oo Y
y»—>/ H(s,y)ds:/ ds/ h(t,s)dt
5=0 s=0 0

konvergira enakomerno. Ce torej predpiSemo natanc¢nost € > 0, bo pri nekem M

/OOM ds /Oy h(t,s)dt < e (y € 10,00)). (22)
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Ker obstaja integral [~ ds [;* h(t,s)dt, lahko po potrebi stevilo M Se povecamo, da bo

istoCasno tudi - -
/ ds/ h(t,s)dt < e.
s=M 0

Sedaj v ([22) zamenjajmo vrstni red integracije. To lahko, saj smo privzeli enakomerno
konvergenco integrala G(t) := [ h(t, s) ds. Dobimo:

‘/S:ds/oooh(t,s)dt—/Ooodt/S:h(t,s)ds‘
<| (/f:ds/omh(t,s)dwol) _ </Ooodt/f1h(t,s)ds+02) |

< o] + |og] < 2e.

Toda £ > 0 je bil poljuben: Razlika na levi mora biti ni¢! O

Dokaz izreka. Fiksirajmo y = y in si oglejmo Stevilo

r [T (7 et as)a
/Z </ f(t —s)g(s) cos(tyo) ds) dt+z/ </ F(t = $)g(s)sin(tyo) ds) dt.

(23)
Zaradi

u:=t—s

[ ([0 =t eosemtae)as < [~ ([ st =)o ar) s =

< [ 1swldn [ lg(e)lds <,

in podobno pri imaginarnem delu, lahko v (23) zamenjamo vrstni red integracije. Torej:

u:=t—s

/ (/ f(t—s)g(s)e™ dt) ds = /: (g(S) /: F(t — s)eitwo dt) s 4
[ (ot [ st ma)as— [ (o0 [ sturemem )
:/_m <g y/ i wyodu)ds

=7 (f)(y[))

e}

R
=/ g(8)e™ - F(f)(yo) ds = F(9)(vo) /_ g(s)e™ ds = F(f)(yo) - F(9)(yo).0

—R 9]
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