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1 PredgovorPri£ujo£i zapiski so nastali kot ²tudijski pripomo£ek ²tudentom pri predmetih AnalizaIII in Analiza IV. V sklopu teh dveh predmetov je zajeta ²iroka paleta snovi, ki obsegametri£ne prostore, funkije ve£ spremenljivk, mnogoterne integrale, Fourieorovo analizo,krivulje, ploskve in polja s krivuljnimi ter ploskovnimi integrali.Kot pravijo, je dobra slika vredna tiso£ besed. �e zlasti pri ploskvah je snovi teºkoslediti brez ustrezne geometrijske predstave. Da niti ne omenjam posebej dejstva, daje brez nje skoraj nemogo£e uvideti koliko bogastva, lepote, in popolnoma neituitivnegarazmi²ljanja se skriva v ploskvah. Zato sem pri£ujo£o zbirko posvetil izklju£no ploskvamin, kolikor je le bilo moºno, sku²al elotno tematiko ilustrirati. Kolikor mi je poznano selahko matematike nau£i² le tako, da matematiko dela². Tak konept podajanja snovi jenpr. v u£beniku [5℄, kot tudi v [2℄. Tudi sam sem se odlo£il slediti tej usmeritvi. Zatov njej ne boste na²li veliko izrekov, trditev in lem, temve£ de�niije in naloge, ki pa sopove£ini re²ene. Kljub temu vas vabim, da najprej poskusite nalogo re²iti sami, saj bostetako o snovi zvedeli veliko ve£, kot £e re²itev preberete.Naj dodam, da je pri£uj£a zbirka mi²ljena zgolj kot uvodna seznanitev z osnovnimipojmi ploskev. Za kaj ve£ pa priporo£am v branje npr. [5℄ ali [4℄. Bojan Kuzma
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2 Ploskve2.1 Uvod�e se izrazimo zelo povr²no, je ploskev �ukrivljena ravnina.� Mislimo si, da imamo nekoploho zelo raztegljivega materiala, ki jo nato zgubamo. Kar dobimo, je ploskev.
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2 Slika 1: PloskevVendar pa s tem ne zajamemo sklenjenih ploskev, kot je npr. sfera. Gornja �de�niija�torej potrebuje male bolj preizno formulaijo: Dejansko bomo male bolj nata£nejezahtevali, da je vsak dovolj majhen ko²£ek ploskve �ukrivljen ravninski lik.� Povedano vobrnjenem smislu: vsak dovolj majhen ko²£ek ploskve lahko zgladimo v nek ravninski lik.Tukaj pod pojmom ravninski lik razumemo neko odprto, povezano mnoºio v R
2.

Slika 2: Zahtevamo, da ima vsaka to£ka ploskve neko dovolj majhno okolio, ki jo lahkozgladimo v ravni lik. 4



Pri tem moramo paziti, da glajenje res poteka �gladko.� S tem takoj izklju£imo, da biploskev imela kakr²nokoli ost, ali kakr²enkoli oster rob.
z �

�!!!!!!!!!!!!!!!
x2 + y2

Slika 3: Primeri objektov, ki niso ploskve. Prva ima ost (=²pia), druga ima oster rob,tretja ima oster rob in ost. V naslednjem poglavju jih bomo imenovali �ploskve z vogali.�Ne bomo dovolili niti tega, da bi se ravnina �preve£ zakrivila,� in imela samoprese£i²£a.

Slika 4: Tudi to niso ploskve. Ne dovoljujemo samoprese£i²£!Kako to razmi²ljanje formulirati matemati£no? Proes gladitve ko²£ka ploskve v rav-ninski lik lahko opi²emo s funkijo. Za vsako to£ke iz nagubane okolie povemo, na kateroto£ko v ravninskem liku se bo preslikala. Ta funkija mora biti povratno enoli£na (=bi-jekija), saj po drugi strani ºelimo, da se dobljeni ravninski lik z zgubanjem preslika nazajna na²o okolio. Ta bijekija mora biti tudi dovolj pohlevna (druga£e bi dobili zelo �divjeglajenje�). Zahtevali bomo, da je funkija gladka, tj. da jo lahko poljubno mnogokrat par-ialno odvajamo po vseh njenih spremenljivkah. Tudi obratni proes, tj. gubanje morabiti pohlevno, se pravi, da mora biti tudi inverz te funkije gladek.Do sem je vse lepo in prav. Toda kako bi prepovedali �samoprese£i²£a�? Ena odmoºnosti je naslednja. Dejansko ne bomo gladili zgolj nek majhen ko²£ek ploskve. Raje5
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Slika 5: Na poti do definiije ploskve: Za vsako to£ko ploskve P lahko najdemo nekoregularno preslikavo r = r(u, v) : Dr → P , ki nek ravninski lik �zvije na del£ek ploskve,�tj., ga preslika bijektivno na presek ploskve z neko (dovolj majhno) kroglio, entrirano v tejto£ki.bomo vzeli neko (majhno) kroglio, ki ima sredi²£e na ploskvi. Nato pa bomo to krogliopregnetli (z neko povratno enoli£no, gladko preslikavo) da se bo presek kroglie in ploskveizravnal v ravninski lik.Posku²ajmo sedaj tole razmi²ljanje preliti v matemati£ni jezik.De�niija 1. Mnoºia P ⊆ R
3 je ploskvev (ali tudi: gladka ploskev) £e za vsako to£ko

p ∈ P obstaja (i) odprta okolia Vp ⊆ R
3 to£ke p, (ii) odprta okolia Up ⊆ R

3 ter (iii)preslikava Fp : Vp → Up (�glajenje�), da velja:(i) Fp : Vp → Up je bijekija.(ii) Fp je gladka(iii) Njen inverz, Fp (�gubanje�) je tudi gladka preslikava.(iv) Fp(Vp ∩ P ) = Up ∩ R
2.To£ka (iv) pove, da se del£ek ploskve (tj. Vp ∩ P ) zravna v ravninski lik (tj. U ∩ R

2).Stogo matemati£no bi sier morali v to£ki (iv) pisati male bolj nerodno Fp(Vp ∩ P ) =
U ∩ (R2 × {0}).Naloga 2. Pokaºi, da dvojni stoºe {(x, y, z); x2 + y2 = z2} ne more biti ploskev (prim.sliko 4).(Nasvet: To£ka (0, 0, 0) je problemati£na. �e jo odstrani², stoºe razpade na dva dela. Take lastnostinima noben ravninski lik.)Denimo, da imamo preslikavo Fp kot na sliki 6. Kako bi iz nje dobili preslikavo rp, kipove na kak²en na£in moramo gubati ravninski lik (prim. sliko 5)? Odgovor je preprost:

rp(u, v) = F−1
p (u, v, 0).6
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Slika 6: Definiije ploskve: Da se izognemo samoprese£i²£em, si namesto del£ka ploskveraje oglejmo presek ploskve z majhno kroglio (= mnoºia Vp). To kroglio nato pre-gnetemo (na mnoºio U), da se njen presek z ploskvijo pri tem izravna v ravninski lik.Na sliki je prikazana obratna preslikava, ki okolio nekega ravninskega lika preslika nakroglo, in pri tem ravninski lik �zguba� na del£ek ploskve.Namre£ ravninski lik sestoji natanko iz to£k (x, y, 0) ∈ U . Ta del pa po de�niiji funk-ija F−1
p preslika (=�zguba�) bijektivno na na² del£ek ploskve.Opazimo ²e nekaj: Jaobijeva determinanta preslikave G := F−1

p ; G : (u, v, z) 7→
(

g1(u, v, z), g2(u, v, z), g3(u, v, z)
) je neni£elna (zakaj ºe?) Torej ima Jaobijeva matrikaod G

JG :=
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linearno neodvisne stolpe. Iz linearne algebre se spomnimo, da sta vektorja linearnoodvisna natanko tedaj ko je njun vektorski produkt ni£eln. To pa za rp(u, v) = G(u, v, 0)pomeni, da je
ru × rv :=

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

(

∂g1

∂u
, ∂g2

∂u
, ∂g3

∂u

)

×
(

∂g1

∂v
, ∂g2

∂v
, ∂g3

∂v

)

6= ~0. (1)Opomba 3. �e za gladko preslikavo r : Dr → R
3 velja (1) v vsaki to£ki, jo bomo imenovaliregularna (nekaj podobnega smo ºe sre£ali pri krivuljah).Naloga 4. Pokaºi, da velja � vsaj lokalno � tudi obrat: Denimo da imamo na neki odprtimnoºii Dr ⊆ R

2 de�nirano regularno preslikavo r : Dr → R
3 (�gubanje�), Potem lahko rraz²irimo do gladke preslikave treh spremenljivk H = (h1(u, v, z), h2(u, v, z), h3(u, v, z)),ki neko okolio U to£ke (u0, v0, 0) slika bijektivno na neko okolio V to£ke r(u0, v0).(Nasvet: Poskusi z H(u, v, z) := r(u, v)+ze3 = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)+z), kjer so r1, r2, r3 kompo-nente preslikave r, tj. r(u, v) = (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v)). Stolpi njene Jaobijeve matrike so linearnoneodvisni, torej lahko uporabimo izrek o lokalno inverzni preslikavi.)7



Re²itev. Ker je r regularna preslikava, sta v to£i a := (u0, v0) vektorja ru in rv linearnoneodvisna. To pomeni, da sta stolpa Jaobijeve matrike preslikave r, tj.
Jr(a) =





∂r1

∂u
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∂v
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∂u
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∂v
∂r3

∂u
∂r3

∂v





u=u0
v=v0linearno neodvisna, oz, rank Jr(a) = 2. Iz linearne algebre se spomnimo, da je stolpi£nirang enak vrsti£nemu. Torej sta vsaj dve vrstio linerno neodvisni. Privzemimo, da tovelja kar za prvi dve. To pomeni, da

det

(

∂r1

∂u
∂r1

∂v
∂r2

∂u
∂r2

∂v

)

6= 0.Sedaj pa kot v nasvetu naredimo funkijo treh spremenljivk
H(u, v, z) := (r1(u, v), r2(u, v), r3(u, v) + z).Njena Jaobijeva matrika je enaka

JH =
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∂r2

∂z
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 =





∂r1

∂u
∂r1

∂v
0

∂r2

∂u
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∂v
0
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 .Njena deteriminanta je torej enaka
det JH = det

(

∂r1

∂u
∂r1

∂v
∂r2

∂u
∂r2

∂v

)in je neni£elna v to£ki T0 := (u0, v0, z = 0). Po izreku o lokalno inverzni preslikaviobstajata odprta okolia U to£ke T0 in odprta okolia V to£ke H(T0) = H(u0, v0, 0) =
r(u0, v0), da je H|U : U → V bijekija z gladkim inverzom (tj. H−1 je tudi parialnozvezno odvedljiva).Mimogrede: Ker je zoºitev H|U bijektivna, se edinole ravninske to£ke (u, v, z = 0)slikajo v mnoºio P = r(U) := {r(u, v); (u, v, 0) ∈ U}. Torej je P ploskev: za vsakoto£ko P na njej vzamemo kar Up := U in V := Vp, ter seveda Fp := H−1.

8



H@u,v,zD

u

v rÓ@u,vD

Slika 7: Vsako regularno preslikavo lahko lokalno raz²irimo do bijektivne preslikavetreh spremenljivk.
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Zgled 5. Gornja naloga ima zanimivo posledio: �im je r = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) :
Dr ⊆ R

2 → R
3 regularna preslikava, je na neki dovolj majhni okolii U ⊆ Dr njena slika,

r(U) :=
{(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

; (u, v) ∈ U
}ploskev. Seveda pa U ne sme biti prevelika, druga£e ima lahko r(U) samoprese£i²£a! Vtakem primeru r(U) dejansko tudi izgleda kot zgubana ravnina.�e dobimo ploskev kot sliko neke regularne, bijektivne preslikave r : U → R

3, bomo
r(U) imenovali tudi elementarna ploskev, preslikavo r pa njeno regularno parametrizaijo.

Slika 8: Leva stran je ploskev. Je elo elementarna ploskev, saj ima regularno pa-rametrizaijo r(u, v) := (u2, u − u3/3, v), ki ploskev v eloti pokrije. Na desni smo ²li sparametroma (u, v) ºe predale£, in dobili samoprese£i²£a.Zgled 6. Neposredno iz de�niije ploskve vidimo, da ima vsaka to£ka na ploskvi nekookolio (tisto, ki smo jo izgladili v ravninski lik), ki je sama zase elementarna ploskev, inima torej regularno parametrizaijo. Ploskev je torej sestavljena iz elementarnih kosov.Slika regularne preslikave je torej ploskev, £e le nismo s parametri za²li predale£. Vsplo²nem je to teºko ugotoviti. Imamo pa ²e en, zelo uporaben na£in da dolo£imo, ali jeneka mnoºia ploskev.Zgled 7. Reimo, da imamo neko gladko funkijo treh spremenljivk F = F (x, y, z).Ozna£imo s P := {(x, y, z) ∈ R
3; F (x, y, z) = 0} mnoºio njenih ni£el. �e je za

gradF 6= ~0 na to£kah iz mnoºie P , je P ploskev. Imenujemo jo tudi impliitno podanaploskev.Naloga 8. Poskusi to dokazati.(Nasvet: Poljubno izberi p = (x0, y0, z0) ∈ P . gradF 6= 0, torej mora biti vsaj en od parialnih odvodovneni£eln; reimo, da je to ∂F
∂z

. Iz izreka o impliitni funkiji dobi² z = z(x, y); potem je r(x, y) :=

(x, y, z(x, y)) regularna parametrizaija.)Re²itev. Sledimo navodilom. Gladka funkija F = F (x, y, z) = F (x, z) ima (i) ni£lo vto£ki (x0, z0) := (x0, y0, z0), in (ii) ∂F
∂z

(x0, z0) 6= 0. Po izreku o impliitni funkiji obstajataokolii Ω ⊆ R
2 to£ke x0 in I ⊆ R to£ke z0, da velja slede£e: Pri vsakem x ∈ Ω lahkonajdemo natanko eno ni£lo funkije F , ki leºi znotraj ²katlaste okolie W := Ω× I to£ke

p. �e ve£, £e je (x, z(x)) ta ni£la, je z = z(x) = z(x, y) parialno zvezno odvedljiva.10



Tedaj pa je r(x, y) := (x, y, z(x, y)) regularna preslikava (pokaºi!). Po potrebi ²e malezmanj²amo Ω in W , da bomo lahko s pomo£jo Naloge 4 preslikavo r raz²irili do gladkebijekije Gp0 : U → W , kjer je U ⊇ Ω × {0} neka okolia to£ke p0.Znotraj W so edine moºne ni£le funkije F oblike r(x, y) za nek (x, y) ∈ Ω. Torej
W ∩ P = r(Ω) = Gp(Ω × {0}) = Gp(U ∩ (R2 × {0})). To pa ustreza de�niiji ploskev.Zgled 9. Kot zgled: F (x, y, z) := x2 + y2 + z2 − 1 = 0. Mnoºia ni£el te funkije jeenotska sfera. Poleg tega je gradF =

(

∂F
∂x

, ∂F
∂y

, ∂F
∂z

)

= (2x, 2y, 2z). Vidimo, da je gradFsier lahko ni£elni vektor, vendar se to zgodi le v to£ki s koordinatami x = 0 = y = z;taka to£ka pa seveda ni ni£la na²e funkije. Torej je enotska sfera ploskev.Enotska sfera sier ni elementarna ploskev: Ne moremo je dobiti kot sliko neke re-gularne bijekije. �e pa ji odreºemo en poldnevnik, pa dobimo elementarno ploskev;regularno parametrizaijo podaja preslikava
r(ϕ, θ) := (cos ϕ cos θ, sin ϕ cos θ, sin θ).

2 Π
Φ

-
Π
����
2

Π
����
2

Θ

2 Π
Φ

-
Π
����
2

Π
����
2

Θ

rÓ@Φ,ΘD

Slika 9: Sferi£ne koordinate na sferi. Meridiane dobimo, £e fiksiramo θ = θ0, poldnevnikepa, £e fiksiramo φ = φ0. �e ho£emo imeti regularnost (kar med drugim impliira tudipovratno enoli£nost), moramo vzeti φ ∈ (0, 2π) in θ ∈ (−π/2, π/2). Torej je r = r(φ, θ)regularna parametrizaije ploskve, ki jo dobimo, £e sferi odreºemo poldnevnik (prikazanz debelo £rto).Zgled 10. Valj je mnoºia to£k, ki jo dobimo kot sliko regularne preslikave r(ϕ, v) :=
(cos ϕ, sin ϕ, v). Vsekakor je dovolj majhen ko²£ek valja ploskev. Kaj pa eloten valj?

Iz parametrizaije bi odgovor teºko presodili. Kljub temu je odgovor pritrdilen: Valj jemnoºia to£k, kjer je F (x, y, z) := x2 + y2 = 0. Gradient te funkije pa, vsaj na valju,nikoli ni ni£. 11



Zgled 11. Graf zvezno odvedljive funkije dveh spremenljivk je vedno ploskev. Kajti grafje enak
Gf := {(x, y, f(x, y)); (x, y) ∈ Df}in se ujema z mnoºio ni£el funkije F (x, y, z) := z− f(x, y), katere gradient nikoli ni ni£.Zgled 12. Vrtenino dobimo, £e graf pozitivne funkije f = f(t) : (a, b) → R, zarotiramookoli absise. Vrtenina je enaka mnoºii to£k oblike (t, f(t) cosϕ, f(t) sin ϕ), ko t ∈ Df .Takoj preberemo impliitno ena£bo:

y2 + z2 − f(t)2 =
(

f(t) cos ϕ
)2

+
(

f(t) sinϕ
)2 − f(t)2 = 0.Gradient funkije F (t, y, z) := y2 + z2 − f(t)2 je enak (2ff ′, 2y, 2z). To bi bilo enako ni£edinole, £e y = 0 = z pri nekem t. To je moºno edinole, £e f(t) = 0, torej f ne bi bilopozitivna funkija, protislovje.Vrtenina pozitivne funkije je ploskev; imenujemo jo tudi rotaijska ploskev.

t

y

t

y �!!!
t

t

ysinHtLSlika 10: Rotaija gladkih funkij. �e je f(x) > 0 je rotaija vedno ploskev, kot naprvi sliki. Na drugi rotiramo f(x) :=
√

x, ki ima v to£ki 0 ni£lo. Kljub temu ²e vednodobimo ploskev! Najlaºje to vidimo iz njene impliitne ena£be F (x, y, z) := y2 + z2 − x = 0;
gradF = (−1, 2y, 2z) 6= ~0. Nazadnje rotiramo f(x) := sin(x). Dobljena rotaija ni ploskev,saj ima dve osti, in je ²e �pre²£ipnjena� na sredini.V prej²njem zgledu smo videli, da mnoºia re²itev ena£be F (x, y, z) = 0 ni vednoploskev. To se seveda lahko primeri le v primeru, ko je grad F = 0 v kaki to£ki, kiisto£asno tudi ustreza F (x, y, z) = 0. Tukaj sta ²e dva zgleda:

Slika 11: Dvojni stoºe ni ploskevZgled 13. Ena£ba F (x, y, z) := x2 + y2 − z2 = 0 ne dolo£a ploskve. Re²itev je dvojnistoºe, ki je v sredini `pre²£ipnjen.' Ravno ta to£ka pa je problemati£na , saj £e jo odstr-nimo, razpade mnoºia na dva dela � take lastnosti nima noben ravninski lik. Problemje v tem, ker je v koordinatnem izhodi²£u F (0, 0, 0) = 0, pa tudi (gradF )(0, 0, 0) = ~0.12



Zgled 14. Od prej ºe vemo, da parametrizaija r(u, v) := (u2, u − u3/3, v) globalnone dolo£a ploskve, saj ima samoprese£i²£a (prim. sliko 5). Ploskev bi dobili le, £e biparameter u omejili na dovolj majhno okolio.Poskusimo dobiti impliitno ena£bo za sliko te parametrizaije, tj. za mnoºio M :=
{r(u, v); (u, v) ∈ R

2}. To£ka (x, y, z) je v M natanko tedaj, ko je x = u2 in y = u−u3/3ter z = v pri nekih parametrih (u, v). Iz prve ena£be izra£unamo u in vstavimo v drugo,pa dobimo y = ±√
x(1+x/3). Kvadrirajmo, in preuredimo, pa dobimo impliitno ena£bomnoºie M : To je natanko mnoºia vseh re²itev ena£be F (x, y, z) := 9y2 − x(x − 3)2.Toda v to£kah (3, 0, z) ∈ M je gradient F ni£eln.Pomemben zgled ploskve je Moebiusov trak.Naloga 15. Pokaºi, da je r(u, v) := (cos u, sin u, 0) + v(cos u

2
cos u, cos u

2
sin u, sin u

2
) re-gularna parametrizaija. �e parametra omejimo na −π ≤ u ≤ π in −1/2 ≤ v ≤ 1/2, jeslika te parametrizaije ploskev. Imenuje se Moebiusov trak.

Slika 12: Moebiusov trakParametrizaijo Moebiusovega traku lahko zapi²emo v obliki r(u, v) := x(u) + vv(u),kjer v(u) 6= ~0. Take ploskve so premonosne, namre£ dobimo jih tako, da vzdolº krivulje,parametrizirane z x = x(u) �su£emo� daljio; njen smerni vektor v to£ki x(u) kaºe vzdolºvektorja v(u).�e Moebiusov trak male raztegnemo (vendar brez rezanja ali lepljenja!) ²e vednoostane Moebiusov trak. Edino oblike je malenkost druga£ne.Naloga 16. Pokaºi, da je tudi
r(s, t) := x(s) + t

(

B(s) + τ(s)
κ(s)

T(s)
)

,regularna parametrizaija neke ploskve; tu je x(s) := (sin s, (1 − cos s)3, (1 − cos s) sin s),poleg tega pa je B(s) binormala na krivuljo ki jo dolo£a x(s), in je T(s) njena tangenta,
τ(s) njena torzijska ukrivljenost, κ(s) pa njena �eksijska ukrivljenost.Pokaºi, da to£ka T (x, y, z) na tej ploskvi ustreza ena£bi

y2 + 6x2y − 8y + x6 = 0 = x3y − z313



Tudi ta ploskev je Moebiusov trak (le male druga£ne oblike kot zgoraj) Za razliko odMoebiusovega traku iz prej²nje naloge lahko tega naredimo iz kosa papirja. Ve£ informaijse najde v G. Shwarz: A pretender to the title �anonial Moebius strip.� Pai� J. Math.Volume 143, Number 1 (1990), 195-200.

Slika 13: Druga£en Moebiusov trak. Tega lahko naredimo tudi iz kosa papirja. To jeprimer neorientabilne ploskve � £e bi dvodimenzionalna bitja ºivela na njem, in bi gaobkroºila, bi se jim leva roka spremenila v desno (in obratno). Na sliki je to ponazorjenoz narisanimi pravokotniami na trak, ki se zvezno spreminjajo. Pa vendar: Ko naredimopoln obhod, kaºe pravokotnia v nasprotno smer, kot takrat, ko smo obhod za£eli. Nasliki smo zaeli z modro, ko pa z njo zvezno potujemo naokoli, kon£amo z rde£o.2.2 Krivo£rtne koordinateIzberimo si neko regularno parametrizaijo r(u, v) enega ko²£ka ploskve P . Vsakemu paru
(u, v) tedaj ustreza natanko ena to£ka na na²em ko²£ku, tj. r(u, v). Velja seveda tudiobratno: Za vsako to£ko p na ko²£ku ploskve lahko dolo£imo natanko en par (u, v), da je
f(u, v) = p.

u

v
rÓ@u,vD

rÓ@u,vD

Slika 14: Krivo£rtni koordinatni sistem na del£ku ploskve. �e variiramo u, dobimo enodruºino krivo£rtnih krivulj, £e pa variiramo v, pa dobimo ²e eno druºino.Zaradi te enoli£nosti lahko imamo, pri izbrani regularni parametrizaiji r, par ²tevil
(u, v) za koordinate to£ke na na²em ko²£ku ploskve. Imenujemo jih tudi krivo£rtne ko-14



ordinate to£ke T . Pravimo tudi, da opisujemo poloºaj to£k v krivo£rtnem koordinatnemsistemu. Seveda je krivo£rtni koordinatni sistem odvisen od izbire regularne parametri-zaije.Sedaj �ksirajmo prvo krivo£rtno koordinato u = u0 in naj druga potuje. To£ka r(u0, v)pri tem opi²e neko krivuljo na ploskvi, parametrizirano z t 7→ r(u0, t). Imenujemo jo krivo-£rtna koordinatna krivulja. Podobno bi lahko �ksirali drugo krivo£rtno koordinato v = v0,in bi pustili, da u te£e. Dobili bi neko drugo krivuljo na ploskvi; to pot parametrizirano z
τ 7→ r(τ, v0). Na tak na£in ploskev prepletemo s krivo£rtnimi koordinatnimi krivuljami.Krivo£rtni koordinatni sistem je pravokoten, £e se poljubni dve krivo£rtni koordinatnikrivulji sekata pod kotom 90◦Zgled 17 (Sferi£ne koordinate na enotski sferi). Enotska sfera je ploskev. Odreºimo ji enpoldnevnik, in izberimo naslednjo regularno parametrizaijo

r(ϕ, θ) :=
(

cos ϕ cos θ, sin ϕ cos θ, sin θ
)

.Tukaj so krivo£rtne koordinatne krivulje parametrizirane z
k1(t) := r(t, θ0) =

(

cos t cos θ0, sin t cos θ0, sin θ0

)

,

k2(τ) := r(ϕ0, τ) :=
(

cos ϕ0 cos τ, sin ϕ0 cos τ, sin τ
)

.Kot, pod katerim se sekata je po de�niiji enak kotu med ustreznima tangentnima vek-torjema. Tangentni vektor na prvo krivuljo je enak
T1 :=

k̇1(t)

‖k̇1(t)‖
=

1√
cos2 θ0

(− cos θ0 sin t, cos t cos θ0, 0) ,na drugo krivuljo pa
T2 :=

k̇2(τ)

‖k̇2(τ)‖
= (− cos ϕ0 sin τ,− sin τ sin ϕ0, cos τ) .Njun skalarni produkt je ni£, torej imamo pravokoten krivo£rten koordinaten sistem.
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Slika 15: Sferi£ni koordinatni sistem r(ϕ, θ) :=
(

cosϕ cos θ, sin ϕ cos θ, sin θ
) na sferi. �e ho-£emo povratno enoli£nost, moramo omejiti 0 < φ < 2π ter −π/2 < θ < π/2. Na tak na£inenoli£no popi²emo vse to£ke sfere, z izjmo to£k vzdolº poldnevnika.
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Naloga 18. Obratno, £e imamo to£ko T (x, y, z) na enotski sferi, pokaºi, da so njenesferi£ne koordinate enake






























φ = arc tan y
x
, θ = arc cos

√

x2+y2

x2+y2+z2 ; x > 0, z > 0

φ = π+ arc tan y
x
, θ = arc cos

√

x2+y2

x2+y2+z2 ; , x < 0, z > 0

arc tan y
x
, θ = − arc cos

√

x2+y2

x2+y2+z2 ; x > 0, z < 0

π+ arc tan y
x
, θ = − arc cos

√

x2+y2

x2+y2+z2 ; x < 0, z < 0Zgled 19. Zgornjo polovio enotske sfere pa lahko parametriziramo tudi kot
r(x, y) := (x, y,

√

1 − (x2 + y2).V tem primeru so tangentni vektorji krivo£rtnih koordinatnih krivulj enaki rx(x, y) =
√

x2+y2−1
y2−1

(

1, 0,− x√
1−x2−y2

) oziroma ry(x, y) =
√

x2+y2−1
x2−1

(

1, 0,− y√
1−x2−y2

). Njihovskalarni produkt pa ni ni£, torej to pot nimamo pravokotnega krivo£rtnega koordinatnegasistema.
-1 1

-1

1

-1 1

-1

1

rÓ@u,vD

Slika 16: Nepravokoten krivo£rten koordinatni sistem na sferi. Kot med krivo£rtnimikoordinatnimi krivuljami se spreminja od to£ke do to£ke. Na sliki je prikazan z debelimadaljiama v eni izbrani to£ki.
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2.3 Tangentna ravninaVzemimo sedaj v preep neko �ksno to£ko p na ploskvi P . Izberimo neko regularnoparametrizaijo r : Dr → P del£ka ploskve, ki vsebuje p. S tem smo predpisali tudikrivo£rtni koordinatni sistem na tem del£ku. Krivo£rtne koordiante to£ke p so npr,
(u0, v0); torej p = r(u0, v0).Pa denimo, da do p vodi neka gladka krivulja, ki v eloti leºi na ploskvi � imenujmojo ploskovna krivulja (mislimo si, da imamo na ploskvi z imenom Zemlja speljano neko estodo kraja p). V krivo£rtnih koordinatah je krivulja parametrizirana z u = u(t), v = v(t);denimo ²e, da u(0) = u0 in v(0) = v0 (to slednje lahko vedno doseºemo; v nasprotnem pa£ re-parametriziramo krivuljo). Krivulja na ploskvi je tedaj parametrizirana z t 7→ r

(

u(t), v(t)
).Kako dobiti njen tangentni vektor v to£ki p (iz vsakdanjega ºivljenja: �e avto vozi po estiin pride do kraja p, kam kaºejo njegovi ºarometi?)Tangetni vektor kaºe v smeri odvoda krivulje, torej v smeri vektorja d

dt
r
(

u(t), v(t)
).Zapi²imo po komponentah:

r(u, v) =
(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
)

,vstavimo u = u(t), v = v(t), odvajajmo po veriºnem pravilu, in dobimo
T =

ṙ

‖ṙ‖ =
1

‖ṙ‖ ·
(

xuu̇ + xvv̇, yuu̇ + yvv̇, zuu̇ + zv v̇
)

=
ṙ

‖ṙ‖(xu, yu, zu)u̇ + (xv, yv, zv)v̇ = ru
u̇
ṙ

+ rv
v̇
ṙ
.Kot obi£ajno smo pri parialnem odvodu xu izpustili argumente; natan£neje bi bilo xu =

xu(u(t), v(t)); podobno za preostale parialne odvode. Pri t = 0 pridemo ravno v to£ko p.Tangentni vektor krivulje pa je neka linearna kombinaija dveh vektorjev ru(u0, v0) in
rv(u0, v0). Gornjo izpeljavo lahko ponovimo za poljubno gladko krivuljo skozi p.Sklepamo, da tangentni vektorji raznoraznih ploskovnih krivulj v to£ki p leºijo v eni inisti ravnini, ki je napeta na ru(u0, v0) in rv(u0, v0) (Zakaj ºe ta dva vektorja res razpenjataravnino, in ne premie?). To ravnino vzporedno premaknemo, da bo vsebovala tudito£ko p, pa smo pri²li do tangentne ravnine.

17



Slika 17: Tangentna ravnina. Raznorazne ploskovne krivulje imajo v dani to£ki tangen-tne vektorje (ozna£ene na 2. in 3. sliki z odebeljeno £rtkano daljio), ki leºijo naeni in isti ravnini.Naloga 20. Pokaºi, da tangentni vektorji krivulj na stoºu, tj. grafu funkije z =
√

x2 + y2, v to£ki T (0, 0, 0) ne leºijo na skupni ravnini. Torej stoºe ne more biti plo-skev.

Slika 18: Stoºe. Tangentni vektorji krivulj so prikazani z odebeljeno lomljeno £rto.Vidimo, da ne leºijo na skupni ravnini.Zanimivo bi bilo dobiti formulo za tangentno ravnino v primeru, ko imamo ploskevpodano parametri£no ali pa impliitno.Naloga 21. Denimo, da je r = r(u, v) regularna parametrizaija ploskve. Pokaºi, da imatangetna ravnina v to£ki r(u0, v0) ena£bo
(

(X, Y, Z) − r(u0, v0)
)

·
(

ru(u0, v0) × rv(u0, v0)
)

= 0Zgled 22. Kot zgled si oglejmo ploskev, podano parametri£no z r(u, v) := (u, v, u2 − v2).Zanima pa nas tangetna ravnina v to£ki s krivo£rtnimi koordiantami (u, v) = (1, 1).Odvajajmo ru = (1, 0, 2u), rv = (0, 1,−2v). Njun vektorski produkt v je pri (u, v) = (1, 1)enak (ru × rv)(1, 1) = (−2, 2, 1). Ena£ba tangentne ravnine je torej (X − 1, Y − 1, Z −
0) · (−2, 2, 1) = 0, oziroma −2X + 2Y + Z = 0.18



Naloga 23. Denimo, da je ploskev graf neke gladke funkije f = f(x, y). Pokaºi, da imatangentna ravnina v to£ki (x0, y0, f(x0, y0)) ena£bo
(X − x0)p + (Y − y0)q = (Z − z0);

(

p := fx(x0, y0), q := fy(x0, y0), z0 := f(x0, y0)
)

.Naloga 24. Denimo, da je ploskev podana impliitno kot mnoºia ni£el funkije F =
F (x, y, z); poleg tega pa naj gradF 6= ~0 na to£kah iz ploskve. Pokaºi, da ima tangetnaravnina v to£ki (x0, y0, z0) ena£bo

(

X − x0, Y − y0, Z − z0

)

· (gradF )(x0, y0, z0) = 0.Zgled 25. Vzemimo isto ploskev kot v prej²njem zgledu. Poi²£imo njeno impliitnoena£bo, in iz nje tangentno ravnino. To£ke na ploskvi imajo koordinate (x, y, z) =
r(u, v) = (u, v, u2 − v2). Torej je x2 − y2 − z = u2 − v2 − (u2 − v2) = 0. Dobili smoimpliitno ena£bo: F (x, y, z) = x2 − y2 − z = 0. Njen gradient je gradF = (2x, 2y,−1).Tangetna ravnina v to£ki r(1, 1) = (1, 1, 0) pa je

0 = (X − 1, Y − 1, Z − 0) · (2, 2,−1) = 2X + 2Y − Z.Obakrat smo dobili isto tangentno ravnino. Kaj pa, £e bi vzeli druga£no parametri-zaijo na²e ploskve (tj. druge krivo£rtne koordinate), npr. r1(s, t) := (s + t, t − s, 4st), alibi v to£ki (1, 1, 0) = r1(0, 1) dobili isto ena£bo za tangentno ravnino?Naloga 26. Pokaºi, da je tangentna ravnina v to£ki p ∈ P neodvisna od izbire regularneparametrizaije ploskve P .(Nasvet: �e sta r = r(u, v) in r1 = r1(s, t) dve regularni parametrizaiji istega del£ka ploskve, ki vsebujeto£ko p, sta med sabo povezani: Obstaja preslikava h = h(s, t) =
(

u(s, t), v(s, t)
), da r1(s, t) = (r ◦

h)(s, t) = r
(

u(s, t), v(s, t)
). Dobimo jo kot kompozitum h = r

−1 ◦ r1. Prepri£aj se, da je odvedljiva(uporabi Nalogo 4 in izrek o lokalno inverzni preslikavi), nato pa vstavi to povezavo v ena£bo za tangentnoravnino. )2.4 Merjenje na ploskvi: Prva osnovna formaKako merimo na ploskvi? Kaj sploh lahko merimo? Vpra²anja niso enostavna, nitiodgovori nanje. V najenostavnej²i ploskvi, tj. ravnini lahko merimo npr. razdalje medto£kami, povr²ine likov, dolºine krivulj, kote med krivuljami. Isto bomo merili tudi na�zgubanih ravninah,� tj. na ploskvah.Vzemimo za za£etek elementarno ploskev P , in bodi r = r(u, v) njena regularna para-metrizaija. To£ki r(u + du, v + dv) in r(u, v) sta v prostoru R
3 oddaljeni za

‖r(u + du, v + dv) − r(u, v)‖Razbijmo po komponentah: r(u, v) =
(

x(u, v), y(u, v), z(u, v)
), in vsako od komponentrazvijmo po Taylorjevi formuli reda n = 1. Tako npr. x(u + du, v + dv) = x(u, v) +

xu(u, v) du+xv(u, v) dv+o1(du, dv); tu je o1(du, dv) ostanek Taylorjeve vrste in zanj velja
lim(du,dv)→(0,0)

o1(du,dv)√
du2+dv2 = 0. Podobno je tudi y(u + du, v + dv) = y(u, v) + yu(u, v) du +19



yv(u, v) dv + o2(du, dv) in podobno za tretjo komponento. �e zaradi kraj²ega zapisaopustimo pisanje argumentov (u, v), vidimo, da
r(u + du, v + dv) − r(u, v) = (xu, yu, zu) du + (xv, yv, zv) dv +

(

o1(du, dv), o2(du, dv), o2(du, dv)
)

= ru du + rv dv + o(du, dv) = dr + o(du, dv)Tu je (du, dv) diferenial krivo£rtnih koordinat, dr = ru du + rv dv pa diferenial presli-kave r. Zaradi lim(du,dv)→(0,0)
‖o(du,dv)‖√

du2+dv2 = 0 je, pri majhnih spremembah (du, dv), diferen-ial dr glavni prispevek razlike na levi strani ena£be.Diferenial krivo£rtnih koordinat, (du, dv), ni ni£ drugega kot njuna sprememba, tj.
(du, dv) = (∆u, ∆v). Katero spremembo pa meri dr?Naloga 27. Pokaºi, da dr meri spremembo tangentne ravnine na ploskev P v to£ki r(u, v),£e se lokalne koordinate spremenijo za (du, dv).

PSfrag replaements
(u, v)

u

v
(u + du, v + dv)r(u,v)+drr(u,v)r(u+du,v+dv)

PSfrag replaements r(u,v)

r(u,v)+drr(u,v)r(u+du,v+dv)
V

VPSfrag replaements
dr r(u,v)+dr

r(u,v) r(u+du,v+dv)

Slika 19: Merjenje na ploskvi. V okolie na²e to£ke T = r(u, v) se ploskev (dobra pred-stava za ploskev je tukaj npr. kar planet Zemlja!) zdi ravna; ukrivljenost opazimo²ele na dolgih razdaljah. Lokalno torej merimo razdalje na ploskvi tako, da privza-memo, da je ploskev ravna, tj., da se v okolii to£ke ujema s tangentno ravnino, nasliki prikazano rde£e. Krivo£rtne koordinate r(u + du, v + dv) razvijemo po Taylorjeviformuli r(u + du, v + dv) − r(u, v) = (rudu + rvdv) + ost. Linearni del razlike, tj. vektor
dr := (rudu + rvdv) leºi v tangetni ravnini. Njegova dolºina, ‖(rudu + rvdv)‖ predstavljaglavni doprinos k razdalji od T = r(u, v) do to£ke r(u + du, v + dv).Oglejmo si sedaj dolºino glavnega dela spremembe r(u+du, v +dv)− r(u, v)! Merimojo s skalarnim produktom:
dr · dr = (ru du + rv dv) · (ru du + rv dv) = (ru · ru) du2 + 2(ru · rv) du dv + (rv · rv) dv2

= Edu2 + 2Fdu dv + Gdv2, 20



kjer smo ozna£ili
E := (ru · ru); F := (ru · rv), G := (rv · rv). (2)Forma

I(du, dv) := Edu2 + 2Fdu dv + Gdv2se imenuje prva osnovna forma ploskve, parametrizirane z r = r(u, v) (ali male boljpovr²no: prva osnovna forma, izraºena v krivo£rtnih koordinatah (u, v)). Njeni koe�i-enti, E, F, G se imenujejo prvi osnovni koe�ienti ploskve; iz (2) vidimo, da so funkijekrivo£rtnih koordinat (u, v), in se torej spreminjajo od to£ke do to£ke po ploskvi. Kak²engeometrijski pomen ima ta forma?Zgled 28. Ravnina z = 0 ima regularno parametizaijo r(x, y) := (x, y, 0). Tukaj je
E = rx ·rx = (1, 0, 0) · (1, 0, 0) = 1. Podobno je tudi G = 1. Za F pa dobimo F = rx ·ry =
(1, 0, 0) · (0, 1, 0) = 0. Prva osnovna forma se glasi:

I(dx, dy) = dx2 + dy2 = ds2kar ni ni£ drugega kot Pitagorov izrek.
u

v

Hu,vL du

ds
dv

Hu+du,v+dvL

Slika 20: Prva osnovna forma na ravnini. �e se koordinate to£ke spremenijo za (du, dv),smo pri²li do nove to£ke, ki je od prvotne oddaljena za ds = ‖dr‖.Prva osnovna forma je posplo²itev Pitagorovega izreka za in�nitezimalno majhne iz-krivljene trikotnike na ploskvah.Zgled 29. Kot drugi zgled si oglejmo prvo osnovno formo na sferi. Izberimo sferi£nikrivo£rtni koordinatni sistem r(ϕ, θ) := (cos ϕ cos θ, sin ϕ cos θ, sin θ). Sedaj je E = rϕ ·
rϕ = (− cos θ sin ϕ, cos θ cos ϕ, 0) · (− cos θ sin ϕ, cos θ cos ϕ, 0) = cos2 θ, ter G = rθ · rθ =
(− cos ϕ sin θ,− sin θ sin ϕ, cos θ)·(− cos ϕ sin θ,− sin θ sin ϕ, cos θ) = 1, ter F = rϕ ·rθ = 0.Torej je prva osnovna forma:

I(dϕ, dθ) = cos2 θ dϕ2 + dθ2,in dobimo posplo²itev Pitagorovega izreka na sferi.V obeh primerih je F = 0. To ni naklju£je, kajti krivo£rtni koordinantni sistem je bilv obeh primerih pravokoten. Velja namre£ tale ugotovitev:21



(u, v)

(u + du, v + dv)

√
E du

√
G dv

ds

Slika 21: Prva osnovna forma na ploskvah: �e se koordinatnni krivulji u in v malenkostnospremenita za du oz. dv, dobimo na ploskvi infinitezimalen izkrivljen trikotnik. Dolºinonjegove tretje stranie nam da prva osnovna forma: ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2
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∆v

∆v
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u
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v

vSlika 22: Sfera in izkrivljen pravokotni trikotnik na njej.Trditev 30. Krivo£rtni koordinatni sistem je pravokoten natanko tedaj, ko je F = ru·rv =
0 za vsako to£ko (u, v).Zgled 31 (Neodvisnost prve osnovne forme od izbire parametrizaije). Sfero smo ºe pa-rametrizirali v sferi£nih krivo£rtnih koordinatah r(ϕ, θ) :=

(

cos ϕ cos θ, sin ϕ cos θ, sin θ
),s prvo osnovno formo

I(dϕ, dθ) = cos2 θ dϕ2 + dθ2.Lahko pa izberemo druga£no parametrizaijo, npr. r∗(x, y) :=
(

x, y,
√

1 − x2 − y2
) jeparametrizaija zgornje polovie sfere (prim. sliko 19). Prva osnovna forma je sedajdruga£na kot v sferi£ni parametrizaiji:

E∗ = r∗x · r∗x = (1, 0, −x√
1−x2−y2

) · (1, 0, −x√
1−x2−y2

) = 1 +
x2

1 − x2 − y2

F ∗ = r∗x · r∗y = (1, 0, −x√
1−x2−y2

) · (0, 1, −y√
1−x2−y2

) =
xy

1 − x2 − y2

G∗ = r∗y · r∗y = (0, 1, −x√
1−x2−y2

) · (0, 1, −x√
1−x2−y2

) = 1 +
y2

1 − x2 − y2
,in s tem je prva osnovna forma v parametrizaiji r∗ enaka

I∗(dx, dy) =
(y2 − 1)

x2 + y2 − 1
dx2 − 2xy

x2 + y2 − 1
dy dx +

(x2 − 1)

x2 + y2 − 1
dy2.22



Pa vendar sta obe formi povezani med sabo! Namre£, isto to£ko na sferi lahko zapi²emov dveh razli£nih krivo£rtnih koordinatnih sistemih: r oziroma r∗:
T = T (cos φ cos θ, sin φ cos θ, sin θ) = T

(

x, y,
√

−x2 − y2 + 1
)

2 Π
Φ

-
Π
����
2

Π
����
2

Θ

2 Π
Φ

-
Π
����
2

Π
����
2

Θ

u
-1 1 x

-1

1
y

-1 1 x

-1

1
y

T

PSfrag replaements
r∗(x, y)

φ=φ(x,y), θ=θ(x,y)
x=x(φ,θ) y=y(φ,θ)

Slika 23: Na dovolj majhni okolii obstaja povratno enoli£na povezava med razli£nimaparametrizaijama iste ploskve.S primerjavo koordinat je torej x = cos φ cos θ = x(φ, θ) in y = sin φ cos θ = y(φ, θ).Oziroma bolj splo²no: r(φ, θ) = r∗(x(φ, θ), y(φ, θ)).Kaj pa povezava med difereniali (dx, dy) in (dφ, dθ)? Po veriºnem pravilu za totalnidiferenial velja
dx = xφ dφ + xθ dθ

dy = yφ dφ + yθ dθSe pravi, da sta prvi osnovni formi res povezani, namre£
I∗(dx, dy) = ‖dr∗‖2 = ‖r∗x dx + r∗y dy‖2 = ‖r∗x (xφ dφ + xθ dθ) + r∗y (yφ dφ + yθ dθ)‖2

= ‖(r∗x xφ + r∗y yφ) dφ + (r∗x xθ + r∗y yθ) dθ‖2 = ‖rφ dφ + rθ dθ‖2

= I(dφ, dθ)

(3)Oziroma, £e v I∗(dx, dy) =
(y2−1)

x2+y2−1
dx2 − 2xy

x2+y2−1
dy dx +

(x2−1)
x2+y2−1

dy2 vstavimo x =

cos φ cos θ = x(φ, θ), y = sin φ cos θ = y(φ, θ) ter upo²tevamo naslednjo enakost med dife-reniali dx = xφ dφ + xθ dθ oziroma dy = yφ dφ + yθ dθ, bomo dobili natanko I(dφ, dθ) =
cos2 θ dϕ2 + dθ2.Dejansko iz gornjega zgleda sklepamo na ²e veliko ve£: Prva osnovna forma ploskve jeneodvisna od izbire regularne parametrizaije! Popolnoma jo dolo£a oblika ploskve.Naloga 32. Denimo, da sta r = r(u, v) in r∗ = r∗(x, y) dve regularni parametrizaijiploskve P . 23



(i) Pokaºi, da sta parametra (x, y) zvezno odvedljivi funkiji od (u, v), tj. x = x(u, v)in y = y(u, v).(ii) Odvod prehodne preslikave Ξ(u, v) := (x(u, v), y(u, v)), ki povezuje parametra (x, y)z (u, v) je linearni operator, ki ga lahko predstavimo z Jaobijevo matriko. Pokaºi,da preslika vektor (du, dv) v vektor (dx, dy), dolo£en z dx = ∂x
∂u

du + ∂x
∂v

dv, oziroma
dy = ∂y

∂u
du + ∂y

∂v
dv.(iii) Pokaºi, da sta prvi osnovni formi v tej korespondeni med difereniali (dx, dy) oz.

(du, dv) enaki, tj. I(du, dv) = I∗(dx, dy
).S prvo osnovno formo lahko merimo dolºino krivulj na ploskvi:�e je Γ neka gladka krivulja na ploskvi, jo lahko parametriziramo v krivo£rtnih ko-ordinatah kot u = u(t) ter v = v(t); (t ∈ [a, b]); gre torej za krivuljo s parametrizaijo

γ(t) := r(u(t), v(t)). Njeno dolºino podaja formula
L(Γ) =

ˆ b

a

‖γ̇(t)‖ dt =

ˆ b

a

√

γ̇ · γ̇(t) dt.Odvod ra£unamo po veriºnem pravilu: γ̇ = ruu̇+rvv̇, odkoder je γ̇ ·γ̇ = Eu̇2+2F u̇v̇+Gv̇2.Torej
L(Γ) =

ˆ b

a

√

(Eu̇2 + 2F u̇v̇ + Gv̇2)(t) dtZgled 33. Na sferi v sferi£nih krivo£rtnih koordinatah imamo krivuljo, parametriziranoz ϕ = ϕ(t) := t in θ = θ(t) := 2 arctan et. Koliko dolºino opravi ta pot, ko t ∈ [0, π/2]?Prvo osnovno formo smo ºe izra£unali: I(dϕ, dθ) = cos2 θ dϕ2 + dθ2. Diereniala kri-vo£rtnih koordinat dobimo z lahkoto: du = dt in dv = d(2 arctan et) = 2et

1+e2t dt. Vstavimov izpeljano formulo za izra£un dolºine:
L =

ˆ π/2

0

√

cos2(2 arctan et) dt2 +
(

2et

1+e2t

)2
dt2 =

ˆ π/2

0

√

(

1−e2t

1+e2t

)2
+

(

2et

1+e2t

)2
dt

=

ˆ π/2

0

dt =
π

2
.S koe�ienti prve osnovne forme lahko dolo£imo tudi kote med dvema krivuljama naploskvi:Vzemimo dve krivulji, in ju parametrizirajmo v krivo£rtnih koordinatah z γ1(t) :=

r(u1(t), v1(t)) oziroma γ2(s) := r(u2(s), v2(s)). Denimo, da se sekata pri t = t0 in s = s0.Tedaj je osinus kota med njima enak
cos α =

γ̇1 · γ̇2

‖γ̇1‖ · ‖γ̇2‖
∣

∣

∣

t=t0
s=s0

=

(

ru · u̇1 + rvv̇1

)

·
(

ru · u̇2 + rvv̇2

)

√

I(u̇1, v̇1) ·
√

I(u̇2, v̇2)

∣

∣

∣

t=t0
s=s0

=
Eu̇1u̇2 + F (u̇1v̇2 + u̇2v̇1) + Gv̇1v̇2

√

I(u̇1, v̇1) ·
√

I(u̇2, v̇2)

∣

∣

∣

t=t0
s=s0

=
Edu1du2 + F (du1dv2 + du2dv1) + Gdv1dv2

√

I(du1, dv1) ·
√

I(du2, dv2)

∣

∣

∣

t=t0
s=s024



Zgled 34. Pod kak²nim kotom sekata krivulja iz Zgleda 33 in druga krivo£rtna koordinata(= meridian)?

Slika 24: Krivulja φ = t, θ = 2 arc tan(et) in krivo£rtna koordinatna krivulja θ = c0 = constNajprej ju parametrizirajmo s krivo£rtnimi koordinatami. Prva ima parametrizaijo
γ1(t) = r(t, 2 arc tan(et)), druga pa γ2(s) = r(s, c0). �e laºje je podati parametriza-ijo v krivo£rtnih koordinatah: Prva krivulja je parametrizirana z φ1(t) = t, θ1(t) =
2 arc tan(et), druga pa z φ2(s) = s in θ2(s) = c0. Hitro najdemo tudi prese£i²£a: Sekata sev to£kah z istimi krivo£rtnimi koordinatami. Torej φ1(t) = φ2(s) oz θ1(t) = θ2(s). Takojpreberemo, da t = s in 2 arc tan(et) = c0. Sedaj pa v formuli za izra£un kotov upo²tevamo,da je dφ1 = dt in dφ2 = ds ter dθ1 = d

(

2 arc tan(et)
)

= 2et

1+e2t dt in dθ2 = d(const) = 0.Vstavimo v formulo, pa dobimo
cos α =

Edφ1 dφ2 + F (dφ1 dθ2 + dφ2 dθ1) + Gdθ1 dθ2
√

I(dφ1, dθ1) ·
√

I(dφ2, dθ2)

∣

∣

∣

s=t=ln(tan
c0
2

)

=
cos2 θ · dφ1 dφ2 + 0 + 1 · dθ1

=0

dθ2
√

cos2 θ · dφ2
1 + θ2

1

√

cos2 θ · dφ2
2 + dθ2

2

∣

∣

∣ θ=c0

φ=ln(tan
c0
2

)

=
cos2(θ)

√

cos2(θ) + dθ2
1

√

cos2(θ)

∣

∣

∣

θ=c0
φ=ln(tan

c0
2 )

=
cos2 c0

√

cos2 c0 +
(

2et

1+e2t

)2 |t=ln tan(c0/2) ·
√

cos2 c0

= cos c0Koe�iente I. osnovne forme E, F, G smo pa£ ra£unali v prese£i²u krivulj, torej pri θ = c0in φ = ln(tan c0
2
).S koe�ienti prve osnovne forme pa lahko merimo elo povr²ino likov na ploskvah.Najprej moramo sploh de�nirati kaj je to povr²ina.Zopet si za za£etek oglejmo elementarno ploskev z regularno parametrizaijo r =

r(u, v). S krivo£rtnimi koordinata jo razreºimo na drobne ploskvie. Kot glavni prispevekh povr²ini posamezne ploskvie si izberimo kar paralelogram iz tangentne ravnine, napet25
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V

V

V

PSfrag replaements
r(u + du, v)

r(u, v)
r(u, v + dv)

~N = ru × rv

rudu

rvdv

Slika 25: Povr²ina ploskve. S krivo£rtnimi koordinatnimi krivuljami jo razreºemo na pod-ploskve. �e je razrez dovolj gost, je povr²ina posamezne ploskvie (na sliki obrobljena zrde£o) pribliºno enaka povr²ini paralelograma, napetega na vektorja ru du oz. rv dv. Tapovr²ina pa je enaka dolºini njunega vektorskega produkta, torej area= ‖ru × rv‖ du dv.na vektorja δw1 := rudu in δw2 := rvdv. �e privzamemo du, dv > 0, je njegova povr²inaenaka ∆S = ‖δw1 × δw2‖ = ‖ru × rv‖ du dv. Spomnimo se na povezavo med dolºinovektorskega in skalarnega produkta: ‖a · b‖2 + (a · b)2 = ‖a‖2 · ‖b‖2, pa lahko povr²inoparalelogram£ka izrazimo s koe�ienti prve osnovne forme:
∆S = ‖ru × rv‖ du dv =

√

‖ru‖2 · ‖rv‖2 − (ru · rv)2 du dv =
√

EG − F 2 du dv.Mimogrede smo tudi pokazali, da je EG ≥ F 2! Sedaj pa vse te prispevke se²tejmo, inlimitirajmo (du, dv) → (0, 0), Kar sama se ponuja naslednja de�niija povr²ine:De�niija 35. �e je r = r(u, v) : Dr → P regularna parametrizaija ploskve P , je njenapovr²ina ²tevilo
S(P ) :=

¨

Dr

‖ru × rv‖ du dv =

¨

Dr

√
EG − F 2, du dv,kjer so E, F, G koe�ienti prve osnovne forme.Kaj pa, £e bi vzeli kako drugo regularno reprezentaijo, ali bi dobili enako povr²ino, aline? �e je odgovor ne, potem je gornja de�niija povsem neprimerna, in moramo poiskatidruga£no de�niijo povr²ine. K sre£i je odgovor da.26



Naloga 36. Pokaºi, da je de�niija povr²ine elementarne ploskve neodvisna od izbireregularne parametrizaije. Torej, £e je ∗
r =

∗
r(s, t) : D∗

r
→ P neka druga regularna para-metrizaija iste ploskve P , je

¨

Dr

√
EG − F 2 du dv =

¨

D∗
r

√

∗

E
∗

G −
∗

F 2 ds dt.�e ploskev ni elementarna, jo razreºemo na posamezne elementarne kose, za vsakegaod njih izra£unamo plo²£ino, in vse skupaj se²tejemo. Z male ve£ truda se da pokazati, daje dobljena povr²ina enaka, neglede na to, kako razrezujemo ploskev na njene elementarnepodploskve.Zgled 37. Izra£unajmo povr²ino enotske sfere. To sier ni elementarna ploskev, zato ji od-stranimo en meridian. Na povr²ini se ne pozna, £e ploskvi odstranimo (ali dodamo) kon£nomnogo gladkih krivulj. Sedaj izberimo kar sferi£ne koordinate r = r(ϕ, θ) : (0, 2π) ×
(−π/2, π/2) → P , v katerih ºe imamo izra£unano prvo osnovno formo: I(dϕ, dθ) =
cos2 θ dϕ2 + dθ2. Povr²ina enotske sfere je torej

S =

¨

(0,2π)×(−π/2,π/2)

√
cos2 θ · 1 − 02 dϕ dθ =

ˆ 2π

0

dϕ

ˆ π/2

−π/2

| cos θ| dθ = 4π.Zgled 38. Povr²ina vrtenine funkije f : (a, b) → [0,∞). Spomnimo se regularne para-metrizaije vrtenine: r(t, ϕ) := (t, f(t) cos ϕ, f(t) sinϕ). Odtod lahko takoj izra£unamoprvo osnovno formo I(dt, dϕ) = (f ′(t)2+1) dt2+f(t)2 dϕ2. Vidimo, da je koe�ient F ≡ 0,torej imamo pravokoten krivo£rtni koordinatni sistem. Povr²ina vrtenine pa je
S =

ˆ b

a

dt

ˆ 2π

0

√

(f ′(t)2 + 1)f(t)2 − 02 dϕ = 2π

ˆ b

a

√

(f ′(t)2 + 1)f(t) dt,formula, ki jo ºe poznamo iz analize 1.
t

ySlika 26: Veriºnio y = ch t zarotiramo okoli absisne osi. Dobimo vrtenino, parame-trizirano z r(t, θ) = (t, cos θ ch t, ch t sin θ). �e ho£emo povratno enoli£nost parametrizaije,moramo omejit θ ∈ (0, 2π), in vrtenino prerezati vzdolº krivulje {(t, ch t, 0); t ∈ R}.
27



2.5 Uporaba prve osnovne formeVzemimo dve ploskvi; prvo dobimo, £e rotiramo veriºnio f(t) = cos(t) okoli absie(slika 38). Parametrizirana je z r(t, θ) := (t, ch t cos θ, ch t sin θ). Ta parametrizaija bopovratno enoli£na, £e ploskev prereºemo vzdolº (tj. odstranimo) krivulje {(t, ch t, 0); t ∈
R}.Druga ploskev pa naj bo parametrizirana z r∗(u, φ) := (u cos φ, u sinφ, φ).
Slika 27: Ploskev, parametrizirana z r

∗(u, φ) := (u cosφ, u sinφ, φ). Da je to res ploskevnajlaºje vidimo iz njene impliitne ena£be y/x = sin φ
cos φ

= tanφ = tan z, oziroma F (x, y, z) :=
y − x tan z = 0Med tema dvema ploskvama lahko najdemo preslikavo F , ki to£ko p s krivo£rtnimikoordinatami (t, θ) preslika v to£ko F (p) s krivo£rtnimi koordinatami (u∗, φ∗) = (sh t, θ).

t

2 Π
Θ

2 Π

F

PSfrag replaements r−1 r∗

u∗

φ∗

u=sh t
φ=θ

Slika 28: Preslikavo F med dvema ploskvama poznamo, £e povemo kam se preslika to£ka
p s krivo£rtnimi koordinatami (t, θ) iz prve ploskve. Preslika se v to£ko F (p) na drugiploskvi, in ima tam krivo£rtne koordinate (u∗, φ∗) := (sh t, θ).V to£ki p = r(t, φ) = (t, ch t cos θ, ch t sin θ) je prva osnovna forma enaka

I(dt, dθ) = (1 + sh2 t) dt + 0 dt dθ + dθ2.28



Ta to£ka se preslika v to£ko p∗ = F (p) = r∗(u, φ)|u=sh t

φ=θ

= (u cos φ, u sinφ, φ)|u=sh t

φ=θ

. Prvaosnovna forma v preslikani to£ki pa je
I∗(du, dφ) = du2 + 0 du dv + (u2 + 1) dφ2|u=sh t

φ=θ

= (ch t dt)2 + (sh2 t + 1)(dθ)2,kar je zaradi ch2 t = 1 + sh2 t identi£no I(dt, dθ). Torej o ko�ienti iz prve osnovne formev to£ki p identi£ni koe�ientom iz prve osnovne forme na preslikani to£ki F (p), ki leºi nadrugi ploskvi.�e eno moºno interpretaijo preslikave F podaja naslednja naloga.Naloga 39. S pomo£jo preslikave F lahko doseºemo, da sta obe ploskvi parametrizi-rani na istem de�niijskem obmo£ju, prva ²e vedno z r(t, θ) := (t, ch t cos θ, ch t sin θ),druga ploskev pa z parametrizaijo r∗∗ = F ◦ r : (t, θ) 7→ F (r(t, θ) = r∗(u, φ)|u=sh t

φ=θ

=

(sh t cos θ, sh t sin θ, θ). Pokaºi, da za koe�iente prve osnovne forme velja zveza E = E∗∗,
F = F ∗∗ in G = G∗∗.Spomnimo, da zgolj s pomo£jo koe�ientov prve osnovne forme merimo dolºino krivulj,kote med krivuljami, in plo²£ino likov na ploskvah. Na²a preslikava F ima potemtakemzanimivo lastnost: Ohranja dolºino krivulj, ohranja velikost kotov med krivuljama, inohranja plo²£ine likov. Takim preslikavam re£emo izometrije.Izkaºe se, da je F izometrija natanko tedaj, ko ohranja koe�iente prve osnovne forme.Naloga 40. Poi²£i izometrijo med valjem in ko²£kom ravnine.(Nasvet: Poskusi z F : (cos t, sin t, z) 7→ (t, z, 0) ∈ R
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