
Poglavje 6

Λ-RAČUN

6.1 Uvod

Lambda rǎcun (λ-račun) je razvil leta 1930 Alonzo Church. Uporabljen je bil leta 1936
kot osnovni jezik v slavnem̌clanku o obstoju neodlǒcljivega problema (Entscheidung-
sproblem).

Λ-račun lahko vidimo kotprimalenprogramski jezik, ki je izrazno enako močen kot
Turingov stroj. Alan Turing je v istem̌casu (okoli leta 1936) podobno kot Church poka-
zal, da ni mogǒce rěsiti vse probleme izrǎzene v univerzalnem jeziku in zato obstajajo
neodlǒcljivi problemi. Turing je dokazal tudi ekvivalentnost med svojimstrojem in
λ-računom.

Iz strani matematike predstavljaλ-račun formalno osnovo s pomočjo katere je mogǒce
izražatifunkcije. Iz strani rǎcunalnǐstva predstavljaλ-račun formalen jezik, ki je osnova
vsem programskim jezikom1. Zǎcetna verzija programskega jezika Lisp, na primer, je
genialno enostavna implementacijaλ-računa.

Λ-račun je v zadnji polovici stoletja uporabljen tudi kot formalna paradigma program-
skih jezikov. V zadnjih desetletjih, ko se je razširilo raziskovalno delo nateoriji pro-
gramskih jezikovje λ-račun uporabljen kot osnovno formalno orodje za definicijose-
mantikeprogramskih jezikov.

Izkazalo se je, da lahkoλ-račun slǔzi kot osnova za opis pomena tudi bolj komple-
ksnih gradnikov programskih jezikov kot je npr. polimorfizem ter tudi gradnikov bolj
kompleksnih programskih jezikov kot so npr. objektni programski jeziki.

V nadaljevanju bo najprej predstavljena sintaksa in evaluacija λ-računa. Sledila bo
predstavitev postopkov redukcijeλ-izrazov v vrednosti. Prikazana bo determinističnost
jezika in izrazna mǒc λ-računa.

1Peter J. Landin, ki je veliko prispeval na področju programskih jezikov je leta 1966 rekel: “Whatever
the next 700 languages turn out to be, they will surely be variants of lambda calculus.”
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6.2 Sintaksa

Definicija 6.2.1. Mnǒzicaλ-izrazovΛ je zgrajena iz neskončne mnǒzice spremenljivk
V = {v, v′, v′′, . . .} z aplikacijo in funkcijsko abstrakcijo.

x ∈ V ⇒ x ∈ Λ
M,N ∈ Λ ⇒ (M N) ∈ Λ

M ∈ Λ, x ∈ V ⇒ (λx.M) ∈ Λ

Izrazλx.M predstavljaλ-abstrakcijo s katero opišemo funkcije z enim argumentom in
telesomM . Izraz(M N) predstavlja aplikacijo funkcijskega izrazaM na parametru
N .

Backus-Naurjeva oblika zapisa sintakse je sledeča. Simbolie, e1, e2 predstavljajoλ-
izraze.

e ::= v | λx.e | e1e2

Opazka 6.2.1. Poglejmo si kako se povezujejo izrazi zgrajeni z aplikacijofunkcije in
lambda abstrakcijo. Aplikacija funkcije je levo asociativna.

x y z ≡ ((x y)z)

Lambda abstrakcija se povezuje na desno.

λx.x λy.x y z ≡ λx.(x λy.((x y) z))

Primer 6.2.1. Poglejmo si nekaj primerovλ-izrazov.

y
y x
λx.y x
(λx.y x) z
(λx.λy.y x) z w

2

V vseh jezikih je pomembnopodrǒcje definicije spremenljivkt.j. del programa kjer je
definirana neka spremenljivka.

Abstrakcijaλx.E povezuje spremenljivkox v E. Spremenljivkax je definirana znotraj
izrazaE ali E je podrǒcje definicije spremenljivkex. Pravimo, da jex vezana vE
podobno kot so argumenti funkcije vezani na telo funkcije.
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6.2.1 Proste in vezane spremenljivke

Spremenljivkax je prosta v izrazuE, če ima pojavitve, ki niso vezane zλ-abstrakcijo.
.

Definicija 6.2.2. Mnǒzica prostih spremenljivkizrazaM je definirana rekurzivno z
naslednjimi pravili glede na strukturo izraza.

FV (x) = {x}
FV (E1 E2) = FV (E1) ∪ FV (E2)
FV (λx.E) = FV (E) − {x}

Primer 6.2.2. FV (λx.x (λy.x y z)) = {z}

Definicija 6.2.3. IzrazM je zaprtλ-izraz,če veljaFV (M) = ∅.

Naslednji primeri prikǎzejo povezovanjeλ-izrazov in proste spremenljivke.

Primer 6.2.3. Naslednjiλ-izraz vsebuje dveλ-abstrakciji in eno prosto spremenljivko.

λx.λy.x z y
= λx.(λy.((x z) y))

Naslednjiλ-izraz porazedeli parameterz po dveh funkcijahx in y. Ni prostih spre-
menljivk oz. izraz je zaprt.

λx.λy.λz.(x z) (y z)
= λx.(λy.(λz.((x z) (y z))))

Kot bomo videli kasneje predstavlja naslednjiλ-izraz sěstevanje naravniȟstevil. Tudi
v tem primeru jeλ izraz zaprt.

λm.λn.λz.λs.m (n z s) s
= λm.(λn.(λz.(λs.((m ((n z) s)) s))))

2
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6.3 Evaluacija

Lambda rǎcun je zelo izrazen jezik, ki je enakovreden Turingovem stroju. V tej sekciji
si bomo ogledali evaluacijoλ-računa.

Osnovna metoda uporabljena pri evaluacjiλ-računa jesubstitucija: v sekvenci simbo-
lov zamenjamo izbran simbol s sekvenco simbolov. Presentljivo je, da je mogǒce na
taǩsen nǎcin zelo enostavno realizirati jezik, ki služi kot formalna osnova programskih
jezikov.

Osnovni dve “operaciji”λ-računa sta definicija funkcije zλ-abstrakcijo in aplikacija
funkcije na parametru. Evaluacijoλ-izrazov bomo definirali na osnovi nekaj enostav-
nih pravil operacijske semantike.

Evaluacijoλ-izraza velikokrat imenujemoredukcija. λ-izraze reduciramo z uporabo
dveh osnovnih pravil:alfa konverzijoin beta redukcijo

Poglejmo si najprej formalno definicijo substitucije, ki jobomo uporabljali kasneje pri
definiciji pravil za evaluacijoλ-izrazov.

6.3.1 Substitucija

Definicija 6.3.1. Naj boM,N ∈ Λ ter x ∈ V . Operacijo substitucijeM zax v N
zapǐsemo kot[N/x]M . Substitucija je definirana s sledečimi pravili:

[N/x]x = N
[N/x]z = z ⇐ z 6= x
[N/x](L M) = ([N/x]L)([N/x]M)
[N/x](λz.M) = λz.([N/x]M) ⇐ z 6= x ∧ z /∈ FV (N)

Substitucijo uporabljamo za preimenovanje vezanih spremenljivk v pod-izrazu zato, da
so unikatne znotraj celotnega izraza. To operacijo imenujemo tudiα-konverzija.

Druga uporaba substitucije je aplikacijaλ-abstrakcije na parametru, ki jo izvedemo z
tekstovno zamenjavo spremenljivke vλ-abstrakciji s parametrom. To operacijo ime-
nujemoβ-redukcija.

Primer 6.3.1. Dan je izrazλy.(λx.x)y x kjer želimo zamenjati spremenljivkox z iz-
razomy (λx.x).

[y (λx.x)/x]λy.(λx.x) y x

Najprej ugotovimo, da ima izrazλy.(λx.x)y x dve razlǐcni spremenljivkix: prva je
vezana v izrazu(λx.x), druga spremenljivkax pa je prosta. Zamenjati je potrebno
imena spremenljivk. Običajno jih zamenjamo v zaprtih izrazih.

[y (λx.x)/x]λy.(λu.u) y x
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Koristno je enolǐcno imenovati tudi spremenljivke v izrazih s katerimi je definirana
substitucija. Spremenljivkix in y zamenjamo s spremenljivkamav in z.

[z (λv.v)/x]λy.(λu.u) y x

Zdaj lahko nedvoumno izvedemo substitucijox z z (λv.v).

[z (λv.v)/x]λy.(λu.u) y x ≡
λy.(λu.u) y z (λv.v)

2

6.3.2 Redukcija

λ-izrazi, ki jih lahko pretvorimo med sabo s primenovanjem vezanih spremenljivk so
identǐcni.

Primer 6.3.2. λx.x ≡ λy.y

Definicija 6.3.2. Dan je λ-izraz λx.M . Preimenovanje vezane spremenljivkex v y
imenujemoα-konverzija.

λx.M ≡ λy.([y/x]M) ⇐ y /∈ FV (M) (6.1)

V osnovnem lambda računu je edini nǎcin za ovrednotenje izrazov aplikacija funkcij
na argumentih.

Definicija 6.3.3. Dan jeλ-izrazλx.M . Aplikacijo funkcije(λx.M) na argumentuN
implementiramo zβ-redukcijo:

(λx.M) N → [N/x]M (6.2)

Izraz(λx.M) imenujemoredeks(iz angl. reducable expression).

β-redukcijoλ-izrazaM v N zapǐsemoM →β N ali M → N .

Definicija 6.3.4. β-izpeljavaλ-izraza je sestavljena iz večih zaporednihβ-redukcij.
β-izpeljavoM v N zapǐsemo:

M →∗
β N

Primer 6.3.3.
(λx.x y)(u v) →β u v y
(λx.λy.x)z w →β (λy.z)w → z
(λx.λy.x)z w →∗

β z
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Definicija 6.3.5. Λ-izrazM je β-konvertibilenzN ali M =β N , če veljaM = N , ali
∃B : M →∗ B ∧ N →∗ B.

Primer 6.3.4.
(λx.x)z =β (λx.λy.x)z z ⇐=

(λx.λy.x)z w →∗ z ∧
(λx.x)z →∗ z.

Sledi nekaj zanimivih primerov evaluacijeλ-izrazov.

Primer 6.3.5. Prvi primer predstavlja funkcijo identitete.

(λx.x)E → [E/x]x = E

Naslednji primer tudi uporablja funkcijo identitete.

(λf.f(λx.x))(λx.x) →
[(λx.x)/f ]f(λx.x) = [(λx.x)/f ]f(λy.y) →
(λx.x)(λy.y) →
[(λy.y)/x]x = λy.y

Naslednjiλ izraz se nikoli ne zakljǔci. Kot bo predstavljeno kasneje je možno na osnovi
naslednjega izraza realizirati rekurzijo.

(λx.xx)(λy.yy) →
[(λy.yy)/x]xx = (λx.xx)(λy.yy) → ...

2

6.3.3 Kombinatorji

Kombinatorji so osnovni primitiviλ-računa s katerimi lahko izrazimo nekatere po-
znane funkcije kot je npr. funkcija identitete, vejitvene stavke, in druge. S kombinatorji
lahko izrazimo bolj abstraktne programe vλ-računu.

Prvi kombinator je funkcija identitete, ki jo označimo zI.

I = λx.x

FunkcijiK in K∗ sprejmeta dva argumenta in zavržeta enega izmed argumentov. Funk-
ciji sta uporabljeni za predstavitev boolovih vrednostitrue in false. V naslednji sek-
ciji bo predstavljen primer uporabeK oz. K∗.

K = λx.(λy.x)
K∗ = λx.(λy.y)
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Naslednji kombinatorS porazdeli zadnji argument kombinatorja kot parameter prvih
dveh argumentovS. Argument funkcijeS porazdelimo po dveh funkcijah.

S = λx.λy.λz.(x z)(y z)

Naslednji kombinatorΩ je osnova za implementacijo rekurzije zλ-računom. V osnovni
obliki Ω predstavlja funkcijo, ki se nikoli ne zaključi.

Ω = (λx.x x)(λx.x x)

Rekurzivne funkcije lahko definiramo na osnovi kombinatorja Y , ki je osnovan naΩ.
FunkcijaY ima za argument funkcijof , ki jo želimo izvajati rekurzivno.

Y = λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))

Najpomembnejša lastnost kombinatorjaY je izrek o fiksni tǒcki, ki je bil predstavljen
v preǰsnjem poglavju. Izrek v okviru uporabe funkcijeY lahko zapǐsemo na sleděc
nǎcin.

Izrek 6.3.1 (Izrek o fiksni tǒcki).

F (Y F ) =β Y F (6.3)

Dokaz.
Y F = λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x)) F

→ (λx.F (x x))(λx.F (x x))
→ F ((λx.F (x x))(λx.F (x x)))
← F ((λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))) F )
= F (Y F )

6.4 Programiranje v λ-računu

6.4.1 Curry

Lambda rǎcun nima funkcij z věcimi argumenti vendar je enostavno doseči isti učinek
s funkcijami vǐsjega reda.

Naj boM izraz s prostima spremenljivkamax in y. Želimo napisati funkcijoF , ki za
vsak par(N,L) zamenjax z N in y z L v izrazuM . V osnovnem lambda računu ne
moremo napisatiF = λ(x, y).M .

F = λx.λy.M
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• F je funkcija, ki ob danem argumentuN vrne funkcijo, ki ob dani vrednosti za
y vrneželjeni rezultat.

• FNL → (λy.[N/x]M)L → [L/y][N/x]M

Transformacijo, ki funkcijo z věcimi argumenti prevede v funkcijo višjega reda imenu-
jemoCurry

6.4.2 Logǐcne vrednosti

Kako uvedemo logǐcne vrednosti{True, False} v Lambda rǎcun.

Logične vrednosti so funkcijeTrue, False

True = λt.λf.t
False = λt.λf.f

if stavek: if = λl.λm.λn. l m n

Primer izpeljave (redukcije) if stavka:

if True M N = (λl.λm.λn. l m n) True M N po definiciji
→ (λm.λn. True m n) M N β-redukcija
→ (λn. True M n) M β-redukcija
→ True M N β-redukcija
= (λt.λf.t) M N po definiciji
→ (λf.M) N β-redukcija
→ M β-redukcija

Logični IN

Logični IN lahko zapǐsemo v naslednji obliki:

And = λb.λc. b c False

V primeru, da jeb resnǐcno potem vrnec sicerFalse.
Izrazc vrneTrue samo,̌ce je izraz resničen...

Primer aplikacije funkcijeAnd: And True False

6.4.3 Churchovaštevila

C0 = λz.λs.z
C1 = λz.λs.s z
C2 = λz.λs.s(s z)
...
Cn = λz.λs.s(s(. . . (s z) . . .)
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Številon je predstavljeno s funkcijoCn, ki ima dva argumentaz (zero) ins (successor)
ter apliciran kopij funkcijes naz.

Številon je predstavljeno z n-kratno aplikacijo funkcijes naz.

Običajne aritmetǐcne operacije na Churchovihštevilih so:
Plus = λm.λn.λz.λs.m (n z s) s
T imes = λm.λn.m C0 (Plus n)

(Plus 1 2) →∗ 3
Plus (λz.λs.s z) (λz.λs.s(s z)) →
(λm.λn.λz.λs.m(n z s)s) (λz.λs.s z) (λz.λs.s(s z)) →
(λn.λz.λs.(λz.λs.s z)(n z s)s) (λz.λs.s(s z)) →
λz.λs.(λz.λs.s z)((λz.λs.s(s z)) z s)s →
λz.λs.(λz.λs.s z)((λs.s(s z)) s)s →
λz.λs.(λz.λs.s z)(s(s z))s =
λz.λs.(((λz.λs.s z) (s(s z)))s) →
λz.λs.((λs.s(s (s z)))s) →
λz.λs.s(s (s z))

Sěstevanje ni prevěc zabavno :(

6.4.4 Fakulteta

Intuitivna definicija funkcije, ki izrǎcuna fakulteto danegǎstevila.

if n = 0 then1
elsen ∗ (if n − 1 = 0 then1
else(n − 1) ∗ (if n − 2 = 0 then1
else(n − 2) ∗ . . .

Rekurzijo lahko izrazimo s funkcijoG = λf.〈telo f〉 in F = Y G

F = Y G
=β G (Y G)
=β 〈telo (Y G)〉
=β 〈telo 〈telo (Y G)〉〉

...

FunkcijoFactorial lahko zdaj definiramo na sledeč nǎcin.

Fact = λfact.λn.if (IsZero n) C1 (Times n (fact(Pred n)))
Factorial = Y Fact

Poglejmo si izpeljavo fakultete zaC2.

Factorial C2 = Y Fact C2

=β Fact (Y Fact) C2

=β (λfact.λn.if(IsZero n) C1 (Times n(fact(Pred n)))) (Y Fact) C2

=β (λn.if(IsZero n) C1 (Times n(Y Fact (Pred n)))) C2
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=β if(IsZero C2) C1 (Times C2(Y Fact (Pred C2)))

=β if False C1 (Times C2(Y Fact C1)))

=β Times C2(Y Fact C1)

= Times C2(Factorial C1)

6.5 Redukcijaλ-izrazov

6.5.1 Operacijska semantika

V čisti obliki je λ-račun ne vsebuje drugega kot spremenljivke,λ abstrakcijo in aplika-
cijo. Edini nǎcin za evaluacijoλ-izrazov je redukcija redeksa, ki predstavlja aplikacijo
funkcije na argumentu.

(λx.M)N → [N/x]M

Redukcijoλ-izraza realiziramo torej s prepisovanjem telesaλ-abstrakcijeM s uporabo
substitucije[N/x]M .

Redeksλ-izraza se lahko nahaja zunaj ali pa je vgnezden kot pod-izraz. V λ-izrazu
imamo lahko věc redeksov.

Poglejmo si zdaj pravila za redukcijoλ-izrazov s katerimi dolǒcimo vrstni red evalua-
cije redeksovλ-izraza. Vrstni red dolǒcimo lahko z vrstnim redom uporabe pravil kot
tudi s pogoji, ki jih lahko postavimo v premisi pravil.

Osnovno pravilo evaluacije jeβ-redukcija s katerim evaluiramo funkcijo predstavljeno
z λ-abstrakcijo na argumentu.

(λx.M) N → [N/x]M
(6.4)

Zgornje pravilo nima nobenega pogoja v premisi. Uporabljamo ga lahko v primeru, da
izrazaM ali N nista evaluirana. Lahko zahtevamo, da sta izrazaM ali N vrednosti
tako, da dodamo v premiso pogojaM val in N val.

M val N val
(λx.M) N → [N/x]M

(6.5)

Z uporabo pogojev v premisi lahko izbiramo strategijo evaluacijeλ izraza. Strategijo
evaluacije lahko definiramo tudi z naslednjima usmerjevalnima praviloma.

M → M ′

M N → M ′ N

N → N ′

M N → M N ′
(6.6)
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Strategijo lahko dolǒcimo z vrstnim redom uporabe zgornjih pravil.Če uporabljamo
najprej prvo pravilo potem s tem zagotovimo, da se teloλ-izraz, ki predstavlja funkcijo
ovrednoti do vrednosti t.j.λ-abstrakcija, ki ne vsebuje redeksov.

Če uporabljamo najprej drugo pravilo potem najprej ovrednotimo argumente funkcij-
skega klica. Na ta način seλ-abstrakcija aplicira nad argumentom, ki predstavlja vre-
dnost.

Evaluacijske strategije

Recimo, daλ-izraz vsebuje věc redeksov. Imamo več rezlǐcnih strategij, ki dolǒcajo
vrstni red evaluacije redeksov vλ izrazu. Poglejmo si primer.

(λx.x) ((λx.x) (λz. (λx.x) z))

Izraz vsebuje tri redekse. Prepišimo izraz v bolj berljivo obliko in si oglejmo redekse.

id (id (λz. id z))

id (id (λz. id z))

id (id (λz. id z))

Strategija dolǒca kateri redeks se bo reduciral naslednji. Pogledali si bomo strategije:
polnaβ-redukcija, normalna oblika, klic po imenu in klic po vrednosti.

1) Polnaβ-redukcijaje strategija, kjer lahko reduciramo poljuben redeks v vsaki točki
izbire. Če izberemo najprej notranje redekse potem dobimo naslednjo evaluacijo.

id (id (λz. id z))
→ id (id (λz.z))

→ id (λz.z)

→ λz.z

2) Strategija normalne oblikeizbere za redukcijo vedno skrajno levi, zunanji redeks.
Po tej strategiji bi izraz iz prejšnjega primera reducirali takole.

id (id (λz. id z))

→ id (λz. id z)

→ λz. id z
→ λz.z

Z uporabo te strategije je evaluacijska relacija (parcialna) funkcija. Vsak izrazM se
evaluira v nataňcno en izrazM ′.

To strategijo kot tudi naslednjo imenujemo tudilenastrategija, ker evaluira argumente
samo takrat, ko je to res potrebno.

3) Strategija klic po imenune dovoli redukcij znotraj abstrakcij. Sicer je enaka strategiji
normalne oblike. Po tej strategiji bi dobili naslednjo redukcijo.
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id (id (λz. id z))

→ id (λz. id z)

→ λz. id z

Evaluacija se je ustavila, ker je tretji redeks znotrajλ-abstrakcije. Zadnji izraz je torej
normalna oblika po tej strategiji.

Haskell uporablja varianto te strategije, ki jo imenujejo klic po potrebi. Namesto, da
bi se argument funkcije vedno znova evaluiral se izračuna ob prvem klicu. Vrednost
rezultata evaluacije zamenja vse pojavitve izraza.

Ta strategija zahteva delo s sintaksnimi grafi—več izrazov ima lahko skupen podizraz.

4) Najbolj ražsirjena strategija jeklic po vrednosti. Po tej strategiji se vedno reducira
zunanji redeks, vendar po tem, ko so evaluirani vsi redeksi na desni.

id (id (λz. id z))

→ id (λz. id z)

→ λz. id z

Opazimo, da v drugi vrstici argument(λz. id z) ni evaluiran pred celotnim izrazom,
ker ni redeks—argument je samaλ-abstrakcija, ki vsebuje redeksid z.

Strategijo klic-po-vrednosti imenujemostriktno, ker so argumenti funkcije vedno eva-
luirani do vrednosti pred evaluacijo klica funkcije. Argumenti se torej ovrednotijo v
primeru, da so potrebni pri izvajanju ali ne.Ne-striktnestrategije kot je npr. klic-po-
imenu evaluirajo samo argumente, ki so dejansko potrebni.

Klic po vrednosti

Strategija klic-po-vrednosti je največkrat privzeta metoda za evaluacijoλ-izazov. Stra-
tegija je definirana z naslednjimi pravili.

M → M ′

M N → M ′ N
(6.7)

M val N → N ′

M N → M N ′
(6.8)

N val
(λx.M) N → [N/x]M

(6.9)

Pravilo 6.7, ki je na prvem mestu, zahteva, da ovrednotimo najprej levo stran aplikacije.
V čistem lambda rǎcunu so lambda abstrakcije edina oblika vrednosti. V primeru, da
seM reducira v vrednost, potem to mora biti lambda abstrakcija.

Pravilo 6.8 poskrbi, da se po ovrednotenju leve strani ovrednoti še desna stran aplika-
cije. Šele ko tudi desna stran postane vrednost lahko apliciramo pravilo 6.9.
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Ker N v pravilu 6.9 mora biti vrednost se lahko pravilo ujame samo vprimeru, da je
desna stran izraza vrednost.

Vrstni red prǒzenja pravil popolnoma določa vrstni red ovrednotenja aplikacijeM N :

1. M reduciramo v vrednost,

2. N reduciramo v vrednost in

3. izvedemo aplikacijo.

Klic po imenu

Strategija evaluacije klic-po-imenu je definirana s sledečimi pravili.

M → M ′

M N → M ′ N
(6.10)

(λx.M)N → [N/x]M
(6.11)

Aplikacija je zdaj predstavljena z enim samim pravilom 6.10. Pravilo ovrednoti levo
stran aplikacije iňsele nato zǎcnemo z evaluacijo lambda abstrakcij. Za razliko od
pravila 6.9, pravilo 6.11 nima pogoj, da jeN vrednost.

Vaja 6.5.1. Spreminjaj vrstni red pravil in opazuj kako se spreminja evaluacijska stra-
tegija pravil. 2

6.5.2 Church-Rosserjeva lastnostλ-računa

Church-Rosserjeva lastnostΛ pravi, dače sta dvaλ-izrazaβ-konvertibilna potem imamo
λ-izraz v katerega se oba izraza reducirata.

Definicija 6.5.1. 1. Binarna relacijaR naΛ je kompatibilna(z operacijami)̌ce

M R N ⇒ (ZM) R (ZN)
(MZ) R (NZ)
(λx.M) R (λx.N)

2. RelacijakongruencenaΛ je kompatibilna ekvivaleňcna relacija.

3. RelacijaredukcijenaΛ je kompatibilna, refleksivna in tranzitivna.

Definicija 6.5.2. (i) En korakβ-redukcije→β je definiran z naslednimi pravili.

1. (λx.M)N →β [N/x]M
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2. M →β N ⇒ ZM →β ZN , MZ →β NZ in λx.M →β λx.N

(ii) β-redukcija→∗
β je definirana z naslednimi pravili.

1. M →∗
β M

2. M →β N ⇒ M →∗
β N

3. M →∗
β N ∧ N →∗

β L ⇒ M →∗
β L

(iii) Relacijaβ-konvertibilnost= β je definirana z naslednimi pravili.

1. M →∗
β N ⇒ M =β N

2. M =β N ⇒ N =β M

3. M =β N ∧ N =β L ⇒ M =β L

Primer 6.5.1.
ω ≡ λx.x x
Ω ≡ ω ω

VeljaKIΩ →∗
β I. 2

Slika 6.1: Pot medM in N

Intuitivno je M =β N , če jeM povezan zN preko povezav→β , kjer smer pǔsčic ni
pomemben. Povezava medM in N je prikazana na Sliki 6.1.

Primer 6.5.2. Pokǎzimo, da veljaKIΩ =β II. Izpeljava je prikazana na Sliki 6.2.2

Definicija 6.5.3. 1. β-redeks je izraz oblike(λx.M)N . Izraz[N/x]M je kontrak-
tum redeksa.

2. λ-izraz je vβ-normalni obliki,če nobeden pod-izraz ne vsebujeβ-redeksa.

3. λ-izraz M ima β-normalno obliko,če ∃N : M =β N in je N v β-normalni
obliki.

Primer 6.5.3. Izraz(λxx)y ni v β-no vendar ima izraz vβ-noyy.



6.5. REDUKCIJAλ-IZRAZOV 95

Slika 6.2: IzpeljavaKIΩ =β II

Lema 6.5.1. Naj boM v β-normalni obliki. Potem velja

M →∗
β N ⇒ N ≡ M

Dokaz. Očitno.

Izrek 6.5.1 (Church-Rosserjev izrek). Če veljaM →∗
β N1 in M →∗

β N2 potem∃N3 :
N1 →∗

β N3 in N2 →∗
β N3.

Slika 6.3 prikazuje izpeljavoM grafično.

Slika 6.3: Grafǐcna predstavitev Church-Rosserjevega izreka

V nadaljevanju bomo postopno dokazali Church-Rosserjev izrek. Osnovna ideja je
naslednja. Da bi dokazali izrek je zadosti, da pokažemo da velja t.i. Strip Lema, ki je
grafično prikazana na Sliki 6.4.

Naj boM →β N1 en korak redukcije, ki spremeni redeksR iz M v njegov kontraktum
R′ v N1. Če sledimo spremembam redeksovR med redukcijoM →β N2, potem
najdemoN3 z reduciranjem vseh preostalih redeksovR v N2.

Da bi lahko sledili spremembam izrazov razširimo Λ z oznǎcenimi izraziΛ ⊇ Λ.
Zaradi ražsirjene mnǒziceΛ je potrebno ražsiriti tudi pravila zaβ-redukcijo.
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Slika 6.4: Strip Lema

Definicija 6.5.4(Oznǎcevanje). 1. Λ je mnǒzica izrazov induktivno definirana na
sleděc nǎcin.

x ∈ V ⇒ x ∈ Λ
M,N ∈ Λ ⇒ (M N) ∈ Λ

M ∈ Λ, x ∈ V ⇒ (λx.M) ∈ Λ
M,N ∈ Λ, x ∈ V ⇒ ((λx.M)N) ∈ Λ

2. Oznǎceni relaciji redukcije→β in →∗
β sta ražsirjeni za oznǎcene izraze.

(λx.M) N →β [N/x]M

(λx.M) N →β [N/x]M

Relacijo→β ražsirimo do kompatibilne operacije. Relacija→∗
β je refleksivno in

tranzitivno zaprtje→β .

3. ČeM ∈ Λ potem|M | ∈ Λ dobimo tako, da odstranimo oznake. 2

Definicija 6.5.5. Preslikavaϕ : Λ → Λ je induktivno definirana z naslednjimi pravili.

ϕ(x) ≡ x
ϕ(MN) ≡ ϕ(M)ϕ(N)

ϕ(λx.M) ≡ λx.ϕ(M)
ϕ((λx.M)N) ≡ ϕ(M)[ϕ(N)/x]

Funkcijaϕ skřci vse redekse, ki so podčrtani odznotraj navzven.

Opazka 6.5.1. Zaradi strogega normalizacijskega izreka vrstni red krčenja redeksov
ne vpliva na rezultat oz. katerakoli strategija redukcijeλ-izraza vodi do istega rezul-
tata. Normalizacijski izrek bo predstavljen kasneje.
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Notacija. Ekvivalenci |M | ≡ N in ϕ(M) ≡ N bomo grafǐcno predstavili kot je
prikazano na Sliki 6.5.

Slika 6.5: Notacija za|| in ϕ

Lema 6.5.2. Slika 6.6.

Slika 6.6: Lema|| ◦ β ≡ β ◦ ||

Dokaz. Poglejmo primer, ko imamo samo en korakβ-redukcijeM →β N . N dobimo
s křcenjem redeksa vM . N ′ lahko dobimo s křcenjem istega redeksa vM ′. Splǒsen
primer sledi po tranzitivnosti.

Lema 6.5.3. (i) Naj boM,N ∈ Λ.

ϕ(M [N/x]) ≡ ϕ(M)[ϕ(N)/x]

(ii) Slika 6.7.

Slika 6.7: Lemaϕ ◦ β ≡ β ◦ ϕ
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Dokaz. (i) Indukcija po strukturiM . V vsakem od naslednjih primerov ekvivalenca
velja, če po induktivni hipotezi predpostavimo pravilnost lastnosti za pod-izraze
npr. M ′ in N ′.

Primer 1. M = y.
ϕ(y[N/x]) ≡ ϕ(y)[ϕ(N)/x]

x = y ⇒ ϕ(N) ≡ ϕ(N)
x 6= y ⇒ y = y

Primer 2. M = M ′N ′.

ϕ((M ′N ′)[N/x]) ≡ ϕ(M ′N ′)[ϕ(N)/x]
ϕ(M ′[N/x] N ′[N/x]) ≡ (ϕ(M ′) ϕ(N ′))[ϕ(N)/x]

ϕ(M ′[N/x]) ϕ(N ′[N/x]) ≡ ϕ(M ′)[ϕ(N)/x] ϕ(N ′)[ϕ(N)/x]

Primer 3. M = λy.M ′

ϕ((λy.M ′)[N/x]) ≡ ϕ(λy.M ′)[ϕ(N)/x]
ϕ(λy.M ′[N/x]) ≡ (λy.ϕ(M ′))[ϕ(N)/x]
λy.ϕ(M ′[N/x]) ≡ λy.ϕ(M ′)[ϕ(N)/x]

Primer 4. M = (λy.M ′)N ′

ϕ(((λy.M ′)N ′)[N/x]) ≡ ϕ(((λy.M ′)N ′)[ϕ(N)/x]
ϕ((λy.M ′)[N/x] N ′[N/x]) ≡ (ϕ(λy.M ′) ϕ(N ′))[ϕ(N)/x]

(λy.ϕ(M ′[N/x])) ϕ(N ′[N/x]) ≡ (λy.ϕ(M ′)[ϕ(N)/x]) ϕ(N ′)[ϕ(N)/x]

(ii) Ker M,N ∈ Λ potem predpostavljamo, da so nekateri redeksi vM,N oznǎceni.

Uporabimo indukcijo po konstrukciji→∗
β in (i).

Primer 1. M →∗
β M

Velja N = M in tudi ϕ(N) = ϕ(M).

Primer 2. M →β N ⇒ M →∗
β N

Imamo en sam korak redukcijeM →β N .

Če je uporabljeno pravilo redukcije(λx.M ′)N ′ →β [N ′/x]M ′ potem je
lastnost dokazana z uporabo (i):

ϕ((λx.M ′)N ′) ≡ ϕ(M ′[N ′/x])
(λx.ϕ(M ′))ϕ(N ′) ≡ ϕ(M ′)[ϕ(N ′)/x] zaradi (i)
ϕ(M ′)[ϕ(N ′)/x] ≡ ϕ(M ′)[ϕ(N ′)/x]

Za neoznǎceno verzijo pravila velja isto.

Druga mǒznost je, da je bilo uporabljeno eno izmed pravilM →β N ⇒
ZM →β ZN , MZ →β NZ in λx.M →β λx.N . PoglejmoZM →β

ZN . Po induktivni predpostavki velja lastnost zaM →β N : ϕ(β(M)) ≡

β(ϕ(M)). Potem velja tudi:ϕ(β(ZM)) ≡ β(ϕ(ZM).
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Primer 3. M →∗
β N ∧ N →∗

β L ⇒ M →∗
β L

Predpostavimo, da za obe redukciji velja lastnost prikazana na Sliki 6.7 in
zdrǔzimo obe poti.

Lema 6.5.4. Slika 6.8.

Slika 6.8: Lemaβ(|M |) ≡ ϕ(M)

Dokaz. Vsak redeks iz|M |, ki je reduciran med izvajanjemβ je oznǎcen vM .
V dokazu uporabimo indukcijo glede na strukturoM .

Lema 6.5.5(Strip Lema). Slika 6.9.

Slika 6.9: Strip Lema
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Dokaz.

Slika 6.10: Dokaz Strip Leme

Naj bo N1 rezultat redukcije primerka redeksaR ≡ (λx.P )Q v M . M ′ ∈ Λ
dobimo izM z zamenjavoR z R′ ≡ (λx.P )Q. Potem velja|M ′| ≡ M in ϕ(M ′) ≡
N1. Na osnovi lem 6.5.2, 6.5.3 in 6.5.4 lahko konstruiramo diagram na Sliki 6.10, ki

dokazuje Strip Lemo.

Opazka 6.5.2. Osnovno idejo dokaza lahko opišemo na naslednji način. Za dane
M , β-redukcijoM →β N1 in sekvencoβ-redukcij M →∗

β N2 pokǎzemo, da lahko
konstruiramoN2 →∗

β N3 in N1 →∗
β N3. Te dve izpeljavi konstruiramo tako, da

oznǎcimo vM ′ redeks, ki smo ga reducirali vM , da bi dobili N1. Dano izpeljavo
M →∗

β N2 izvedemo naM ′ in v primeru, da je vM ′ ostal oznǎcen redeks reduciramo
še tega v izpeljaviN2 →∗

β N3.
Naredili smo torej eno mǒzno konstrukcijo izpeljaveM →β N1 →∗

β N3. Prej
dokazani izreki nam omogočajo, da taǩsno konstrukcijo lahko naredimo.

Dokaz je potrebno gledati konstrukcijsko. Na primer, za dano sekvencoβ-redukcij
M →∗

β N2 obstajataǩsna sekvencaβ-redukcij na povezaviN1 →∗
β N3. V drugi

izpeljavi lahko preprosto ponovimo redukcije vseh redeksov, ki so bili reducirani v prvi
izpeljavi. 2

Poglejmo si zdaǰse dokaz Church-Rosserjevega izreka.

Dokaz. ČeM →∗
β N1 potemM ≡ M1 →β M2 →β . . . →β Mn ≡ N1. Lastnost CR

velja na osnovi Strip Leme in diagrama na Sliki 6.11.
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Slika 6.11: Dokaz CR

6.5.3 Posledice Church-Rosserjeve lastnosti

Church-Rosserjeva (okr. CR) lastnost jezika zagotavlja unikatnost normalne oblike ne-
glede na obstoj normalne oblike.

Church-Rosserjeva lastnost ima pomen zaλ-račun brez tipov, kjer normalizacijski izrek
ne velja.

Posledica 6.5.1.Če veljaM =β N potem obstajaL tako daM →∗
β L in N →∗

β L.

Intuitivno dokǎzemo posledico takole:̌ce imamo pot medM in N dano zM =β N ,
potem ponavljaj uporabo CR na parih stavkov dokler ne dobiš L. Grafǐcno je dokaz
predstavljen na Sliki 6.12.

Dokaz. Indukcija na osnovi konstrukcije=β .

Primer1. M =β N zaradiM →∗
β N . VzamemoL ≡ N .

Primer 2 M =β N zaradiN =β M . Po indukcijski hipotezi obstaja skupenβ-redukt
M,N →∗

β L1. VzamemoL ≡ L1.

Primer 3. M =β N zaradiM =β N ′, N ′ =β N . Stanje je predstavljeno na
Sliki 6.13.
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Slika 6.12: Dokaz posledice CR zaM =β N

Slika 6.13: Dokaz posledice CR zaM =β N

Takoǰsnja posledica CR izreka je unikatnost normalne oblike za jezike, kjer velja CR.

Posledica 6.5.2.Izrazt ima najvěc eno normalno obliko.

Dokaz. Če veljat Ã u, v, kjer stau in v v normalni obliki potem veljau, v Ã w za
nekw. Toda ker stau in v v normalni obliki potem jih ni mogǒce věc naprej reducirati,
velja mora toreju = w = v.

Druga posledica CR jekonsistentnostλ-računa:Λ 6⊢ true =β false ali, v splǒsnem,
Λ 6⊢ u =β v.

Konsistentnost jezika izhaja izlogičnih jezikov, kjer konsistentnost pomeni, da ni
mogǒce dokazati izjave in tudi negacije izjave.

Posledica 6.5.3.λ-račun je konsistenten: ni res, da bi lahko dokazali enačbou =β v
za poljubnau in v.

Dokaz. • Če veljau Ã v potem je enakostu =β v izpeljiva iz pravil za evaluacijo
(redukcijo) in aksiomov enakosti.
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• Obratno,če iz pravil za redukcijo in aksiomov enakosti slediu =β v potem
je enostavno videti, da obstajajo izraziU = t0, t1, . . . , t2n−1, t2n, tako da za
i ∈ [0..n − 1] velja t2i, t2i+2 Ã t2i+1. S ponavljanjem aplikacije CR izreka
končno dobimou, v Ã w.

Če stau in v dve razlǐcni normalni obliki istega tipa, potem ne obstaja takšenw, da bi
lahko dokazaliu =β v. CR izrek torej pokǎze denotacijsko konsistenco sistema.

6.6 Izrazna mǒc λ-računa

6.6.1 Osnovni pojmi teorije izračunljivosti

Izračunljive funkcijeso osnovni objekťstudija na podrǒcju teorije izrǎcunljivosti, ki je
noveǰse ime zaTeorijo rekurzivnosti(angl. Recursion theory).

Izračunljive funkcije ustrezajo intuitivnem konceptualgoritma. Na osnovi izrǎcunljivih
funkcij lahko govorimo o izrǎcunljivosti brez referenciranja na konkretni model računanja
kot je npr. Turingov stroj ali registerski stroj.

Za izrǎcunljive funkcije velikokrat uporabljamo izrazefektivno izrǎcunljivefunkcije—
funkcije za katere obstaja konkretna metoda po kateri jih lahko izrǎcunamo.

Church-Turingove teze pravijo, da so izračunljive funkcije nataňcno tiste funkcije, ki
jih lahko izrǎcunamo na Turingovem stroju t.j. mehanskem stroju za računanje, ki ima
na razpolago neskončno prostora iňcasa.

Ločimo medtotalnimi izrǎcunljivimi funkcijamiin parcialnimi izrǎcunljivimi funkci-
jami. Totalne funkcije so tiste, ki so definirane za vse možne vhode oz. nabore pa-
rametrov. Totalne izrǎcunljive funkcije ustrezajo tistim funkcijam za katere obstaja
Turingov stroj, ki je definiran za vse vhode in se vedno ustaviz rezultatom.

Parcialne funkcije so tiste, ki niso definirane za vse vhode.Parcialne funkcije ustrezajo
nataňcno tistim funkcijam za katere obstaja Turingov stroj, ki jih zna izrǎcunati vendar
ni nujno, da se stroj ustavi za vsak vhod. V nekaterih primerih se Turingov stroj bodisi
ustavi v nedefiniram polǒzaju ali se vrti v zanki.

Okoli terminologije

Pred odkritjem Turingovega stroja in preden je bil definiranλ-račun je prevladovalo
mnenje, da so vse funkcije izračunljive v smislutotalnih funkcij. Iz tega razloga je bila
izračunljivostnajprej obravnavana kotodločjiva lastnost.

Po odkritju prvih jezikov, ki niso odlǒcljivi (za katere se Turingov stroj ne ustavi) je
terminologija deloma ostala takšna kot je bila. Na primer,rekurziven jezikje še zdaj
mišljentotalnorekurziven jezik [15].
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V letih okoli 1930 je pojemrekurzivnafunkcija pomenil isto kotizračunljiva funkcija.
Pojem rekurzivnosti je bil marsikdaj uporabljen kot sinonim za izrǎcunljivost.

Šplǒsne rekurzivne funkcijekot jih je definiral G̈odel so totalno izrǎcunljive funkcije
oz. so ekvivalentne totalnemu Turingovem stroju [9].

Parcialne rekurzivne funkcijeustrezajo parcialnim izrǎcunljivim funkcijam oz. jeziku
Turingovega stroja, ki nujno da se ustavi za vsak vhod.

Moderne definicije

V nadaljevanju si bomo pogledališe moderne definicije osnovnih dveh razredov funk-
cij. Totalno izrǎcunljive funkcije gledano iz strani množic ustrezajorekurzivnim jezi-
kom. Parcialno izrǎcunljive funkcije pa ustrezajorekurzivno prěstevnim jezikom.

Rekurzivni jezikL je taǩsen jezik za katerega obstaja Turingov strojM , ki sprejme
besedew ∈ L in zavrne besedew 6∈ L. Turingov stroj, ki implementira rekurziven
jezik, se torej ustavi za vsako vhodno besedo.

Rekurzivne jezike imenujemo tuditotalni Turingovjezik ali odločljiv jezik.

Rekurzivno prěstevni jezikL je taǩsen jezik za katerega obstaja Turingov strojM , ki
nǎsteje vse besedew ∈ L.

Za rekurzivno prěsteven jezikL obstaja Turingov strojM , ki sprejme vse besedew ∈
L vendar ni nujno, da se ustavi v primeru daw 6∈ L.

Rekurzivno prěstevni jezik imenujemo tudiizračunljivo prěsteven jezikali delno odlǒcljiv
jezik.

6.6.2 Izračunljive funkcije in λ račun

Predstavili smǒze funkcijo sěstevanja in mnǒzenja naN, ki je definirana vλ-računu
z uporabo Churchoviȟstevil. Tukaj bomo pokazali, da lahko vλ-računu izrazimo vse
izračunljive funkcije.

Najprej bomo predstavili totalno izračunljive funkcije, ki ustrezajo totalnim Turingo-
vim strojem oz. odlǒcljivim jezikom. Potem bomo predstaviliše parcialne izrǎcunljive
funkcije, ki ustrezajo Turingovem stroju.

Opazka 6.6.1.Z rekurzivnimi funkcijami se je ukvarjal G̈odel.

• Vse probleme lahko prevedemo na procesiranje celihštevil podobno kot lahko
vse probleme prevedemo na Turingov stroj.

• Kako definirati razred funkcij, ki so izračunljive?

• Gödel se je zǎcetno ukvarjal s primitivno rekurzivnimi funkcijami, ki predstavlja
zelo obsězen razred funkcij.
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• Primitivna rekurzija predstavlja totalno funkcijo.

• Omejeni operator minimizacije je ekvivalenten primitivnim rekurzivnim funkci-
jam.

• Neomejeni operator minimizacije aliµ-operator omogǒca izrǎzanjeparcialnih
funkcij.

• Definicija razreda (totalno) rekurzivnih funkcij.

2

V nadaljevanju bomo najprej predstaviliλ-definitabilne funkcije—funkcije, ki jih lahko
definiramo zλ-računom. Potem bomo definirali razredtotalnih izrǎcunljivih funkcij
(Gödelove splǒsno rekurzivne funkcije) na osnovi začetnih funkcij in operatorjev kom-
pozicije, primitivne rekurzije in minimizacije.

Sledil bo dokaz, da so totalno izračunljive funkcije λ-definibilne. Če operatorµ-
minizacije definiramo kot neomejen operator dobimoparcialne izrǎcunljive funkcije.
Pokazali bomo, so tudi teλ-definibilne.

Totalne izračunljive funkcije in λ-definibilnost

NaravnǎstevilaN lahko predstavimo s Churchovimištevili, ki smo jih opisali v preǰsnji
sekciji. Ogledali si bomǒse malce drugǎcen nǎcin predstavitveN in Boolovih vrednosti
B.

Definicija 6.6.1. (i) true≡ K, false≡ K∗.

(ii) Naj boB ∈ B. if stavek lahko potem predstavimo z

BPQ.

Definicija 6.6.2. Naj boM,N ∈ Λ.

[MN ] ≡ λz.zMN

Potem velja
[M,N ]true = M,

[M,N ]false= N,

in lahko uporabimo[M,N ] kot urejen par.

Pare[M,N ] lahko uporabimo za alternativno predstavitev celihštevil.
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Definicija 6.6.3. Za vsakn ∈ N je številopnq definirano induktivno na sledeč nǎcin.

p0q ≡ I
pn + 1q ≡ [false, pnq]

Lema 6.6.1. Obstajajo kombinatorjiS+, P− in Zero tako, da velja:

S+pnq ≡ pn + 1q
P−pn + 1q ≡ pnq

Zerop0q ≡ true
Zeropn + 1q ≡ false

Dokaz.
S+ ≡ λx.[false, x],
P− ≡ λx.x false,
Zero ≡ λx.x true

Definicija 6.6.4. (Lambda definibilnost)

(i) Numerǐcna funkcija je preslikava

ϕ : N
p → N

za nekp. Število argumentovϕ je p.

(ii) Numerǐcna funkcijaϕ zp argumenti jeλ-definibilna,če za nek kombinatorF velja

Fpn1q . . . pnpq = pϕ(n1, . . . , np)q

za vsen, . . . , np ∈ N. Če zgornja enǎcba velja potem jeϕ λ-definirana zF .

Definicija 6.6.5. Začetne funkcijeso numerǐcne funkcijeUn
i , S+, Z definirane kot

Un
i (x1, . . . , xn) = xi, (1 ≤ i ≤ n)

S+(n) = n + 1,
Z(n) = 0

Naj boP (n) numerǐcna relacija. Izraz

µm[P (m)]

predstavlja najmanjšeštevilom tako da veljaP (n), če obstaja taǩsnoštevilo; sicer je
nedefinirana.
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Definicija 6.6.6. Naj boA razred numerǐcnih funkcij.

(i) A je zaprt za kompozicijo,̌ce velja za vseϕ definirane kot

ϕ(~n) = χ(ψ1(~n), . . . , ψm(~n)),

kjer soχ, ψ1, . . . , ψm ∈ A potem tudiϕ ∈ A.

(ii) A je zaprta za primitivno rekurzijo,̌ce za vseϕ definirane kot

ϕ(0, ~n) = χ(~n),
ϕ(k + 1, ~n) = ψ(ϕ(k, ~n), k, ~n),

kjer χ, ψ ∈ A veljaϕ ∈ A.

(iii) A je zaprt za minimizacijo,̌ce za vseϕ definirane kot

ϕ(~n) = µm[χ(~n,m) = 0]

kjer χ ∈ A in
∀~n ∃m χ(~n,m) = 0,

veljaϕ ∈ A.

Definicija 6.6.7. Razredtotalno izrǎcunljivih funkcij R (ali rekurzivnih funkcij) je
najmanǰsi razred numerǐcnih funkcij, ki vsebuje vse začetne funkcije in je zaprt za kom-
pozicijo, primitivno rekurzijo in minimizacijo.

Dokaz, da so vse izračunljive (totalne in parcialne) funkcijeλ-definibilne je podal
Kleene leta 1936.

Najprej bomo pokazali, da so vse totalno izračunljive funkcije (rekurzivne funkcije)
λ-definitabilne.

Lema 6.6.2. Začetne funkcije soλ-definibilne.

Dokaz. Začetne funkcije definiramo takole:

Un
i ≡ λx1 . . . xn.xi,

S∗ ≡ λx.[false, x],
Z ≡ λx.p0q.

Lema 6.6.3. Λ-definibilne funkcije so zaprte za kompozicijo.
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Dokaz. Naj bodoχ, ψ1, . . . , ψm λ-definirane zG,H1, . . . ,Hm. Potem

ϕ(~n) = χ(ψ1(~n), . . . , ψm(~n))

λ-definiramo z
F = λ~x.G (H1 ~n) . . . (Hm ~n).

Primer 6.6.1. Poglejmo si primer uporabe primitivne rekurzije. Funkcijosěstevanja
definiramo takole.

Add(0, y) = y
Add(x + 1, y) = 1 + Add(x, y) = S+(Add(x, y))

Intuitivna definicija algoritmaAdd(m,n) je sleděca. Če jem = 0 potem je rezultatn,
sicer izrǎcunajAdd(m − 1, n) in vrni naslednika odAdd.

Potrebujemo torej izrazAdd tako, da velja

Add x y = if Zero 0 theny elseS+(Add(P−x)y)

To enǎcbo lahko rěsimo s kombinatorejem fiksna točkaY .

Add = Y (λaxy.if Zero 0 theny elseS+(a(P−x)y))

2

Lema 6.6.4. Λ-definibilne funkcije so zaprte za primitivno rekurzijo.

Dokaz. Na boϕ definirana na sledeč nǎcin.

ϕ(0, ~n) = χ(~n)
ϕ(x + 1, ~n) = ψ(ϕ(k, ~n), k, ~n)

Funkcijeχ in ψ staλ-definirani zG in H.

F x~y = if Zero x thenG~y elseH(F (P−x) ~y) (P−x) ~y
≡ D(F, x, ~y).

Zadosti je poiskati taǩsenF za katerega velja

F = λx~y.D(F, x, ~y
= (λfx~y.D(f, x, ~y)) F

TaǩsenF lahko najdemo zaradi izreka o fiksni točki.

Lema 6.6.5. Λ-definibilne funkcije so zaprte za minimalizacijo.
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Dokaz. Na boϕ definirana na sledeč nǎcin.

ϕ(~n) = µm[χ(~n,m) = 0]

Funkcijeχ je λ-definirana zG. Spet, zaradi izreka o fiksni točki obstaja izraz

H ~x y = if Zero(G~xy) theny elseH ~x (S+y)
≡ (λh~xy.E(h, ~x, y))H~xy.

Naj bo taǩsenF ≡ λ~x.Hxp0q. PotemF λ-definiraϕ:

Fp~nq = Hp~nqp0q

= p0q if Gp~nqp0q = p0q

= Hp~nqp1q else
= p1q if Gp~nqp1q = p1q

= Hp~nqp2q else
= p2q if . . .
= . . .

Izrek 6.6.1. Vse totalno izrǎcunljive funkcije soλ-definibilne.

Dokaz. Zaradi Lem 6.6.2-6.6.5.

Lastnost velja tudi v obratno smer. Za numerične funkcije torej velja, da jeϕ totalno
izračunljiva funkcijačče jeϕ λ-definibilna. Velja pǎse věc:

ϕ je parcialno izrǎcunljiva⇔ ϕ je λ-definibilna.

Dokaz zadnjih dveh lastnosti si lahko ogledate v [2].

6.7 Opombe

Klasična predstavitevλ-računa je podana v̌clanku Barendregt in Barendsen, Introduc-
tion to Lambda Calculus [3]. Obsežneǰsa predstavitev, ki vkljǔcuje dokaze pomemb-
neǰsih izrekov, se nahaja v knjigi Barendregt z naslovom The Lambda Calculus: Its
Syntax and Semantics [2].


