
Poglavje 7

TIPI

Lambda rǎcun je bil ražsirjen s tipi na dva nǎcina. Haskell Curry je definiralλ-račun s
tipi leta 1932, Alonzo Church pa leta 1940. Dve vrstiλ-računa s tipi sta vodila do dveh
različnih drǔzin sistemov.

V Curryevi teoriji tipov ostanejoλ-izrazi brez tipov. Vsak izraz predstavlja množico
možnih tipov. Ta mnǒzica je lahko prazna, vsebuje en element ali neskončno število
elementov.

V Churchovi teoriji tipov so vsiλ-izrazi oznǎceni s tipi. Vsak izraz ima (z upoštevanjem
ekvivaleňcne relacije) natǎcno en tip, ki se običajno lahhko izpelje iz anotacije tipa iz-
raza.

Curryev in Churchev pristop k lambda računu s tipi ustrezata dvem pristopom k obrav-
navanju tipov v programskih jezikih. Prvi pristop obravnava programe, ki so lahko
tudi ne vsebujejo oznak tipov izrazov. V tem primeru prevajalnik preveri ali je mogǒce
izpeljati tipe iz programa. To se zgodi samov primeru, da je program pravilen.

Zelo ražsirjen primer taǩsnega jezika je ML [6]. Za taǩsne sisteme pravimo, da imajo
implicitne tipe.

Drugi pristop k tipom v programskih jezikov je striktno označevanje tipov izrazov.
Preverjanje tipov v taǩsnih jezikih je obǐcajno lǎzje, ker ni potrebno konstruirati tipov.

Za taǩsne jezike pravimo, da imajoeksplicitne tipe. Programski jeziki, ki uporabljajo
Churchev sistem tipov so iz Algolove družine jezikov npr. Pascal kot tudi Java.

Nekateri avtorji opisujejo Curryevλ-račun s tipi kotλ-računs prirejanjem tipov, Chur-
chev sistem paλ-računs tipi.
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7.1 Curryev sistem tipov

Implicitni izračun tipovje predlagal Curry leta 1934 za teorijo kombinatorjev. Kasneje,
leta 1958 je teorijo modificiral zaλ-račun. S teorijo priredimo elemente dane množice
tipov T izrazomλ-računa. Iz tega razloga Curryev lambda račun s tipi velikokrat ime-
nujemosistem za prirejanje tipov.

Če priredimo tipσ ∈ T λ-izrazuM ∈ Λ to zapǐsemo⊢ M : σ. Običajmo uporabljamo
mnǒzico predpostavkΓ za izpeljavo tipa izraza in zapišemoΓ ⊢ M : σ. Pravimo, da
predpostavkeΓ vodijo doM : σ ali, daM : σ izpeljemo izΓ.

Konkreten sistem za izpeljavo tipov je odvisen od množiceT in od mnǒzice pravil za
prirejanje tipov.

Definicija 7.1.1. Mnǒzica tipovλ→, ki jo oznǎcimo zT, je induktivno definirana na
sleděc nǎcin.

α, α′, . . . ∈ T (spremenljivke tipov)
σ, τ ∈ T ⇒ (σ → τ) ∈ T (funkcijski tipi)

Ker bomoT velikokrat uporabljali dodajmǒse naslednjo definicijo v abstraktni sinta-
ksi.

T = V | T → T (vsi tipi)
V = α | V

′ (spremenljivke tipov)

Opazka 7.1.1. 1. Naj boσ1, . . . , σn ∈ T, potem izraz

σ1 → σ2 → . . . → σn

pomeni
(σ1 → (σ2 → . . . (σn−1 → σn)..)).

Operator→ je desno asociativen.

2. α, β, γ, . . . predstavljajo spremenljivke tipov. 2

Definicija 7.1.2. 1. Stavekje izraz oblikeM : σ, kjer jeM ∈ Λ in σ ∈ T. Tip σ
predstavljapredikatin M predstavljasubjektstavka.

2. Deklaracijaje stavek kjer je subjekt spremenljivka.

3. Osnova1 je mnǒzica deklaracij, ki imajo razlǐcne spremenljivke kot subjekte.

1V literaturi konceptosnovasrěcamo pod imenomkontekst.
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Definicija 7.1.3. StavekM : σ je izpeljiv iz kontekstaΓ kar zapǐsemo:

Γ ⊢ M : σ,

če lahkoΓ ⊢ M : σ izpeljemo z naslednjo množico pravil.

(x : σ) ∈ Γ

Γ ⊢ x : σ
(7.1)

Γ ⊢ M : (σ → τ) Γ ⊢ N : σ

Γ ⊢ (M N) : τ
(7.2)

Γ, x : σ ⊢ M : τ

Γ ⊢ (λx.M) : (σ → τ)
(7.3)

Opazka 7.1.2. 1. Čeželimo poudariti uporabljen sistem tipov napišemo
Γ ⊢λ→

M : σ.

2. Pravilo 7.2 imenujemo→-predstavitev, pravilo 7.3 pa→-eliminacija.

3. IzrazΓ, x : σ pomeniΓ ∪ {x : σ}.

4. Če Γ = {x1 : σ1, . . . , xn : σn} potem lahko namestoΓ ⊢ M : σ napǐsemo
x1 : σ1, . . . , xn : σn ⊢ M : σ. 2

Naslednja definicja pravil poudari uporabo naravne dedukcije pri izpeljavah. Pri tej
definiciji ne uporabljamo osnoveΓ.

M : (σ → τ) N : σ

(M N) : τ

x : σ

...
M : τ

(λx.M) : (σ → τ)
(7.4)

Prěcrtana predpostavkax : σ pomeni, da smo izx : σ izpeljali M : τ iz česar smo
sklepali na(λx.M) : (σ → τ). Pri tem ne potrebujemo več predpostavkex : σ in jo
lahko izbrišemo.

Primer 7.1.1. 1. Uporabimo pravila za izpeljavo tipov za izrazλx.λy.x.

x : σ, y : τ ⊢ x : σ

x : σ ⊢ (λy.x) : (τ → σ)

⊢ (λx.λy.x) : (σ → τ → σ)

2. Pokǎzemo lahko, da za vsakσ ∈ T velja

⊢ (λx.x) : (σ → σ).

3. Še en primer z neprazno osnovo.

y : σ ⊢ (λx.x)y : σ.
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7.1.1 Lastnostiλ→

Prva lastnost, ki si jo bomo ogledali analizira kakšnaosnovaje potrebna, da bi izpeljati
dodelitev tipov.

Definicija 7.1.4. Naj boΓ = {x1 : σ1, . . . , xn : σn} osnova.

1. Γ lahko obravnavamo kot parcialno funkcijo. Veljadom(Γ) = {x1, . . . , xn} in
Γ(xi) = σi.

2. Naj boV0 mnǒzica spremenljivk. PotemΓ ↾ V0 = {x : σ|x ∈ V0 ∧ σ = Γ(x)}.

3. Substitucija[τ/α]σ zamenjaτ ∈ T zaα ∈ V v σ ∈ T.

Lema 7.1.1(Lema osnoveλ→). Naj boΓ osnova.

1. Če jeΓ′ ⊇ Γ druga osnova potemΓ ⊢ M : σ ⇒ Γ′ ⊢ M : σ.

2. Γ ⊢ M : σ ⇒ FV (M) ⊆ dom(Γ).

3. Γ ⊢ M : σ ⇒ Γ ↾ FV (M) ⊢ M : σ.

Dokaz. 1. Z indukcijo na izpeljavoM : σ.

Primer 1.M : σ = x : σ ∈ Γ ⇒ x : σ ∈ Γ′ ∧ Γ′ ⊢ M : σ.

Primer 2.M : σ = (M1 M2) : σ ⇒ ∃τ [M1 : (τ → σ) ∧ M2 : τ ].
Po induktivni hipotezi veljaΓ′ ⊢ M1 : (τ → σ) in Γ′ ⊢ M2 : σ. Velja torej tudi
Γ′ ⊢ (M1 M2) : σ.

Primer 3. M : σ = (λx : M1) : (σ1 → σ2) ⇒ Γ, x : σ1 ⊢ M1 : σ2.
Lahko predpostavljamo, dax 6∈ dom(Γ′). PotemΓ′, x : σ1 ražsiri Γ, x : σ1.
Po induktivni hipotezi veljaΓ′, x : σ1 ⊢ M1 : σ2 in torej tudiΓ′ ⊢ (λx.M1) :
(σ1 → σ2).

2. Z indukcijo na izpeljavoM : σ. Poglejmo si samo primerM : σ = (λx.M1) :
(σ1 → σ2). Takoj slediΓ, x : σ1 ⊢ M1 : σ2. Naj boy ∈ FV (λx.M1) potem
y ∈ FV (M1) in y 6≡ x. Po induktivni hipotezi veljay ∈ dom(Γ, x : σ1) potem
velja tudiy ∈ dom(Γ)

3. Po indukciji na izpeljavoM : σ. Obravnavali bomo samo primerM : σ =
(M1 M2) : σ. Direktno sledi∃τ [M1 : (τ → σ) ∧ M2 : τ ]. Po induktivni
hipotezi veljaΓ ↾ FV (M1) ⊢ M1 : (τ → σ) in Γ ↾ FV (M2) ⊢ M2 : σ. Zaradi
(1) slediΓ ↾ FV (M1 M2) ⊢ M1 : (τ → σ) in Γ ↾ FV (M1 M2) ⊢ M2 : σ.
Velja torej tudiΓ ↾ FV (M1 M2) ⊢ (M1 M2) : σ.
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Druga lastnostλ→, ki nas zanima je kako izrazi določene oblike dobijo tip. Uporabno
je tudi, da vemo, da nekateri izrazi nimajo tipa.

Lema 7.1.2(Tvorna lemaλ→). 1. Γ ⊢ x : σ ⇒ (x : σ) ∈ Γ.

2. Γ ⊢ M N : τ ⇒ ∃σ[Γ ⊢ M : (σ → τ) ∧ Γ ⊢ N : σ].

3. Γ ⊢ λx.M : ρ ⇒ ∃σ, τ [Γ, x : σ ⊢ M : τ ∧ ρ ≡ (σ → τ)].

Dokaz. Z indukcijo po doľzini izpeljave.

Lema 7.1.3(Tipi podizrazovλ→). Naj bo M ′ pod-izrazM . Potem veljaΓ ⊢ M :
σ ⇒ Γ′ ⊢ M ′ : σ′ za nekΓ′ in σ′.

Dokaz. Z indukcijo po tvorbiM .

Zgornja lema pravi, dǎce imaM tip Γ ⊢ M : σ potem imajo vsi pod-izrazi tudi tip.

Naslednji izrek bomo potrebovali za dokazvarnostiλ-računa [15], ki jo sestavljana-
predekredukcijeλ-izrazov inohranjanjetipov pri redukciji.

Izrek 7.1.1 (Napredek redukcijeλ→). Naj boM ∈ Λ in Γ ⊢ M : σ.

1. mǒznost:M : σ je v normalni obliki.

2. mǒznost:∃M ′ : M →β M ′.

Dokaz. Uporabimo indukcijo po strukturiM (ali tudi po izpeljavi tipaM ).

Primer 1. M : σ = x : σ je primerek 1. mǒznosti.

Primer 2. M : σ = (M1 M2) : σ.

Po indukcijski hipotezi jeM1 bodisi v normalni obliki ali lahko naredimo korak evalu-
acije; enako velja zaM2. Če lahkoM1 razvijemo za en korak, potem lahko uporabimo
pravilo za aplikacijoM1 →β M ′

1 ⇒ (M1 M2) →β (M ′
1 M2) nadM .

Če jeM1 v normalni obliki inM2 ni potem lahko uporabimo praviloM2 →β M ′
2 ⇒

(M1 M2) →β (M1 M ′
2) nadM .

Končno, če jeM1 = (λx.M3) potem jeM redeks in lahko izvedemo pravilo za apli-
kacijo (λx.M3)M2 →β [M2/x]M3. Sicer,če staM1 in M2 normalni obliki inM1 ni
λ-abstrakcija, potem jeM normalna oblika.

Primer 3. M : σ = (λx.M1) : σ. Podobno kot v primeru (2) lahko predpostavimo, da
zaM1 lastnost velja.Če obstaja redukcijaM1 →β M ′

1 potem lahko naredimo korak
redukcije tudi zaM . Če jeM1 v normalni obliki je tudiM normalna oblika.



116 POGLAVJE 7. TIPI

Izrek o napredkuizpeljave je posledica normalizacijskega izrekaλ-računa s tipi, ki
pravi, da vse redukcijske strategije vodijo do izraza v normalni obliki. Normalizacijski
izrek je predstavljen kasneje.

Naslednja lema je ena izmed ključnih pri dokazu izreka oohranitvi tipov pri redukciji
izraza (Izrek 7.1.2).

Lema 7.1.4(Substitucijska lemaλ→). 1. Γ ⊢ M : σ ⇒ [τ/α]Γ ⊢ M : [τ/α]σ.

2. Naj bo danΓ, x : σ ⊢ M : τ in Γ ⊢ N : σ. Potem velja tudiΓ ⊢ [N/x]M : τ .

Dokaz. 1. Po indukciji na izpeljavoM : σ.

2. Po indukciji na izpeljavo stavkaΓ, x : σ ⊢ M : τ . Za dano izpeljavoM : τ
obdelamo primere na končnem pravilu uporabljenem pri tvorbiM : τ .

Pravilo 7.1:
M = z, kjer jez : τ ∈ (Γ, x : σ)

Imamo dva primera, ki jih je potrebno obdelati:z = x in z je neka druga spre-
menljivka. V primeruz = x velja [N/x]z = N kot tudi τ = σ. Zahtevan rezul-
tatΓ ⊢ N : σ je med predpostavkami! V drugem primeru pa velja[N/x]z = z,
kjer je rezultat direkten.

Pravilo 7.2:
M = M1 M2

Γ, x : σ ⊢ M1 : (τ2 → τ1)
Γ, x : σ ⊢ M2 : τ2

τ = τ1

Po indukcijski hipotezi veljaΓ ⊢ [N/x]M1 : (τ2 → τ1) in Γ ⊢ [N/x]M2 :
τ2. Ker veljaΓ ⊢ (M1 M2) : τ in ker po definiciji evaluacije substitucije na
funkcijskem klicu velja[N/x](M1 M2) = ([N/x]M1 [N/x]M2), potem velja
Γ ⊢ ([N/x]M1 [N/x]M2) : τ1 ≡ [N/x](M1 M2) : τ .

Pravilo 7.3:
M = λy.M1

τ = τ2 → τ1

Γ, x : σ, y : τ2 ⊢ M1 : τ1

Lahko predpostavimo, da veljax 6= y in y 6∈ FV (N). Z uporabo permuta-
cije na podizpeljavi dobimoΓ, y : τ2, x : σ ⊢ M1 : τ1. Z uporabo oslabitve
na dani izpeljaviΓ ⊢ N : σ dobimo Γ, y : τ2 ⊢ N : σ. Po indukcijski
hipotezi veljaΓ, y : τ2 ⊢ [N/x]M1 : τ1. Po definiciji evaluacije substitu-
cije velja [N/x](λy.M1) = (λy.[N/x]M1). Zaradi indukcijske hipoteze velja
Γ ⊢ (λy.[N/x]M1) : (τ2 → τ1) in torej Γ ⊢ [N/x](λy.M1) : (τ2 → τ1) =
[N/x]M : τ .
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Naslednji izrek pravi, da je množicaM ∈ Λ, ki imajo dolǒcen tip zaprta za redukcijo.

Izrek 7.1.2 (Ohranjanje tipovλ→). Naj boM ∈ Λ in M →∗
β M ′.

Γ ⊢ M : σ ⇒ Γ ⊢ M ′ : σ

Dokaz. Uporabili bomo indukcijo po konstrukciji relacije→∗
β . Pokǎzimo najbolj po-

memben primer: evaluacijo redeksa.

Naj bo M : σ = (λx.P )Q in M ′ = [Q/x]P . Če veljaΓ ⊢ (λx.P )Q : σ potem
zaradi tvorne leme 7.1.2 velja, da obstajaτ tako daΓ ⊢ (λx.P ) : (τ → σ) oz.
Γ, x : σ ⊢ P : σ in Γ ⊢ Q : τ .

Zaradi indukcijske hipoteze velja ohranitev tipov zaP in Q. Zaradi substitucijske leme
7.1.4 potem veljaΓ ⊢ [Q/x]P : σ.

Zaradi izreka 7.1.1 in izreka 7.1.2 veljavarnost tipovλ-računa s tipi. Varnost v̌casih
imenujemo tudiuglǎsenostλ-računa2.

Izrazi izΛ, ki imajo tip, pa niso zaprti za razširitev. Na primer,

⊢ I : (σ → σ), vendar 6⊢ K I (λx.x x) : (σ → σ).

Lastnost velja v splǒsnem.

Opazka 7.1.3.Naj bodoM,M ′ ∈ Λ in σ, σ′ ∈ T tako daM ′ →∗
β M .

⊢ M : σ in ⊢ M ′ : σ′ vendar 6⊢ M ′ : σ.

Dokaz. Naj boM ≡ λx.λy.y, M ′ ≡ S K, σ ≡ α → (β → β) in σ′ ≡ (β → α) →
(β → β).

7.2 Normalizacija λ→ izrazov

Lambda izrazM strogo normalizira, če se vse mǒzne sekvence redukcije z začetkom
M ustavijo.

Obstajajo izrazi, ki imajo normalno obliko vendar ne normalizirajo strogo, ker imajo
neskoňcno sekvenco redukcije. Na primerKIΩ =β I, čeprav je sekvencaΩ →β

Ω →β . . . neskoňcna.

2Klasično pomeni uglǎsenost pravil teorije, da vse kar izpeljemo s pravili so korektni stavki. Enako velja
tudi za izpeljaveλ-izrazov—β-redukcija vodi do izrazov korektnega tipa.

Uglǎsenost se tipično uporablja skupaj skompletnostjo, ki pravi, da dana pravila teorije izpeljejo vse
možne stavke. Kaj natančno predstavlja kompletnost prirejanja tipovλ-izrazov?
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Če bi v primeruKIΩ uporabljali strategijo klic-po-vrednosti se evaluacija nebi nikoli
zaključila. Strategija je torej pomembna pri iskanju normalne oblike izraza.

Naslednji izrek zagotavlja izračun normalno obliko z redukcijo skrajno levega redeksa.

Izrek 7.2.1 (Normalizacijski izrek). Če imaM normalno obliko potem jo dobimo z
iteriranjem redukcij skrajno levih redeksov—redeksov, kiimajoλ skrajno levo.

Dokaz normalizacijskega izreka se nahaja v knjigi H.Barendregta [2]. V nadaljevanju
si bomo pogedalǐse dva drugǎcna dokaza normalizacijeλ-izrazov.

Šibek normalizacijski izrekpravi, da obstaja neka strategija za normalizacijo izraza,ki
se zakljǔci. Strog normalizacijski izrekpravi, da se vse možne strategije normalizacije
zaključijo.

7.2.1 Šibek normalizacijski izrek

Poglejmo si varianto lambda računaλ→, ki bo uporabljena za prikažsibke normaliza-
cije λ→.

Tip τ ::= τ1, . . . , τn osnovni tipi
| τ1 × τ2 produkt
| τ1 → τ2 funkcije

Izraz M ::= x1 : τ1, . . . , xn : τn spremenljivke
| 〈M,N〉 pari
| Π1M projekcija
| Π2M projekcija
| λx.M abstrakcija
| M N aplikacija

(7.5)

Pri izrǎcunu normalne oblike izrazaM imamo na vsakem koraku več mǒznosti pri
izbiri redeksa, ki reduciramo. Možnih izbir je koňcno mnogo.

Šibki normalizacijski izrek pravi, da lahko najdemo pravilno redukcijo, ki vodi do
normalne oblike. Ne izklǔcuje pa mǒznosti slabih redukcij, ki ne vodijo v normalno
obliko. Zato govorimo ǒsibki normalizaciji.

Izrek 7.2.2 ( Šibka normalizacija ). Naj boM izraz lambda rǎcuna brez tipov. Obstaja
metoda za evaluacijoM , ki se zakljǔci.

Dokaz bo sestavljen iz večih delov. Najprej bomo definirali stopnjo izraza s katero
bomo lahko spremljali velikost izraza med redukcijo.

Definicija 7.2.1. 1. Stopnjaρ(τ) tipa τ je definirana kot:

(a) ρ(τ) = 1 če jeτ atomǐcen.

(b) ρ(τ1 × τ2) = ρ(τ1 → τ2) = max(ρ(τ1), ρ(τ2)) + 1.
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2. Stopnjaρ(r) redeksar je definirana z:

(a) ρ(Π1〈M,N〉) = ρ(Π2〈M,N〉) = ρ(τ1 × τ2), kjer jeτ1 × τ2 tip 〈M,N〉.

(b) ρ((λx.M) N) = ρ(τ1 → τ2), kjer jeτ1 → τ2 tip (λx.M).

3. Stopnjad(M) izrazaM je maksimum stopenj redeksov, ki jih vsebuje. IzrazM
v normalni obliki ima stopnjod(M) enako0. 2

Opazka 7.2.1. 1. Atomǐcen tip τ v (1a) lahko stoji za věcimi redukcijami, ki se
ovrednotijo v tipτ .

2. Stopnja tipaτ definirana z (1b) predstavlja višino drevesa s katerim predstavimo
τ , plus ena.

3. Stopnja redeksa (2) je definirana na osnovi stopnje tipa redeksa! Stopnja redeksa
(λx.M)N je definirana kotρ(τ1 → τ2) kjer jex : τ1, N : τ1 in (λx.M) : τ1 →
τ2.

Recimo da bodisiM ali N vsebuje redeks npr.((λx.M ′)N ′) : τ3. Stopnjo tega
redeksa se v kontekstu zunanjega redeksa izračuna kotρ(τ3). Stopnja vgnezde-
nega redeksa se torej ne upošteva pri izrǎcunu stopnje zunanjega redeksa.

Po drugi strani lahkoM ali N vsebujetaλ-abstrakcije (brez aplikacije), ki pred-
stavljajo funkcije tipaτ1 → τ2, kar zvǐsa stopnjoM ali N .

Stopnja redeksa(λx.M)N torej predstavlja stopnjo tipa(λx.M) : τ1 → τ2.
S tem upǒstevamo najvěcje število mǒznih redukcij, ki bi lahko nastane zaradi
struktureM oz.N . Redukcije ni nujno, da se realizirajo v danem kontekstu.

4. Stopnja izrazaM je maksimalna stopnja vseh redeksov vM . Če izraz nima
redeksa ima stopnjo0.

5. RedeksR ima dve stopnje: kot redeks in kot izraz. Ker redeks lahko vsebuje
druge redekse veljad(R) ≥ ρ(R). 2

Ob uporabi substitucije se lahko zmanjša stopnja izraza. Velikost izraza, ki je rezultat
substitucije lahko ocenimo na naslednji način.

Lema 7.2.1. Če jex tipa τ potemd([N/x]M) ≤ max(d(M), d(N), ρ(τ)).

Dokaz. V izrazu[N/x]M imamo lahko:

1. redekse, ki sestavljajoM (kjer jex postalN ),

2. redeksiN , ki zamenjajo vse pojavitvex,

3. nove redekse v primeru, da sex pojavlja v kontekstuΠ1x (ali Π2x ali x L) in je
N = 〈N ′, N ′′〉 ali λy.N ′. Te novi redeksi imajo stopnjoτ .



120 POGLAVJE 7. TIPI

Poglejmo najprej lastnost, ki jo bomo potrebovali kasneje.

Lema 7.2.2. Naj boR : τ redeks. Potem veljaρ(R) > ρ(τ).

Dokaz. Naj boR : τ = (λx.M)N : τ potem obstajaσ : (λx.M) : σ → τ . Trivialno
veljaρ(R) = ρ(σ → τ) > ρ(τ)!

Poglejmo zdaǰse razmerje med stopnjo izraza in stopnjo reduciranega izraza.

Lema 7.2.3. ČeM →∗
β N potemd(N) ≤ d(M).

Dokaz. Obravnavati moramo samo primer, ko imamo eno samo redukcijo: M →β N ,
če zamenjamoR s R′. Stanje je zelo podobno tistemu iz prejšnje Leme.N vsebuje
naslednje komponente.

• Redekse, ki so bili vM in ne tudi vR spremenjeni z zamenjavoR s R′ (kar ne
vpliva na stopnjo).

• Redekse izR′, ki smo jih dobili s poenostavitvijoR ali z interno substitucijo vR:
(λx.L) L′ postane[L′/x]L, Lema 7.2.1 pa pravi, dad(R′) ≤ max(d(L), d(L′), ρ(τ)),
kjer je τ tip odx. Po drugi strani jeρ(τ) < d(R), torejd(R′) ≤ d(R).

• Redekse, ki pridejo od zamenjaveR zR′. Situacija je spet podobna tisti pri Lemi
7.2.1: ti redeksi imajo stopnjo enakoρ(τ), kjer jeτ tip R in veljaρ(τ) < ρ(R).

Naslednji korak dokazǎsibkega normalizacijskega izreka je definicija redukcije maksi-
malne stopnje, ki bo omogočala, da bo stopnja pri vsaki redukciji manjša od stopnje
izraza pred redukcijo.

Lema 7.2.4. Naj boR redeks maksimalne stopnjen iz M . Predpostavimo, da imajo
vsi redeksi vsebovani vR stopnjo manj kotn. Če dobimoM ′ iz M z zamenjavoR s
R′, potem imaM ′ striktno manǰso stopnjo odn.

Dokaz. Ob zamenjavi se zgodi sledeče:

• Redeksi izvenR ostanejo taǩsni kot so.

• Redeksi, ki so znotrajR so v splǒsnem ohranjeni, vendar lahko tudi pomnoženi:
na primerče zamenjamo(λx.x, x) s z 〈s, s〉 se redeksis pomnǒzijo. Tudi v tem
primeru ostane stopnja manjša odn.
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• RedeksR je reduciran in zamenjan z redeksi, ki imajo striktno manjšo stopnjo.

Zdaj lahko sestavimo dokažsibkega normalizacijskega izreka na osnovi prej presta-
vljenih lem.

Dokaz. (Šibki normalizacijski izrek) Naj boM izraz in funkcijaµ(M) = (n,m), kjer
je

n = d(M),
m = število redeksov stopnjen.

Lema 7.2.4 pravi, da lahko izM izberemo redeksR tako, da po konverzijiR →β R′ s
katero dobimoM →β M ′ veljaµ(M ′) ≤ µ(M): čeµ(M ′) = (n′,m′) potemn′ < n
ali n′ = n ∧ m′ ≤ m.

Šibko normalizacijoM dokǎzemo z indukcijo po izpeljaviM . Na vsakem koraku
predpostavimo, da lastnost velja za pod-izraze. Indukcijski korak pokǎzemo z uporabo
Leme 7.2.4.

7.2.2 Strog normalizacijski izrek

Konstrukcija strogega normalizacijskega izreka je sledeča.

1. Najprej definiramo mnǒzico vsehλ-izrazovSN , ki strogo normalizirajo.

2. Nato definiramozasǐcenemnǒziceX ⊆ SN , ki vsebujejo vseλ-izraze nad dano
mnǒzico spremenljivk, ki strogo normalizirajo.

3. Pokǎzemo, da sta zasičeni mnǒzici SN in JαK (vsi primerki tipaα) zasǐceni in
predstavimo operacije za katere je zasičenje zaprto.

4. Definiramo operacijoovrednotenja spremenljivk, ki naredijo substitucijo prostih
spremenljivk vλ-izrazih oz. v kontekstuΓ. Ovrednotenje ustreza delni evaluaciji
λ-izraza.

5. Pokǎzemo, da ovrednotenje spremenljivk vλ-izrazih vedno vodi do elementov
zasǐcenih mnǒzic, soSN .

Definicija 7.2.2. 1. SN = {M ∈ Λ|M strogo normalizira}

2. NajA,B ⊆ Λ. A → B ⊆ Λ definiramo

A → B = {F ∈ Λ|∀a ∈ A F a ∈ B}.
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3. Za vsakσ ∈ Type(λ→) definiramoJσK ⊆ Λ z naslednjimi pravili.

JαK = SN, kjer jeα spremenljivka tipa
Jσ → τK = JσK → JτK.

Definicija 7.2.3. 1. PodmnǒzicoX ⊆ SN imenujemozasǐceno, če

a) ∀n ≥ 0 ∀R1, . . . , Rn ∈ SN : x ~R ∈ X, kjer je x poljubna spremenljivka
izraza.

b) ∀n ≥ 0 ∀R1, . . . , Rn ∈ SN ∀Q ∈ SN :

[Q/x]P ~R ∈ X ⇒ (λx.P )Q ~R ∈ X

2. SAT = {X ⊆ Λ|X je zasǐcena}

Opazka 7.2.2.Zasǐcene mnǒzice so SN po definiciji. Definicija zasičenih mnǒzic pred-
stavlja postopek za enumeracijo izrazov zasičene mnǒzice. Konstruiramo jih od eno-
stavnih izrazov proti bolj kompleksnim izrazom.

Pravilo (1a) dosěze, da so elementi zasičene mnǒziceX vse spremenljivkex v primeru
n = 0.

Pogoj (1a) dodaja spremenljivke na začetek izraza, ki mu sledijo vsi možni izrazi SN.
Pogoj (1b) dodaja k mnǒzici za vsak kontraktum̌se redeks, ki vodi do kontraktuma.

Z (1b) torej širimo mnǒzico izrazov, ki po vsaki uporabi pravila dobi množico novih
izrazov z dodatnim redeksom ter vsemi možnimi izrazi SN na desni strani. 2

Lema 7.2.5. 1. SN ∈ SAT

2. A,B ∈ SAT ⇒ A → B ∈ SAT

3. Naj bo{Ai}i∈I mnǒzica elementovSAT , potem
⋂

i∈I Ai ∈ SAT .

4. Za vseσ ∈ type(λ→) velja JσK ∈ SAT .

Dokaz. 1. SN zadǒsča pogoju (1a) definicije zasičenosti. Poglejmǒse pogoj (1b).
Predpostavljamo

[Q/x]P ~R ∈ SN ∧ Q, ~R ∈ SN. (1)

Trdimo, da velja tudi
(λx.P )Q ~R ∈ SN. (2)

Redukcije vP,Q in ~R se ustavijo, ker so po predpostavkiSN . Izraz [Q/x]P
je pod-izraz izraza vSN torej je tudi samSN , kot tudiP . Po koňcnemštevilu



7.2. NORMALIZACIJA λ→ IZRAZOV 123

korakov redukcije izraza (2) dobimo(λx.P ′)Q′ ~R′, kjer veljaP →∗
β P ′, itd.

Kontrakcija(λx.P ′)Q′ ~R′ da

[Q′/x]P ′ ~R′. (3)

Ta izraz pa lahko vidimo kot reduciran izraz[Q/x]P ~R. Ker je ta izraz SN potem
je SN tudi (3) in(λx.P )Q ~R.

2. Naj bostaA,B ∈ SAT . Po definiciji veljax ∈ A za vse spremenljivke. Potem

F ∈ A → B ⇒ F x ∈ B Po def.F
⇒ F x ∈ SN Po def.SAT
⇒ F ∈ SN Komponenta no

Velja torejA → B ⊆ SN . A → B predstavlja vse funkcije izA v B, ki soSN .

Poglejmoše pogoj (a) za zasičenost. Naj bo~R ∈ SN . Pokazati moramo, da
x ~R ∈ A → B. To pomeni

∀Q ∈ A : x ~R Q ∈ B,

kar je res kerA ⊆ SN in B je zasǐcena. Podobno sklepamo za pogoj zasičenosti
(1b).

3. Podobno kot (2).

4. Z indukcijo na tvorboσ, z uporabo (1) in (2).

Opazka 7.2.3.Komentarji k Lemi 7.2.5.

1. SN ∈ SAT pomeni, da jeSN zasǐcena in vsebuje vse možne izraze, ki se jih da
konstruirati s pravili (a) in (b) za zasičene mnǒzice.

2. Če sta zasǐceni mnǒzici A in B potem je zasičena tudiA → B. To pomeni, da je
funkcija nad zasǐcenimi mnǒzicami vedno zasičena in tudiSN .

3. Nasǐcenje je zaprto za presek.

4. Za dano spremenljivko tipaα vsebujeJαK vseSN λ-izraze, ki vsebujejoα. Ker
je JαK zasǐcena mnǒzica vsebuje vse izraze, ki se jih da generirati s pravili (1a)
in (1b) Definicije 7.2.3. 2

Definicija 7.2.4. 1. Ovrednotenjev Λ je preslikavaρ : V → Λ kjer je V mnǒzica
spremenljivk.
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2. Naj boρ ovrednotenje vΛ. Potem

JMKρ = [ρ(x1)/x1, . . . , ρ(xn)/xn]M,

kjer je~x = x1, . . . , xn mnǒzica prostih spremenljivkM .

Naj bo ρ ovrednotenje vΛ. Potemρ rěsi M : σ zapisanoρ |= M : σ, če
JMKρ ∈ JσK.

3. Če jeΓ kontekst, potemρ reši Γ kar napǐsemoρ |= Γ, če ρ |= x : σ za vse
(x : σ) ∈ Γ.

4. KontekstΓ reši M : σ kar zapǐsemoΓ |= M : σ, če

∀ρ[ρ |= Γ ⇒ ρ |= M : σ].

Opazka 7.2.4. 1. Ovrednotenje priredi vsaki spremenljivkiλ-izraz.

2. Ovrednotenjeρ izrazaM predstavlja substitucijo vseh prostih spremenljivkx iz
M zρ(x). Ovrednotenje potem predstavlja način evaluacijeλ-izraza.

Ovrednotenjeρ je rěsitevM : σ (ρ |= M : σ), če je rěsitevM zρ JMKρ element
JσK in je torejSN !

3. Rěsitev kontekstaΓ z ovrednotenjemρ (ρ |= Γ) predstavlja ovrednotenje spre-
menljivkx ∈ Γ zρ(x). Spremenljivkam dodelimo izraze (∈ Λ), zǎcetne vrednosti
na osnovi katerih lahko ovrednotimo izraze.

4. KontekstΓ je rěsitevM : σ (Γ |= M : σ), če vsako ovrednotenje, ki reši Γ reši
tudi M : σ.

Γ torej rěsi M : σ, če za vsako prireditevSN izrazov spremenljivkamΓ pomeni,
da je tudiM : σ SN . 2

Lema 7.2.6(Uglǎsenost).

Γ ⊢λ→
M : σ ⇒ Γ |= M : σ.

Dokaz. Z indukcijo po izpeljaviM : σ.

Primer 1. Γ ⊢ M : σ kjer je M ≡ x sledi iz (x : σ) ∈ Γ. Potem je trivialno
Γ |= M : σ.

Primer 2. Γ ⊢ M : σ kjer je M ≡ M1 M2 je posledicaΓ ⊢ M1 : τ → σ in
Γ ⊢ M2 : τ .

Predpostavimoρ |= Γ, da bi pokazaliρ |= M1 M2 : σ. Potem po induktvni
predpostavki veljaρ |= M1 : τ → σ in ρ |= M2 : τ ali JM1Kρ ∈ Jτ → σK =
JτK → JσK in JM2Kρ ∈ JτK. Iz tega slediJM1 M2Kρ = JM1KρJM2Kρ ∈ JσK ali
ρ |= M1 M2 : σ.
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Primer 3. Γ ⊢ M : σ kjer je M ≡ λx.M ′ in σ ≡ σ1 → σ2 je direktna posledica
Γ, x : σ1 ⊢ M ′ : σ2.

Po induktivni hipotezi velja

Γ, x : σ1 |= M ′ : σ2. (1)

Predpostavimoρ |= Γ, da bi pokazaliρ |= (λx.M ′) : σ1 → σ2. Drugǎce
zapisano moramo pokazati

∀N ∈ Jσ1K : Jλx.M ′Kρ N ∈ Jσ2K.

Predpostavimo torejN ∈ Jσ1K. Potemρ(N/x) |= Γ, x : σ1 in zato

JM ′Kρ(N/x) ∈ Jσ2K

zaradi (1). Ker velja

Jλx.M ′KρN ≡ [ρ(~y)/~y](λx.M ′)N
→∗

β [ρ(~y)/~y,N/x]M ′

≡ JM ′Kρ(N/x),

sledi zaradi zasičenostiJσ2K daJλx.M ′KρN ∈ Jσ2K.

Izrek 7.2.3 (Strog normalizacijski izrek). Naj bo Γ ⊢λ→
M : σ. PotemM strogo

normalizira.

Dokaz. Naj boΓ ⊢ M : σ, potem veljaΓ |= M : σ. Definiramoρ0(x) = x za vsak
x. Potem veljaρ0 |= Γ, ker zaradi nasičenostiJτK za vsakx veljax ∈ JτK. Zaradi tega
veljaρ0 |= M : σ in zatoM ≡ JMKρ0

∈ JσK ⊆ SN .
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7.3 Curry-Howardov izomorfizem

Curry-Howardov izomorfizem prikǎze sintaktǐcno in pomensko zvezo med logiko in
teorijo tipov. V tej sekciji si bomo ogledali najbolj osnovno zvezo, ki definirana med
izjavnim rǎcunomin lambda-računom s tipi(λ→). Kasneje bodo omenjeneše druge
zveze, ki so definirane nad jeziki z večjo izrazno mǒcjo.

Definirali bomo preslikavo med izrazi logike in izraziλ→ tako, da bo deduktivno skle-
panje na strani logike preslikano v normalizacijo izrazovλ-računa. Hkrati bomo defi-
nirali tudi preslikavo v nasprotno smer.

Dokazi izjavnega rǎcuna ustrezajo ovrednotenju izrazov vλ-računu. Preslikava torej ni
samo bijektivna ampak tudi ohranja preslikave pri deduktivnem sklepanju na eni strani
oz. pri normalizaciji izrazov na drugi, analogni strani.

7.3.1 Definicija izomorfizma

Na eni strani imamo dokaze izjav napisanih v izjavnem računu. Za dokazovanje upo-
rabljamo naravno dedukcijo, ki je bila predstavljena v Poglavju 2.

Dokaze v izjavnem rǎcunu bomo videli kot izpeljave izrazovλ→. Bolj nataňcno, dokaz
izjaveA postane vλ→ izpeljava izraza tipaA.

Uporaba tipov×,→ bo ustrezala logičnim operacijam∧,⇒.

Na drugi strani imamo izrazeλ→, ki imajo tipe. Evaluacija izraza bo ustrezala sklepa-
nju v izjavnem rǎcunu.

Poglejmo si zdaj pravila, ki definirajo bijekcijo med izraziλ→ in izpeljavami dokazov
izjavne logike.

1. DedukcijaA ustreza spremenljivkixA
i .

2. Dedukcija

...
A

...
B

A ∧ B
∧I ustreza izrazu〈u, v〉, kjer u ustreza izpeljaviA in v

izpeljaviB.

3. Dedukciji

...
A ∧ B

A
∧1E in

...
A ∧ B

B
∧2E ustrezata izrazomaΠ1t in Π2t, kjer

t ustreza dedukcijiA ∧ B.

4. Dedukcija

[A]
...
B

A ⇒ B
⇒ I ustreza izrazuλxA

i .v, kjer izpeljavaA ustreza predpo-

stavkam za izpeljavoxA
i ter izpeljavaB iz A ustreza ovrednotenjuv.



7.4. OPOMBE 127

5. Dedukcija

...
A

...
A ⇒ B

B
⇒ E ustreza izrazut u, kjer t in u ustrezata izpe-

ljavamaA ⇒ B in B.

7.3.2 Pomen izomorfizma

7.4 Opombe

Lambda rǎcun s tipi je podrobno predstavljen včlanku Barendregt [4]. Nekatere la-
stnosti lambda rǎcuna s tipi so podane v knjigi Barendregt [2].

Noramalizacija izrazov lambda računa s tipi je predstavljena v knjigi Barendregt [2].
Povzetek dokazov̌sibkega in mǒcnega normalizacijskega izreka zaλ-račun s tipi je
predstavljen v knjigi Girarda [5].

Razlǐcne verzije dokaza normalizacijskega izreka za lambda račun s tipi se nahajajo v
člankih avtorjev Hindley [], Berger [], Filinski [], ...


