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3.3.2 Ražclenjevanje v ASD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.4 Primer enostavnega jezika . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.1 JezikL(nat bool) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.4.2 Leksikalna analiza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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5.3.2 Logǐcni izrazi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
5.3.3 Stavki IMP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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6.4.6 Uporabaλ računa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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9.3.1 Binarne in věckratne vsote . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169
9.3.2 Opcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

9.4 Podtipi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
9.4.1 Vsebovanost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
9.4.2 Relacija podtip . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
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12 *JEZIKI VI ŠJEGA REDA 211
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Zapiski so osnova za predavanja pri predmetuTeorija programskih jezikovna podi-
plomskemštudiju rǎcunalnǐstva in informatike, FAMNIT, Koper. Zapiski soosnutek
skripte in vsebujejo napake.

Zapiski vsebujejo prevode izbranih poglavij in sekcij iz knjige Benjamina Pierce:Types
and Programming languages[10] in knjige Roberta Harperja:Practical Foundations
for Programming Languages[5]. Med pomembnejšimi učbeniki in viri, na katerih
temeljijo zapiski je tudǐclanek Henk Barendregt in Erik Barendsen:Introduction to
Lambda Calculus[2], učbenik Glyn Winskel:The Formal Semantics of Programming
Languages: An Introduction[13], knjiga Jean-Yves Girard:Proofs and Types[3] in
Pfenningovo delo predstavljeno v knjigi:Computation and Deduction[9].

Osnovna vodila pri definiciji strukture vsebine zapiskov sonaslednja.

1. Podati state-of-the-artpregled podrǒcja teorije programskih jezikov.
a) Osnovne metode uporabljene za predstavitev semantike programskih jezikov so ope-
racijska semantika, denotacijska semantika in naravna dedukcija.
b) Pregled temelji nahierarhiji formalnih sistemovrazvitih na osnoviλ-računa, ki pred-
stavljajo osnovne formalne jezike uporabljene za identifikacijo in predstavitev koncep-
tov programskih jezikov.
c) Za vsak nivo hierarhije formalnih sistemov bodo predstavljene: osnovne lastnosti
jezika kot so statǐcna semantika in dinamična semantika; pomembnejši rezultati oz. la-
stnosti jezikov danega nivoja; in množica praktǐcnih primerov.
d) Podan je pregled konceptov programskih jezikov definiranih v okviru predstavljenih
formalnih jezikov.
e) Pregled teorije programskih jezikov temelji na “laboratorijskih” formalnih sistemih,
ki so v preteklosti slǔzili za študij formalnih sistemov.

2. Predstaviti uvrstitev teorije programskih jezikov v teoretično rǎcunalnǐstvo.
a) Opisati prekrivanje teorije programskih jezikov s telesom znanja o prevajalnikih.
b) Predstaviti povezave in skupne točke med teorijo izrǎcunljivosti in teorijo program-
skih jezikov.
c) Predstaviti uvrstitev formalnih sistemov teorije programskih jezikov v hierarhijo
Chomskega.

Iztok Savnik, 2.12.2010, Koper.
-
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Poglavje 1

UVOD

“Computer Science is no more about computers than astronomyis about
telescopes.” - E.W.Dijkstra

Teorija programskih jezikov preučuje prostore, ki jih tvorijo stavki formalnih sistemov.

Opazujemo strukture, ki jih tvorijo stavki, definiramo lahko pomen stavkov in preučujemo
pretvorbe stavkov med evaluacijo glede na definiran pomen stavkov.

S formalnimi sistemi predstavimo in preučujemo razlǐcne izrazne nivoje modernih pro-
gramskih jezikov.

Na primer, kot osnovni nivo programskega jezika bi lahko definirali cela števila in
operacije za delo s celimištevili. S taǩsnim jezikom lahko rǎcunamo s celimǐstevili.

Nivoji, ki jih obravnavamo so rekurzivni jeziki, Turingovijeziki, jeziki s tipi, jeziki
z rekurzivnimi tipi, jeziki 2. reda, itd. Za vsak nivo podamostatǐcno in dinamǐcno
definicijo ter predstavimo lastnosti struktur, ki jih tvoridani nivo.

Iz drugega vidika, v teoriji programskih jezikov formalno definiramo koncepte pro-
gramskih jezikov kot so na primer funkcije, tipi, polimorfizem, hierarhija tipov, itd.

Pomen konceptov je v več primerih kompleksen in je prepuščen konkretnim imple-

9
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mentacijam ter prevajalnikom programskih jezikov.

V takšnih primerih nudi teorija programskih jezikov formalna orodja s katerimi lahko
nataňcno preǔcimo pomen in implementacijo konceptov programskih jezikov.

1.1 Zgodovina

Teorija programskih jezikov temelji nalogiki, ki jo velikokrat definirajo kot vedo s
katero preǔcujemo izjave ali sodbe. Logiko uporabljamo pri večini intelektualnih ak-
tivnosti zato lahko tudi rěcemo, da je logika veda o sklepanju.

Logika je tako rezulat introspekcije: sprašujemo se kaj pǒcnemo pri razmǐsljanju, na
kaǩsen nǎcin dojemamo in obravnavamo koncepte, kako jih povezujemo in sklepamo
na posledice iz danih premis?

Aristotelovo deloPrior Analyticssešteje kot prva znanstvena razsikava logike. Sicer
so logiko preǔcevali vsi stareǰsi narodi kot npr. Kitajska in Indija.

Izvore formalnih sistemov lahko vidimo v ideji Gottfried Wilhelm Leibniza o univer-
zalnem matematičnem jeziku–ki ga je imenovalcalculus ratiocinator–s katerimi se bi
dalo opisati in rěsiti vse matematične probleme. Calculus ratiocinator si lahko pred-
stavljamo kot formalen sistem ali logiko s katero lahko modeliramo (matematǐcno)
razmǐsljanje1.

Bertrand Russell je razvil prvoteorijo tipov kot odgovor na njegovo odkritje, da je
Gottlob Frege-jeva verzija naivne teorije množic vsebovala Russell-ov paradoks. Pa-
radoksu se izogne tako, da najprej definira hierarhijo tipovin priredi vsakemu izrazu
tip. Objekti danega tipa so zgrajeni iz objektov predhodnega tipa—tako se izognemo
zankam.

Leta 1928 je matematik David Hilbert postavil problem z imenom Entscheidungspro-

1Obstaja tudisintetǐcni pogled, ki pravi, da je calculus ratiocinator fizični “računalnik”, ki omogǒca
mehansko sklepanje–nekateri trdijo, da je moderen Von Neuman-ov rǎcunalnik samo realizacija calculus
ratiocinator.
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blem. Problem se glasi: ali je mogoče iz opisa formalnega jezika in stavka v tem jeziku
napisati algoritem, ki bo odgovoriltrue v primeru, da je stavek pravilen infalse sicer.

Idejo sta uresničila (v istemčasu, 1932) Turing s strojem, ki zna računati in izrǎzati
spekter zahtevnih problemov in Church, ki je definiral jezik, s katerim je mogǒce zapi-
sati abstrakcijo matematične funkcije,λ-račun.

Lambda rǎcun je Alonzo Church definiral v okviru raziskave o osnovah matematike.
Pokazano je bilo, da orignalen lambda račun vsebuje Kleene-Rosser-jev paradoks.
Church je leta 1936 objavil lambda račun brez tipov (untyped lambda calculus) in leta
1940 lambda rǎcun s tipi (typed lambda calculus), ki ne vsebuje več Kleene-Rosser-
jevega paradoksa.

Takoj v naslednjih letih po definiciji Turinovega stroja inλ-računa je bilo pokazano,
da sta enakovredna po moči in se programe zapisane v enem da prevesti v programe v
drugem jeziku.

Lambda rǎcun je v drugi polovici dvajsetega stoletja ...

1.2 Uporaba tipov

Uporaba tipov pripomore k pisanju pravilnih programov. Zaradi definicije tipa vsakega
izraza programa se lahko izogne enostavnim kot tudi bolj kompleksnim napakam.

Preverjanje tipov je proces, ki prireja tipe posameznim izrazom programa in primerja
izračunane tipe izrazov povsod kjer pravila programskega jezika zahtevajo, da se tipi
ujemajo ali so v neki drugi relaciji.

Na primer, tip izraza se mora ujemati s tipom spremenljivke,ki ji je izraz prirejen.
Podobno se mora izraz, ki nastopa kot parameter funkcije, ujemati z deklariranim tipo
parametra.

Statǐcno preverjanje tipovpreveri tipe izrazov v programu v̌casu prevajanja, medtem
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ko dinamǐcno preverjanje tipovpreverja tipe vrednosti in objektov v̌casu izvajanja
programa.

Noveǰsi programski jeziki uporabljajo oboje.

1.2.1 Odkrivanje napak

Preverjanje tipov omogǒca odkrivanje nekaterih napak včasu prevajanja oz. v̌casu
izvajanja. V primeru, da se tipi izrazov v programu ne ujemajo nam sistem to sporoči.

Statǐcno preverjanje tipov lahko odkrije presenetljivo veliko napak. Pogosto se zgodi,
da programi preprosto “delajo” po tem, ko se odpravijo napake tipov.

Striktno preverjanje tipov torej pogosto uspe odkriti poleg trivialnih napak tudi marsi-
katero tězjo napako. Mǒc tega ǔcinka je odvisna od izrazne moči sistema za delo s tipi.
Čim bolj izrazen je sistem tem več napak uspemo uloviti.

Razlog za ta ǔcinek je predvsem v formi, ki jo daje struktura tipov programom. Pro-
gramska koda, ki jěse posebaj pri objektnih programskih jezikih vezana na tipeozi-
romo strukture, ki jih tvorijo tipi, je bolj enostavno obvladljiva.

1.2.2 Abstrakcija

Tipi podpirajo proces programiranja tako, da zahtevajo disciplinirano programiranje.

Pri snovanju in implementaciji programskega sistema služijo tipi kot osnovnookostje
sistemaokoli katerega je implementirana koda.

Sistem tipov tvori osnovo za module–tip modula dejansko ustreza vmesniku modula.
Strukturiranje věcjih sistemov v module omogoča bolj abstraktno zasnovo programskih
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sistemov.

1.2.3 Dokumentacija

Strukture tipov, ki definirajo programski sistem služijo kot osnova za dokumentacijo
sistema.

Večino objektnih programskih sistemov nudi orodje, ki omogoča enostano generiranje
dokumentacije iz parcialnih opisov, ki so vezani na tipe oz.hierarhijo tipov.

Dokumentacija je del samega sistema in jo je tako veliko lažje vzdřzevati.

Komentarje obǐcajno lahko enostavno dodajamo na same sintaktične konstrukte pro-
gramskega jezika kot so na primer razredi, komponente razredov, podatkovne strukture
in moduli.

1.2.4 Varnost jezika

Pierce neformalno definira varen jezik kot jezik, ki ti onemgoči, da se ustreliš v lastno
nogo medtem, ko programiraš.

Povedano na drug način: jezik je varen,̌ce varuje lastne abstrakcije. Poglejmo si nekaj
primerov.

Programski jezik, ki ima definirana polja mora zagotoviti, da programer ne more nare-
diti nič zeločudnega s polji kot na primer spreminjati vsebino polja tako, da pǐse preko
meja neke druge podtkovne strukture.

Abstrakcija definirana v programskem jeziku kot na primer datoteka mora biti zasno-
vana in implementirana tako, da programer ne more narediti nič takega, da bi se pro-
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gram nedefinirano nehal izvajati.

Spremenljivke, ki so definirane znotraj nekega definicijskega prostora morajo biti do-
stopne samo znotraj definiranega prostora in ne izven definiranih oblik dostopa.

1.2.5 Ǔcinkovitost

Prvo preverjanje tipov se je začelo pri Fortranu, ko sǒzeleli ločiti med numerǐcnim
računanjem s celimǐstevili in rǎcunanjem z realnimǐstevili.

Statǐcno preverjanje tipov omogoča bolj ǔcinkovito delo z vrednostmi. Odpade mari-
skatero preverjanje v̌casu izvajanja.

Marsikatera odlǒcitev pri generiranju kode pride iz tipov izrazov.

Tip kazalcev vpliva na izbiro iňstrukcij za delo s kazalci.

Tehnike za izbolǰsanje algoritmov zǎciščenje pomnilnǐskega prostora.

1.2.6 Nǎcrtovanje jezikov

Programski jeziki morajo biti nǎcrtovani skupaj s sistemom za preverjanje tipov.

Sicer je preverjanje tipov zelo težko.

Dobro nǎcrtovan jezik redko potrebuje podatke tipih izrazov. Večino lahko izpelje
sistem sam.



1.3. PRAKTIČNA UPORABA 15

Meta-programski jeziki omogǒcajo enostavno načrtovanje jezika kot tudǐstudij lastno-
sti nǎcrtovanega programskega jezika.

1.3 Praktična uporaba

Podrǒcja:

• Meta-programski jeziki

• Načrtovanje in analiza jezikov

• Snovanje novih programskih jezikov

1.3.1 Meta-programski jeziki

V zadnjih desetletjih so se začeli pojavljati meta-programski jeziki, ki na osnovi opisa
programskega jezika omogočajo vpogled v sklepanje, kreiranje dokazov lastnosti mo-
deliranega programskega jezika, itd. ...

Noveǰsa programska orodja kot je na primer Twelf nam omogočajo prestavitev for-
malne semantike jezika v meta-programskem jeziku.

Meta jezik nam omogǒca implementacijo analiz programskega jezika kot na primer
preverjanje tipov izraza, programsko dokazovanje lastnosti jezikov, interpretacijo izr-
zov jezika in podobno.

Meta-programski jeziki nudijo okolje za razvoj programskih jezikov. Sintakso in iz-
brano semantiko načrtovanega programskega jezika lahko formalno definiramo.

Formalna definicija nam lahko služi za iskanje napak v zasnovi programskega jezika.
Programsko okolje meta programskega jezika nam omogoča eksperimerntiranje s pro-
gramskim jezikom.
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Relativno enostavno je možno implementirati interpreter jezika, ki nam omogoča vpo-
gled v nekatere lastnosti jezika.

Formalna definicija potemtakem služi tudi kot dokumentacija programskega jezika saj
predstavi pomembnejše aspekte načrtovanega programskega jezika.

1.3.2 Nǎcrtovanje in analiza jezikov

Formalna semantika vedno predstavljamodelračunskega pomena programa. Model
običajno opǐse samo del celotnega pomena programa.

Predstavljen del je definiran zadosti formalno, da lahko analiziramo lastnosti jezika ter
opišemo postopke za analizo programa kot so npr. preverjanje tipov, evaluacija, itd.

Rezultat definicije modela nekega jezika z uporabo formalnega jezika je mǒznost defi-
niranja, implementacije in dokazov lastnosti jezikov.

V zadnjih desetletjih se preko projektov AUTOMATH in Edinburgh Logical Framework,
ki sta oba uporabljala iňcico λ-računa za predstavitev matematičnih teorij in dokazov
izrekov, razvilǎse mnǒzica ražsiritev lambda rǎcuna.

Jezik ima věc izraznih nivojev in je definiran na osnoviλ-abstrakcije, notacije, ki
omogǒca izrǎzanje funkcij, podatkovnih struktur, objektov, ter tudi kompleksnih kon-
ceptov programskih jezikov kot so npr. polimorfizem, dedovanje, itd.

Velikokrat bi želeli podrobneje pogledati nekatere lastnosti programov, npr. dokazati,
da se program zakljǔci, preveriti pravilnost in varnost tipov jezika, determinističnost
programa, itd.

Rǎcunski pomen je običajno prevěc kompleksen zatǒzelimo predstaviti bolj ali manj
abstraktni model jezika. Običajno predstavimo samo značilnosti jezika za predstavitev
željenega nivoja in aspekta jezika.
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Velikokrat zanemarimo značilnosti, ki nas ne zanimajo in ne vplivajo na prerez jezika,
ki gaželimo opazovati. Na primer, lahko pozabimo na shranjevanje podatkov, rǎcunski
čas, itd.

V nadaljevanju uvoda si bomo pogledali bolj natančno nekatere aspekte semantike pro-
gramskih jezikov in analize, ki jih izvajamo na načrtovanem programskem jeziku.

1.3.3 Snovanje novih programskih jezikov

Zasnova in implementacija enostavnih programskih jezikovje pogosto potrebna v apli-
kacijah.

Nov jezik tipično uporabljamo pri zasnovi uporabniških vmesnikov, aplikacijskih pro-
tokolih v porazdeljenih okoljih, ukaznih jezikih aplikacijskega strěznika ter za defini-
cijo formata za shranjevanje podatkov.



18 POGLAVJE 1. UVOD

1.4 Zgodovina razvoja programskih jezikov

late 1800s Origins of formal logic [Frege]
early 1900s Formalization of mathematics [WR25]
30 Untyped lambda-calculus [Chu41]
40 Simply typed lambda-calculus [Chu40, CF58]
50 Fortran [Bac81]
50 Algol [N+ 63]
60 Automath project [dB80]
60 Simula [BDMN79]
70 Martin-Loef type theory [Mar73, Mar82, SNP90]
60 Curry-Howard isomorphism [How80]
70 System F, Fω [Gir72]
70 polymorphic lambda-calculus [Rey74]
70 CLU [LAB+ 81]
70 polymorphic type inference [Mil78, DM82]
70 Logic of Computable Functions [GMW79]
70 ML [GMW79]
70 intersection types [CDC78, CDCS79, Pot80]
80 NuPRL project [Con86]
80 subtyping [Rey80, Car84, Mit84a]
80 ADTs as existential types [MP88]
80 calculus of constructions [Coq85, CH88]
80 linear logic [Gir87, GLT89]
80 bounded quantification [CW85, CG92, CMMS94]
80 Edinburgh Logical Framework [HHP92]
80 Forsythe [Rey88]
80 pure type systems [Bar92]
80 dependent types and modularity [Mac86]
80 Quest [Car91]
80 Extended Calculus of Constructions [Luo90]
80 row variables and extensible records [Wan87,Rm89 CM91]
90 higher-order subtyping [Car90, CL91, PT94]
90 typed intermediate languages [TMC+ 96]
90 Object Calculus [AC96]
90 translucent types and modarity [HL94, Ler94]
90 typed assembly language [MWCG98]

1.5 *Pregled vsebine



Poglavje 2

SKLEPANJE

Teorija je definirana z mnǒzico pravil. Pravila lahko definirajo preverjanje tipov stavka
danega jezika, definirajo interpretacijo jezika, ...

Sklepanje predstavimo s sekvenco aplikacij pravil na stavku, ki je podan kot vhodni
parameter. Sklepanje je torej predstavljeno s sekvencami instanc pravil.

Vse instance pravil predstavljajo interpretacijo jezika,vsa mǒzna obnǎsanja progra-
mov.

Sklepanje je torej tudi interpretacija stavka predstavljena kot sekvenca instanc pravil.

Sekvenca instanc pravil lahko predstavlja: preverjanje strukture stavkov, preverjanje
tipov stavkov, interpretacija stavkov, itd.

2.1 Objekti in sodbe

Sodbaje izjava o objektih, ki jih opazujemo. Izrazsodbavelikokrat zamenjamo z
izrazomizjava.

19
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Uporabljali bomo najrazlǐcneǰse oblike sodb:

n nat n je naravnǒstevilo
n = n1 + n2 n je vsotan1 in n2

a ast a je abstraktno sintaksno drevo
T type T je tip
e : T izraze je tipaT
e ⇓ v izraze ima vrednostv

(2.1)

Sodba (izjava) pravi, da ima eden ali več objektov neko lastnost ali obstaja razmerje
med objekti

Lastnost sodbe ali samo relacijo definirano s sodbo imenujemo forma sodbe. Sodba o
konkretnem objektu jeinstancaforme sodbe. Formo sodbe imenujemo tudipredikat
in objekte, ki sodelujejosubjekti.

MetaspremenljivkoP bomo uporabili za nespecificirano obliko sodbe in meta-spremenljivke
a, b, c, . . . za nespecificirane objekte.

Zdaj lahko napǐsemoa P , kar pomeni da imaa lastnostP .

Ko ni pomembna vsebina sodbe uporabimo meta-spremenljivkoJ , ki določa nespeci-
ficirano sodbo.

Namerno bomo predstavili univerzum objektov bolj splošno. Dovolimo katerikoli
objekt, ki ga definiramo s končnim postopkom.

Predpostavimo, da unverzum vsebuje vse objekte, ki jih je možno kreirati kot n-terico
(a1, a2, . . . , an) objektovai.

Predpostavimo tudi, da univerzum vsebuje neskončnosimbolov, ki so zaprti za oznǎcevanje.
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2.2 Pravila sklepanja

Pravila slǔzijo kot osnoven nǎcin za opisovanje pomena programskih jezikov.

V zadnjih desetletjih so se “pravila” zelo različno obravnavala: od enostavnih prehodov
med stanji tranzicijskega sistema, pravil operacijske semantike, ki prav tako predsta-
vljajo prehode med različnimi stanji, do pravil LF, ki so zapisane v logiki višjega reda.

Pravila lahko obravnavamo kotlogično implikacijo. Osnova semantike programskih
jezikov je torej spet logika! Izrazna moč pravil je ključnega pomena pri opisovanju
semantike jezikov.

Tukaj si bomo ogledali pravila, ki imajo zelo splošno obliko. Pravila obravnavamo kot
induktivne definicije forme sodbe.

Definicija forme sodbeJ je sestavljena iz mnǒzice pravil oblike:

a1 J a2 J . . . ak J

a J
(2.2)

Izjavo nadčrto imenujemopremisa. Izjavo podčrto imenujemoposledica. Če pravilo
nima premis ga imenujemoaksiom.

Pravilo beremo kotlogično implikacijo, kjer so premise zadosten pogoj za sklepanje
na posledico pravila. Da bi pokazalia J je zadosti pokazatia1 J , . . .

Lahko imamo věc pravil z isto posledico vsako s svojimi premisami. V primeru, da
velja posledica ni nujno, da veljajo premise vseh pravil.

Pravimo, da je sodbaJ zaprta za dano pravilo,̌ce in samǒce izjavea1 J, . . . , ak J
implicira a J . Forma sodbe je definirana z indukcijo nad pravili.

Pravila so potreben kot tudi zadosten pogoj za sklepanje na posledico na osnovi premis.
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Primer 2.2.1 Induktivna definicija sodbea nat.

zero nat
a nat

succ(a) nat
(2.3)

2

Primer 2.2.2 Iduktivna definicija forme sodbe za drevo.

empty tree
a tree b tree
node(a, b) tree

(2.4)

2

Primer 2.2.3 Induktivna definicija enakosti naravniȟstevil.

zero = zero nat
a = b nat

succ(a) = succ(b) nat
(2.5)

2

Primer 2.2.4 Podobno je definirana induktivno enakost nad drevesi.

empty= empty tree
a1 = b1 tree a2 = b2 tree

node(a1, a2) = node(b1, b2) tree
(2.6)

2

Spremenljivkea in b imenujemometaspremeljivke. Domena metaspremenljivk so
objekti, ki so predmet definicije. Pravila so torej sheme, kistojijo za neskoňcno mnogo
konkretnih objektov.

2.3 Izpeljave

Pravilnost induktivne definicije sodbe lahko pokažemo tako, da konstruiramodrevo
izpeljave. Drevo izpeljave dobimo s kompozicijo pravil, ki se začnejo z aksiomi in se
zaključijo v sodbi.
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Struktura izpeljave je drevo, ki je prikazano kot kopica s pravili naloženimi eno na
drugo. Naj bo

a1 J . . . ak J

a J
(2.7)

pravilo izpelave in naj bodo∇1 . . .∇k izpeljave premis, potem je

∇1 . . .∇k

a J
(2.8)

izpeljava posledice pravilaaJ . Na primer, izpeljava succ(succ(succ(zero)))nat izgleda
takole:

zero nat
succ(zero) nat

succ(succ(zero)) nat
succ(succ(succ(zero))) nat

(2.9)

Podobno predstavlja naslednji izraz izpeljavo node(node(empty, empty), empty) tree:

empty tree empty tree
node(empty, empty) tree empty tree
node(node(empty, empty), empty) tree

(2.10)

Da bi pokazali, da je neka izjava pravilna moramo poiskati izpeljavo.

Obstajata dve glavni metodi za izpeljave izrazov:veriženje naprejali konstrukcija od
spodaj navzgorin veriženje nazajoz. konstrukcija od zgoraj navzdol.

Veriženje naprej zǎcne z aksiomi in napreduje proti ciljnemu izrazu, medtem ko veriženje
nazaj zǎcne z izrazom in napreduje proti aksiomom.
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Pri sklepanju naprej začnemo s prazno množico in iterativnǒsirimo mnǒzico z uporabo
pravil - posledico pravila dodamo množici v primeru, da se premise ujemajo. Proces
se koňca, ko ježeljena sodba v množici.

Če uporabljamo vsa pravila pri enem koraku postopka potem pričakujemo, da bomo
nǎsli izpeljavo, ne moremo pa zagotovo trditi, da bomo izpeljavo nǎsli. Taǩsen posto-
pek iskanja ni odlǒcljiv (decidable).

Postopek izpeljave lahko dodaja posledice k množici, brez da bi prǐsel do izpeljave.
Odločljivost posameznih izrazov lahko definiramo samo na osnovipoznavanja struk-
ture jezika in splǒsnih lastnosti jezika.

Veriženje naprejje neusmerjeno iskanje, ker pri izvajanju koraka postopka ne upǒstevamo
cilj izpeljave.

Veriženje nazajusmerjeno iskanje saj algoritem usmerjajo komponente ciljnega izraza.

Na vsaki fazi algoritma imamo seznam ciljev za katere iščemo izpeljave. Zǎcetno
vsebuje seznam samo ciljno izjavo. Vsaka faza odstani izjavo iz vrste in jo nadomesti
s premisami pravil katerih posledica je dan cilj. Proces se konča, ko je vrsta prazna in
smo dosegli vse cilje.

Enako kot pri verǐzenju naprej se nam lahko zgodi tudi pri veriženju nazaj, da ne
uspemo najti izpeljave. V splošnem ne obstaja algoritmična metoda, ki bi nam po-
vedala, da se neka izjava da izpeljati. Seznam ciljev se nam lahkoširi ne da bi prǐsli do
točke, kjer lahko rěcemo, da je zǎcetni cilj dosězen.

2.4 Indukcija pravil

Induktivno definirana sodba drži samo v primeru, da imamo kakšno izpeljavo s pravili.

Lastnosti sodb lahko dokažemo z uporabo indukacije pravil ali indukcije na izpeljavah.
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NapǐsemoP (J), če hǒcemo povedati, da lastnostP velja, če je sodbaJ izpeljiva.

Če hǒcemo pokazati,P velja za vse izpeljive sodbeJ je zadosti, da pokǎzemo, da jeP
zaprta za pravila, ki definirajoJ .

Za vsako pravilo oblike

J1 . . . Jk

J
(2.11)

velja

if P (J1) . . . P (Jk), thenP (J) (2.12)

Konjunkcije lastnostiP (J1), . . . , P (Jk) imenujemoinduktivne hipoteze. Dokaz im-
plikacije same imenujemoinduktivni korak.

Opazka 2.4.1 Princip indukacije pravil je izraz dejstva, da je sodbaJ induktivno de-
finirana z mnǒzico pravil in je najmǒcneǰsa sodba zaprta z danimi pravili.

J je lahko izpeljiva samo zato, ker obstaja, kjer jeJ posledica in je vsaka premisa v
pravilu tudi izpeljiva.

Po principu indukcije lahko predpostavljamo, daP velja za vse premise in potem
pokǎzemo, daP velja tudi zaJ .

Če to naredimo za vsako pravilo, potemP mora veljati za vse sodbeJ , ki so izpeljive.

V primeru, da pravilo nima premis potem veljaP brez pogojev. 2

Če jeP (J) zaprta za mnǒzico pravil, ki definirajo sodboJ , potem to velja tudi za
Q(J) = P (J) ∧ J . J je avtomatǐcno zaprta za pravila, ki jo definirajo.
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To pomeni, da lahko v vsakem indukcijskem koraku predpostavimo, da veljaJi in
P (Ji) za vsako od premis pravila za izpeljavoP (J) kot posledico.

Poglejmo siše notacijo. Če imaJ obliko C za nek predikatC, včasih napǐsemo
PC(a), ali samoP (a), namestoP (a C) pri uporabljanju indukcije v dokazu. Za
specifǐcne lastnostiP pogosto uporabljamo ad-hoc notacijo katere pomen je razviden
iz konteksta.

Zdaj lahko zǎcnemo zuporabo indukijeza dokazovanje lastnosti sodb. Najprej si po-
glejmo primer.

Primer 2.4.1 Pri specializaciji na pravila 2.3 princip indukcije pravi,da je za veljav-
nostP (a nat) vedno koa nat zadosti pokazati:

1. P (zero nat).

2. P (succ(a) nat), pri predpostavkiP (a nat).

To je soroden princip matematični indukciji in poseben primer indukcije pravil.

Primer 2.4.2 Podobno velja tudi pri indukciji po pravilih 2.4 velja, dǎce želimo po-
kazatiP (a tree) vedno koa tree, je zadosti pokazati:

1. P (empty tree).

2. P (node(a1; a2) tree), če predpostavimoP (a1 tree) in P (a2 tree).

To imenujemo princip indukcije nad drevesi, ki je tudi primer indukcije pravil.

Primer 2.4.3 Poglejmo si primer dokaza z indukcijo pravil, ki dokaže da je enakost
naravnihštevil definiranih s pravili 2.3 refleksivna.

Lema 2.4.1 Čea nat, potema = a nat.
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Dokaz. Po indukciji na osnovi pravil 2.3:

Pravilo 2.3a: Z uporabo prvega pravila dobimo zero= zero nat.

Pravilo 2.3b: Predpostavimoa = a nat. Po drugem pravilu velja tudi succ(a) =
succ(a) nat. 2

Primer 2.4.4 Poglejmo sǐse en primer uporabe indukcije pravil. Pokazali bomo, da
je predhodnik naravnegǎstevila tudi naravnǒstevilo. Dokaz je enostaven,želimo pa
pokazati kako je lastnost izpeljana iz začetnih principov.

Lema 2.4.2 Če succ(a) nat, potema nat.

Dokaz. Poǔcno je trditev refolmulirati tako, da bo bolj primerna za induktivni dokaz:
če veljab nat in velja dab je succ(a) za neka, potema nat. Uporabimo indukcijo po
pravilih 2.3:

Pravilo 2.3a: Pravilno, ker zero ni oblike succ(−).

Pravilo 2.3b: Velja b je succ(b′). Predpostavimo, da trditev velja zab′ in velja b′ nat.
Rezultat sledi direktno. Vidimo, da zato ker velja succ(b′) = succ(a) za neka,
potem velja daa je b′. 2

Primer 2.4.5 Pokǎzimo zdaj, da je operacija naslednik injektivna.

Lema 2.4.3 Če succ(a1) = succ(a2) nat, potema1 = a2 nat.
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Dokaz. Spet je bolje prepisati trditev tako, da bomo lažje uporabljali indukcijo pravil.

Pokazali bomo dǎce veljab1 = b2 nat in če velja dab1 je succ(a1) in b2 je succ(a2),
potem veljaa1 = a2 nat. Uporabili bomo indukcijo po pravilih 2.5:

Pravilo 2.5a: Pravilno, ker zero ni oblike succ(−).

Pravilo 2.5b: Če predpostavimo rezultatb1 = b2 nat, in torej premisob1 = b2 nat,
potem pokǎzemo da: če succ(b′1) je succ(a1) in succ(b′2) je succ(a2), potem
predpostavimo, dab′1 = b′2 nat in po drugem pravilu 2.5 velja tudi succ(b′1) =
succ(b′2) nat. Torej veljab′1 = a1 in b′2 = a2 in tudi a1 = a2 nat, kerb′1 = b′2. 2

Oba dokaza se naslanjata na nekatere naravne predpostavke oprostoru objektov.

2.4.1 Iterativne in simultane indukcijske definicije

Induktivne definicije so pogosto podaneiterativno: ena induktivna definicija je defini-
rana na drugi.

Primer 2.4.6 Naslednji definiciji opǐseta sodboa list, ki pravi da jea seznam naravnih
števil.

nil list
(2.13)

a nat b list
cons(a, b) list

(2.14)

Drugo pravilo vsebuje kot premiso sodboa nat, ki je definirana hkrati. 2



2.4. INDUKCIJA PRAVIL 29

Simultana indukcijska definicijamnǒzice sodbJ1, J2, . . . , Jn je opisana z mnǒzico
med sabo povezanih pravil. Pravila definirajo vse sodbe hkrati. Vsako pravilo lahko
referencira katerokoli sodbo, ki se definira.

Primer 2.4.7 Poglejmo si naslednja pravila, ki hkrati (simultano) induktivno defini-
rajo sodbea even, ki pravi, da jea sodo naravnǒstevilo, in sodbaa odd, ki pravi, da
je a liho naravnoštevilo:

zero even
(2.15)

a odd
succ(a) even

(2.16)

a even
succ(a) odd

(2.17)

Primer 2.4.8 Poglejmo siše en primer. Princip indukcije za ta pravila pravi, da bi
pokazaliP (a even) vedno ko veljaa even inP (a odd) vedno ko veljaa odd, je zadosti,
da bi pokazali naslednje:

1. P (zero even);

2. čeP (a odd), potemP (succ(a) even);

3. čeP (a even), potemP (succ(a) odd).

Ko prepǐsemo izraza zPeven(a) in Podd(a), so pogoji naslednji:

1. Peven(zero);

2. čePodd(a), potemPeven(succ(a)).

3. čePeven(a), potemPodd(succ(a));
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2.4.2 Definicija funkcij s pravili

Pogosto uporabimo induktivne definicije za opis grafa, ki predstavlja funkcijo. Graf
predstavlja razmerje med vhodi in izhodi s pomočjo premis in posledic pravil.

En nǎcin za definicijo sěstevanja naravniȟstevil je induktivna definicija sodbe sum(a, b, c),
katere pomen jec = a + b.

b nat
sum(zero, b, b)

(2.18)

sum(a, b, c)

sum(succ(a), b, succ(c))
(2.19)

Pokazatǐzelimo, da jec enolǐcno dolǒcen za in b.

Izrek 2.4.1 Za vsaka nat in b nat obstaja nataňcno enc nat, kjer veljac = a + b.

Dokaz.Veljati mora, da za vsaka nat inc nat obstaja natančno ena vrednostc nat, tako
da sum(a, b, c). Dokaz se sestoji iz dveh delov:

1. (obstoj)Čea nat inb nat potem obstajac nat tako, da velja sum(a, b, c).

2. (enolǐcnost)Če a nat in b nat potem obstaja natančno enc nat tako, da velja
sum(a, b, c).

Pokǎzimo najprej obstoj. Naj boP (a nat) izjava: čeb nat potem obstajac nat tako, da
sum(a, b, c). Dokǎzemo, dǎce veljaa nat potem veljaP (a nat) z indukcijo po pravilih
2.3. Imamo dva primera.

Pravilo 2.3a Pokazali bomoP (zero nat). Če predpostavimob nat in če vzamemo da
je c enakb potem dobimo sum(zero, b, c) po pravilu 2.18.
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Pravilo 2.3b Predpostavimo, daP (a nat), in pokǎzimo, da veljaP (succ(a) nat). Z
drugimi besedami, predpostavimo, dačeb nat potem obstajac tako da
sum(a, b, c), in pokazali bomo dǎceb′ nat, potem obstajac′ tako, da
sum(succ(a), b′, c′). Predpostavimo najprej, da veljab′ nat. Po indukciji obstaja
c tako, da sum(a, b′, c). Če vzamemoc′ = succ(c), in apliciramo pravilo 2.18
dobimo sum(succ(a), b′, c′).

Pokǎzimo se unikatnost vrednostic. Dokǎzemo, dǎce velja sum(a, b, c1) in sum(a, b, c2),
potem veljac1 = c2 nat po indukciji na osnovi pravil 2.18.

Pravilo 2.18a Veljaa = zero inc1 = b. Po indukciji na istih pravilih lahko pokažemo,
dače sum(zero, b, c2) potemc2 je b. Po Lemi 2.4.1 dobimob = b nat.

Pravilo 2.18b Velja a = succ(a′) in c1 = succ(c′1), kjer sum(a′, b, c′1). Po notranji
indukciji po istih pravilih lahko pokǎzemo, dǎce velja sum(a, b, c2), potem velja
c2 = succ(c′2) nat, kjer je sum(a′, b, c′2). Po zunanji indukcijski hipotezi velja
c′1 = c′2 nat in tudic1 = c2 nat. 2

2.5 Hipotetične sodbe

Kategorǐcna sodbaje brezpogojna izjava o nekem objektu univerzuma.

Hipotetǐcna sodbaje sestavljena na osnovi ene ali več hipotez ali predpostavk, ki izpe-
ljejo zaključek.

Ogledali si bomo dve vrsti hipotetičnega sklepanja: izpeljevanje in dopustno sklepanje.
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2.5.1 Izpeljivost

Ena forma hipotetǐcnega sklepanja izraža izrazljivost posledic iz danih predpostavk ali
hipotez. Taǩsno sklepanje ima naslednjo obliko.

A1, . . . , An ⊢ A. (2.20)

IzjaveA1, . . . , An sohipotezein A predstavljaposledico.

Pomen zgornje izjave: lahko izpeljemoA s kompozicijo pravil zǎcev̌si z danimi pred-
postavkami kot zǎcasnimi aksiomi. Z drugimi besedami, dokaz za pravilnost hipo-
tetične sodbe je izpeljava zaključka s pomǒcjo instanc pravil iz danih predpostavk.

Primer 2.5.1 Hipotetǐcna sodba

a nat⊢ succ(succ(a)) nat (2.21)

Premisoa nat uporabimo kot aksiom iz katerega izpeljemo posledico succ(succ(a))nat
na osnovi pravil 2.3. Tole je izpeljava posledice.

a nat
succ(a) nat

succ(succ(a)) nat
succ(succ(succ(a))) nat

(2.22)

Zanimivo je, da je izpeljava popolnoma neodvisna od začetnega objektaa. Lahko bi
vzeli namestoa nek poljuben objekt, npr. smet, in izpeljali naslednjo izjavo.

smet nat⊢ succ(succ(smet)) nat (2.23)

Sodbosmet nat vzamemo kot aksiom iz katerega izpeljemo stavek z uporabo pravil za
definicijo naravniȟstevil. 2
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Poglejmo si nekajstrukturnih lastnostiizpeljav.

Refleksivnost. Vsaka sodba je posledica same sebe:A ⊢ A. Posledica je upravičena
sama s seboj kot aksiom.

Omejevanje. ČeΓ ⊢ A potem velja tudiΓ, A′ ⊢ A. IzpeljavaA uporablja pravila iz
Γ in se ne spremeni ob dodajanju novih sodb.

Tranzitivnost. ČeΓ, A′ ⊢ A in Γ′ ⊢ A′ potemΓ,Γ′ ⊢ A. Če dodamo dokaze za neko
hipotezo premisi potem ta sodba (hipoteza) ni več potrebna med premisami.

Strukturne lastnosti se dajo izraziti kot pravila izpeljave, ki jih imenujemostrukturna
pravila izpeljave.

Γ, A ⊢ A
(2.24)

Γ ⊢ A

Γ, A′ ⊢ A
(2.25)

Γ ⊢ A′ Γ, A′ ⊢ A

Γ ⊢ A
(2.26)

Izpeljivost je relativno mǒcen pogoj, ki je stabilen za razširjanje mnǒzice pravil, ki defi-
nirajo sodbo.Če je pravilo izpeljivo iz danih pravil potem je izpeljivo tudi iz ražsirjene
mnǒzice. Dodatna pravila torej ne spremenijo obstoječih izpeljav.

Te lastnosti nima forma sklepanja, ki jo bomo ogledali v naslednji temi.

Teorija domenpredstavlja věc o urejenosti in strukturnih lastnostih prostora sodb. Pred-
stavljena bo v enem od naslednjih poglavij.

2.5.2 Dopustno sklepanje

Druga oblika hipotetǐcnega sklepanja jedopustno sklepanje.
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J |= K (2.27)

SodbaK je izpeljiva na osnovi danih pravil vedno, ko je sodbaJ izpeljiva z isto
mnǒzice pravil.

Dopustno sklepanje je enostavno pogojna izjava, ki pravi, da če je sodbaJ izpeljiva s
pravili, potem je tudi sodbaK.

Kot pri sklepanju z izpeljavo lahko tudi tukaj iteriramo dopustno sodbo tako, da zapišemo
J1, . . . , Jn |= J , kar pomeni,̌ce jeJ1 izpeljiva,. . . ,Jn izpeljiva, potem je tudiJ izpe-
ljiva.

Pravimo, da je naslednje pravilo dopustno,če in samǒceJ1, . . . , Jn |= J .

J1, . . . , Jn

J
(2.28)

Primer 2.5.2 Za poljubena nat velja naslednja dopustna izpeljava.

succ(a) nat |= a nat (2.29)

Izjava je veljavna glede na pravila (2.3). To lahko pokažemo z indukcijo.Če velja
succ(a) nat potem je moralo biti pri izpeljavi succ(a) nat uporabljeno drugo pravilo
(2.3b). Toda potem mora veljati tudia nat, ker je premisa pravila. 2

Dopustno sklepanje je striktnošibkeǰse od izpeljevanja.̌Ce veljaJ1, . . . , Jn ⊢ J potem
velja tudiJ1, . . . , Jn |= J . Obratno sploh ni nujno, da velja.

Poglejmo dokaz v levo stran.̌Ce predpostavimoJ1, . . . , Jn ⊢ J , potem soJ1, . . . , Jn

izpeljivi s pravili zapisano⊢ J1, . . . ,⊢ Jn. Če upǒstevamo pravila oslabitve in tranzi-
tivnost, dobimo⊢ J , kar pomeni, da jeJ izpeljiv iz originalnih pravil.
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Po drugi strani velja, da succ(a) nat 6⊢ a nat: ne obstaja način po katerem bi s pravili
izpeljali a nat iz succ(a) nat.

Definicija dopustnega sklepanja pogojuje enakestrukturne lastnostikot hipotetǐcno
sklepanje. Veljajo naslednje lastnosti: refleksivnost, omejevanje in tranzitivnost.

Za razliko od hipotetǐcnega sklepanja, dopustno sklepanje je občutljivo na dodajanje
pravil. Recimo, da smo razširili pravila (2.3) z naslednjim pravilom:

succ(smet) nat
(2.30)

S to ražsiritvijo pravil ne velja věc succ(a) nat |= a nat, ker se novo dodano pravilo
ujema z succ(a)nat v posledici, ne obstaja pa premisa, ki katere pravilnostbi dopustila
a nat.

2.6 Opombe

Poglavje vsebuje prevode izbranih sekcij iz učbenikaPractical Foundations for Pro-
gramming Languages[5] avtorja Roberta Harperja.
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Poglavje 3

SINTAKSA

3.1 Osnovni sintaktǐcni objekti

Uporabljali bomo dve vrsti objektov: nize in abstraktno sintaksno drevo.

Nizi so primerna podatkovna struktura za linearno predstavitev jezka, niso pa primerni
za analizo.

Abstraktno sintaksno drevo prikažejo hierarhǐcno strukturo sintakse zato je primerno
za semantǐcno analizo.

3.1.1 Simboli

Uporabjali bomo mnǒzico simbolov, ki bodo slǔzili v različnih vlogah: znaki, spre-
menljivke, imena polj, ...

Simbolom bomo v̌casih rekli imena ali atomi ali identifikatorji v odvisnostiod navad v
konkretnem delovnem okolju.

O simbolih bomo razmišljali kot o atomih, ki nimajo strukture razen identitete.

37
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Napǐsemox sym kar pomeni, da jex simbol in predpostavljamo, da imamo neskončno
mnogo simbolov za to identiteto.

Sodbax # y, kjer jex sym iny sym, pove, da stax in y različna simbola.

Uporabljali bomo razlǐcne razrede simbolov. V splošnem bomo predpostavili, da sta
katerakoli razreda simbolov med sabo različna, tako da ne bo zmešnjav med njimi.

3.1.2 Nizi nad abecedo

Abeceda je koňcna mnǒzica znakovc1 sym,. . . ,cn sym. NajΣ oznǎcuje koňcno mnǒzico
taǩsnih sodb.

Forma sodbe zaΣ ⊢ s str, ki definira nize nad abecedoΣ, je induktivno definirana z
naslednjimi pravili.

Σ ⊢ ε str
(3.1)

Σ ⊢ c sym Σ ⊢ s str
Σ ⊢ c · s str

(3.2)

Niz je torej sekvenca znakov oz. null v primeru, da ne vsebujeznakov. Pogosto ne
omenjamoΣ, če je abeceda jasna iz konteksta.

V primeru nizov uporabljamo indukcijo na sledeč nǎcin. Ko hǒcemo pokazati lastnost
P nad nizoms je zadosti, da vidimo sledeče:

• ǫ P

• Ob predpostavkis P in c sym pokǎzemoc · s P

To včasih imenujejmo principindukcije nad nizi. Metoda je ekvivalentna indukciji na
dolžino niza le da ni potrebno definirati dolžine niza.
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Naslednje pravilo induktivno definira izjavos1̂ s2 = s str, ki pravi, da jes konkatena-
cija s1 in s2.

ǫ̂ s str
(3.3)

s1̂ s2 = s str
(c · s1)̂ s2 = c · s str

(3.4)

Enostavno je pokazati z indukcijo, da pravila definirajo totalno funkcijo (∀∀∃!) na dveh
argumentih.

Nizi so obǐcajno zapisani kot sekvenca simbolov npr. ”abcd”je predstavitev nizaa · (b ·
(c · (d · e))).

3.1.3 Abstraktna sintaksna drevesa

Abstraktno sintaksno drevo (okr. ast) je urejeno drevo v katerem so vozlǐsča oznǎcena
s simboli, ki jih imenujemooperatorji.

SignaturaΩ je koňcna mnǒzica sodb oblikear(o) = n, kjer veljao sym inn nat. Te
sodbe priredijǒstevnostn operatorjemo, tako dačeΩ ⊢ ar(o) = n in Ω ⊢ ar(o) = n′

potemn = n′.

Razred abstraktnih sintaksnih dreves nad signaturoΩ je induktivno definiran na sledeč
nǎcin.

Ω ⊢ ar(o) = n a1 ast. . . an ast
o(a1, . . . , an) ast

(3.5)

Osnovni primer induktivne definicije je operator sštevnostjo nǐc. V tem primeru je
premisa prazna. Takšna vozlǐsča drevesa so listi.



40 POGLAVJE 3. SINTAKSA

Strukturna indukcija

Princip strukturne indukcije je specializacija principa indukcije pravil na pravila, ki
definirajo abstraktna sintaksna drevesa nad signaturami.

Če želimo pokazatiP (a ast) je zadosti, da pokǎzemo da jeP zaprta glede na pra-
vilo 3.5. Z drugimi besedami,̌ceΩ ⊢ ar(o) = n, potem moramo pokazati, da

if P (a1 ast), . . . , P (an ast) thenP (o(a1, . . . , an) ast). (3.6)

V primeru, da jen = 0 se dokaz reducira na to, da pokažemoP (o()).

Primer 3.1.1 Poglejmo si sleděco induktivno definicijo višine ast.

hgt(a1) = h1 . . . hgt(an) = hn max(h1, . . . , hn) = h

hgt(o(a1, . . . , an)) = succ(h)
(3.7)

Z uporabo strukturne indukcije lahko pokažemo(∀,∃!), kar pomeni, da ima vsak ast
unikatno vǐsino.

Predpostavimo lahko, da imajo vsa ast višine1 ≤ i ≤ n unikatno vǐsinohgt(ai) =
hi. Pokǎzemo lako, da je maksimum vseh unikatno definiran in je torej celotna vǐsina
unikatna. 2

Spremenljivke in substitucija

V praksi pogosto potrebujemo abstraktna sintaksna drevesas spremenljivkami kot vr-
zeli, ki jih je mogǒce napolniti z drugimi drevesi.
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Spremenljivke so instancirane z uporabo substitucije spremenljivk ast z dugim dreve-
som.

Poglejmo si najprej nekaj dogovorov v povezavi z notacijo. Naj boX = x1 ast, . . . , xn ast
mnǒzica parametrov in hkrati seznam hipotez{x1, . . . , xn} | x1 ast, . . . , xn ast, kjer
velja tudix1 sym, . . . , xn sym. Naprej, naj izrazx #X pomenix 6∈ {x1, . . . , xn}.

Z uporabo te notacije lahko napišemo sodboX ⊢ a ast, ki je induktivno definirana z
naslednjimi pravili:

X , x ast⊢ x ast
(3.8)

Ω ⊢ ar(o) = n X ⊢ a1 ast. . .X ⊢ an ast
X ⊢ o(a1, . . . , an) ast

(3.9)

Po principu indukcije pravil je za dokazP (X ⊢ a ast) zadosti, da pokǎzemo:

1. P (X , x ast⊢ x ast).

2. Če Ω ⊢ ar(o) = n in če P (X ⊢ a1 ast), . . . , P (X ⊢ an ast), potemP (X ⊢
o(a1, . . . , an) ast).

ParametriX se obravnavajo kot atomični objekti, vendar ima vsak svoje abstraktno
sintaksno drevo.

Definiramo sodboX ⊢ [a/x]b = c, kar pomeni da jec rezultat substitucijea zax v b z
uporabo naslednjih pravil.

X , x ast⊢ [a/x]x = a
(3.10)

x # y

X , x ast, y ast⊢ [a/x]y = y
(3.11)

X ⊢ [a/x]b1 = c1 . . .X ⊢ [a/x]bn = cn

X ⊢ [a/x]o(b1, . . . , bn) = o(c1, . . . , cn)
(3.12)
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Rezultat substitucije je enolično definiran z argumenti. Kot posledico lahko napišemo
[a/x]b za unikatenc, tako da[a/x]b = c.

Izrek 3.1.1 Če veljaX ⊢ a ast inX , x ast⊢ b ast, kjerx # X , potem obstaja enoličen
c, tako daX ⊢ [a/x]b = c in X ⊢ c ast.

Dokaz. Trditev dokǎzemo s strukturno indukcijo nab relativno na kontekstX , x ast.

Imamo tri primere za obravnavo:

1. Ker veljaX , x ast⊢ x ast, moramo pokazati da obstaja unikatenc tako daX ⊢
[a/x]x = c. Z uporabo pravila 3.10a vidimo da je zamenjavac z a potrebna in

zadostna.

2. ČeX , x ast, y ast⊢ y ast za neky # x, potem po pravilu 3.10b zamenjavac z y
je potrebna in zadostna.

3. Koňcno, če b = o(b1, . . . , bn), potem velja po indukciji, da obstaja enoličen
c1, . . . , cn tako daX ⊢ [a/x]b1 = c1, . . . ,X ⊢ [a/x]bn = cn. Po pravilu 3.10c
je edina mǒzna izbira zac drevoo(c1, . . . , cn), kar zadostuje. 2

3.2 Konkretna sintaksa

Konkretna sintaksa jezika se uporablja za predstavitev gramatike z navadnim tekstom.

Velikokrat uporabimo konktretno sintakso za izboljšanje berljivosti in izlǒcanje dvou-
mnosti.

Imamo kar nekaj metod za odpravljanje dvoumnosti medtem ko je berljivost velikokrat
odvisna od okusa.

V tej sekciji predstavimo glavne metode za specifikacijo konkretne sintakse.
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Uporabljali bomo jezik izrazovL(nat str), ki predstavi elementarno aritmetiko na na-
ravnihštevilih, enostavne operacije na nizih in enostavno delo s spremenljivkami.

3.2.1 Leksikalna struktura

Prva faza sintaktičnega procesiranja je pretvorba iz predstavitve osnovane na znakih v
predstavitev osnovani na simbolih. Ta proces običajno imenujemoleksikalna analiza.

Osnovna ideja je zdrǔziti znake v simbole, ki so osnova za naslednje faze analize.Na
primer, niz znakov 467 se spemeni v celoštevilo 467.

Podobno predstavimo identifikator sestavljen iz niza znakov “temp” v spremenljivko z
imenomtemp.

Prav tako pǒcistimo vse “bele znake” (presledke, tabulatorje, itd.) inkomentarje, ki se
ne uporabljajo v nadalnji analizi.

Znakovna predstavitev je v največ primerih definirana z regularnimi izrazi. Leksikalna
strukturaL(nat str) je dolǒcena z naslednjimi pravili.

Item itm ::= kwd | id | num | lit | spl
Keyword kwd ::= l ¦ e ¦ t ¦ ǫ | b ¦ e ¦ ǫ | i ¦ n
Identifier id ::= ltr (ltr | dig)∗

Numeral num ::= dig dig∗

Literal lit ::= qum (ltr | dig) qum
Special spl ::= + | ∗ | ˆ | ( | ) | |
Letter ltr ::= a | b | ...
Digit dig ::= 0 | 1 | ...
Quote qum ::= ”

(3.13)

Leksikalni simbol je bodisi kljǔcna beseda, identifikator,število, niz znakov ali posebni
simbol. Simboli se med seboj razlikujejo po sestavi znakov,ki jih posamezna vrsta
simbola vsebuje.
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Nizovni simboli vsebujejo sekvence natisljivih znakov, kiso obdani z narekovaji.

Delo leksikalnega analizatorja je pretvorba nizov znakov vniz simbolov. Zgornja defi-
nicija sintakse slǔzi kot vodilo pri pretvorbi.

Vhoden niz znakov se pretvarja v niz simbolov z uporabo naslednjih pravil, ki defini-
rajo simbolni jezik ražclenjevalnika oz. statično semantiko jezika.

s str

ID[s] tok
(3.14)

n nat

NUM [n] tok
(3.15)

s str

LIT [s] tok
(3.16)

LET tok
(3.17)

BE tok
(3.18)

IN tok
(3.19)

ADD tok
(3.20)

MUL tok
(3.21)

CAT tok
(3.22)

LP tok
(3.23)

RP tok
(3.24)

V B tok
(3.25)

Lesikalna analiza je definirana s pretvorbo nizov znakov v nize simbolov. Pretvorba je
induktivno definirana s pomočjo naslednjih pravil:
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s inp ←→ t tokstr Scan input
s itm ←→ t tok Scan an item
s kwd ←→ t tok Scan a keyword
s id ←→ t tok Scan an identifier
s num ←→ t tok Scan a number
s spl ←→ t tok Scan a symbol
s lit ←→ t tok Scan a string literal
s whs Skip white space

(3.26)

Definicija teh form, ki sledijo, uporabljǎstevilne pomǒzne sodbe, ki ustrezajo klasifi-
kaciji znakov in leksikalni strukturi jezika.

Na primer,s whs pravi da se nizs sestoji samo iz “belih znakov”, izjavas lord pravi,
da ses sestoji iz alfanumeričnih znakov.

ǫ inp ←→ ǫ tokstr
(3.27)

s = s1ˆs2ˆs3 str s1 whs s2 itm ←→ t tok s3 inp ←→ ts tokstr

s inp ←→ t ¦ ts tokstr
(3.28)

s kwd ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.29)

s id ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.30)

s num ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.31)

s lit ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.32)

s spl ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.33)

s = l ¦ e ¦ t ¦ ǫ str

s kwd ←→ LET tok
(3.34)

s = b ¦ e ¦ ǫ str

s kwd ←→ BE tok
(3.35)

s = i ¦ n ¦ ǫ str

s kwd ←→ IN tok
(3.36)
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s = s1̂s2 str s1 ltr s2 lord

s id ←→ ID[s] tok
(3.37)

s = s1̂s2 str s1 dig s2 dgs s num ←→ n nat

s num ←→ NUM [n] tok
(3.38)

s = s1̂s2̂s3 str s1 qum s2 lord s3 qum

s lit ←→ LIT [s2] tok
(3.39)

s = + ¦ ǫ str

s spl ←→ ADD tok
(3.40)

s = ∗ ¦ ǫ str

s spl ←→ MUL tok
(3.41)

s = ˆ ¦ ǫ str

s spl ←→ CAT tok
(3.42)

s = ( ¦ ǫ str

s spl ←→ LP tok
(3.43)

s = ) ¦ ǫ str

s spl ←→ RP tok
(3.44)

s = | ¦ ǫ str

s spl ←→ V B tok
(3.45)

Pravilo 3.37 velja samo,̌ce ne velja nobeno izmed pravil od 3.34 do 3.36. Gledano
tehnǐcno ima pravilo 3.37 premise, ki izključijo ključne besede kot možene identifika-
torje.

3.2.2 Kontekstno neodvisne gramatike

Standardna metoda za definicijo konkretne sintakse je uporaba kontekstno neodvisne
gramatike za jezik. Gramatika se sestoji iz treh komponent:

1. žetonov ali terminalnih simbolov nad katerimi je gramatikadefinirana,

2. sintaktǐcnih razredov ali neterminalnih simbolov, ki se razlikujejo od terminalnih
simbolov in

3. pravil ali produkcij oblikeA ::= α, kjer je A neterminalen simbol in jeα niz
terminalnih in neterminalnih simbolov.
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Vsak sintaktǐcni razred je kolekcija nizov̌zetonov. Pravila povejo kateri niz spada k
katerem sintaktǐcnem razredu.

Pri definiciji gramatike pogosto okrajšamo del produkcij.

A ::= α1

.

.

.
A ::= αn

(3.46)

Vsaka produkcija ima enak levi del.̌Ce sestavimo zgornje produkcije v eno samo
dobimo:

A ::= α1 | ...| αn, (3.47)

Pravilo definira mnǒzico alternativ za razvoj sintaktičnega razredaA.

Kontekstno neodvisna gramatika določa hkratno induktivno definicijo množice sin-
taktičnih razredov. Vsak neterminalni simbol vidimo kot sodbos A nad nizi terminal-
nih simbolov.

Neterminalni simboli imajo dvojno vlogo: a) vlogo spremenljivk v produkciji in b)
vlogo lastnosti oz. razreda objektov.

Vsaki produkciji naslednje oblike

A ::= s1 A1 s2 . . . sn An sn+1 (3.48)

priredimo pravilo izpeljave

s′1 A1 . . . s′n An

s1 s′1 s2 . . . sn s′n sn+1 A.
(3.49)



48 POGLAVJE 3. SINTAKSA

Množica taǩsnih pravil sestavlja induktivno definicijo sintaktičnih razredov gramatike.

Spet se spomnimo, da je postavljanje nizov skupaj krajši zapis za konkatenacijo nizov.
Pravilo lahko napǐsemo takole.

s′1 A1 . . . s′n An s = s1ˆs′1ˆs2ˆ . . . ˆsnˆs′nˆsn+1

s A
(3.50)

Formulacija pove, daA velja če lahkos razdelimo kot je opisano zgoraj:s′i Ai za
1 ≤ i ≤ n. Ker konkatenacija nizov ni enolično inverzibilna, dekompozicija niza ni
unikatna in imamo lahko věc razlǐcnih nǎcinov po katerih ovrednotimo pravilo.

3.2.3 Gramatǐca struktura

Konkretno sintaksoL(nat str) lahko definiramo s kontekstno neodvisno gramatiko nad
simboli, ki so predstavljeni v 3.13. Gramatika ima samo en sintaktǐcni razred,exp, ki
je definiran z naslednjimi pravili:

Expression exp ::= num | lit | id | LP exp RP | exp ADD exp |
exp MUL exp | exp CAT exp | V B exp V B |
LET id BE exp IN exp

Number num ::= NUM [n] (n nat)
String lit ::= LIT [s] (s str)
Identifier id ::= ID[s] (s str)

(3.51)

Ta gramatika uporablja nekatere standardne konvencije za izboljšanje berljivosti:̌zeton
identificiramo s spremenljivko in uporabljamo stik nizov zaizražanje konkatenacije.

Če prikǎzemo interpretacijo gramatike z induktivnimi definicijami, dobimo naslednja
pravila.

s num

s exp
(3.52)
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s lit

s exp
(3.53)

s id

s exp
(3.54)

s1 exp s2 exp

s1 ADD s2 exp
(3.55)

s1 exp s2 exp

s1 MUL s2 exp
(3.56)

s1 exp s2 exp

s1 CAT s2 exp
(3.57)

s exp

V B s V B exp
(3.58)

s exp

LP s RP exp
(3.59)

s1 id s2 exp s3 exp

LET s1 BE s2 IN s3 exp
(3.60)

n nat

NUM [n] num
(3.61)

s str

LIT [s] lit
(3.62)

s str

ID[s] id
(3.63)

Da bi poudarili vlogo konkatenacije nizov bi lahko napisalipravilo 3.56 na naslednji
nǎcin.

s = s1 MUL s2 str s1 exp s2 exp

s exp
(3.64)

Izraz s exp je izpeljiv, če jes konkatenacija nizas1, znaka za mnǒzenje ins2, kjer
veljas1 exp in s2 exp.
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3.3 Abstraktna sintaksa

Konkretna sintaksa jezika definira linearno predstavitev jezikovnih konstruktov. Pro-
gram je predstavljen kot niz simbolov.

Osnovni namen konkretne sintakse je izboljšati berljivost jezika kot tudi primernost za
obravnavo jezikov s standardnimi orodji za programiranje..

Programski jeziki so tako predmetštudije kot tudi instrument za izražanje. Pri mate-
matǐcni obravnavi nas zanima pomen jezika in ne toliko površinske predstavitve.

Abstraktna sintaksa jezika prikaže hierarhǐcno in povezovalno strukturo jezika ter za-
nemari linearno notacijo konkretne sintakse.

Ražclenjevanje je proces prevajanja iz konkretne sintakse v abstraktno sintakso. Sestoji
se iz analize linearne predstavitve jezika preko gramatikejezika ter prevajanja linearne
predstavitve v abstraktno sintaksno drevo ali podobno obliko abstraktnega zapisa.

3.3.1 Abstraktna sintaksna drevesa

Abstraktno sintaksno drevo jezikaL(nat str) je definirano z naslednjo signaturo:

ar(num[n]) = 0 (n nat)
ar(str[s]) = 0 (s str)
ar(id[s]) = 0 (s str)
ar(plus) = 2
ar(times) = 2
ar(cat) = 2
ar(len) = 1
ar(let[s]) = 2

(3.65)

Vsak identifikator obravnavamo kot operator sštevnostjo 0. Konstruktor ’let’ je obrav-
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navan kot drǔzina operacij, ki imajǒstevnost 2 in so indeksirani z identifikatorjem, ki
ga povezuje.

Pri specializaciji pravil za abstraktno sintaksna drevesana predstavljeno signaturo do-
bimo naslednje induktivne definicije abstraktne sintakseL(nat str):

n nat

num[n] ast
(3.66)

s str

str[s] ast
(3.67)

s str

id[s] ast
(3.68)

a1 ast a2 ast

plus(a1; a2) ast
(3.69)

a1ast a2 ast

times(a1; a2) ast
(3.70)

a1 ast a2 ast

cat(a1; a2) ast
(3.71)

a ast

len(a) ast
(3.72)

s id a1 ast a2 ast

let[s](a1; a2) ast
(3.73)

Zadnje pravilo je specializacija pravila za ’let’ stavek. Zahtevamo, da je prvi argument
’let’ stavka identifikator.

3.3.2 Ražclenjevanje v ASD

Proces prevajanja iz konkretne sintakse v abstraktno sintakso se imenujerazčlenjevanje
(angl. parsing).

Ražclenjevanje bomo obravnavali kot sodbo med konkretno in abstraktno sintakso je-
zika. Za to sodbo bo veljalo (∀,∃!) za vse nize in ast.
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Ražclenjevanje je torej parcialna funkcija med nizi in ast. Nedefinirana je za nize, ki ni-
majo pravilne gramatične strukture, preostale (pravilno strukturirane) nize paenolǐcno
prevede v ast.

V nadaljevanju si bomo ogledali sodbe za razčlenjevanje jezikaL(nat str).

s prg ←→ a ast Parse as a program
s exp ←→ a ast Parse as an expression
s trm ←→ a ast Parse as a term
s fct ←→ a ast Parse as a factor
s num ←→ a ast Parse as a number
s lit ←→ a ast Parse as a literal
s id ←→ a ast Parse as an identifier

(3.74)

Sodbe za ražclenjevanje so definirane induktivno na osnovi sledečih pravil:

n nat

NUM [n] num ←→ num[n] ast
(3.75)

s str

LIT [s] lit ←→ str[s] ast
(3.76)

s str

ID[s] id ←→ id[s] ast
(3.77)

s num ←→ a ast

s fct ←→ a ast
(3.78)

s lit ←→ a ast

s fct ←→ a ast
(3.79)

s id ←→ a ast

s fct ←→ a ast
(3.80)

s prg ←→ a ast

LP s RP fct ←→ a ast
(3.81)

s fct ←→ a ast

s trm ←→ a ast
(3.82)

s1 fct ←→ a1 ast s2 trm ←→ a2 ast

s1 MUL s2 trm ←→ times(a1; a2) ast
(3.83)
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s fct ←→ a ast

V B s V B trm ←→ len(a) ast
(3.84)

s trm ←→ a ast

s exp ←→ a ast
(3.85)

s1 trm ←→ a1 ast s2 exp ←→ a2 ast

s1 ADD s2 exp ←→ plus(a1; a2) ast
(3.86)

s1 trm ←→ a1 ast s2 exp ←→ a2 ast

s1 CAT s2 exp ←→ cat(a1; a2)ast
(3.87)

s exp ←→ a ast

s prg ←→ a ast
(3.88)

s1 id ←→ id[s] ast s2 exp ←→ a2ast s3 prg ←→ a3ast

LET s1 BE s2 IN s3 prg ←→ let[s](a2; a3)ast
(3.89)

Uspěsno ražclenjvanje pogojuje, da se nizžetonov ražcleni v skladu s pravili gramatike,
ki ni dvoumna, in da je rezultat razčlenjevanja dobro-definirano abstraktno sintaktično
drevo.

Izrek 3.3.1 Če s prg ←→ a ast, potems prg in a ast. Enako velja za vsa ostale
sodbe.

Dokaz. Uporaba indukcije pravil po pravilih 3.75-3.89. 2

Velja celo věc, če je niz generiran po pravilih gramatike, potem ga je mogoče ražcleniti
v ast.

Izrek 3.3.2 Čes prg, potem obstaja enoličena tako das prg ←→ a ast. Enako velja
za ostale sodbe, ki opišejo ražclenjevanje: sodbe imajo lastnost (∀∃!) za vse dobro-
definirane nize in ast.

Dokaz. Po indukciji pravil dolǒcenih z branjem gramatike 3.51 kot induktivne defini-
cije. 2
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Končno, vsak zapis abstraktne sintakse je mogoče preoblikovati v niz simbolov, ki se
ražcleni v skladu z danim ast.

Izrek 3.3.3 Če veljaa ast, potem obstaja (ni nujno enolično) nizs tako, da veljas prg
in s prg ←→ a ast. Z drugimi besedami, sodba za razčlenjevanje ima lastnost (∃∀).

Dokaz.Z indukcijo po pravilih gramatike 3.51. 2

3.4 Primer enostavnega jezika

V tej sekciji bo predstavljen primer enostavnega jezikaL(natbool), leksikalna struktura
L(nat bool), leksikalna analizaL(nat bool) ter gramatikaL(nat bool) v obliki pravil.

3.4.1 JezikL(nat bool)

Ogledali si bomo zelo enostaven jezik, ki vsebuje samo nekatere izmed sintaktičnih
oblik:

• boolove konstantetrue in false,

• pogojni izraz if− then− else,

• numerǐcno konstanto0,

• aritmetǐcne operacijepred in succ ter

• pogojni izraz iszero, ki preveri al ima izraz vrednost0.

GramatikaL(nat bool) je definirana z naslednjimi izrazi.
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Izrazi t ::= true
false
if t thent elset
0
succ(t)
pred(t)
iszero(t)

(3.90)

Konvencija uporabljena pri opisu jezika je podobna BNF obliki. Zacetek opisat ::=
napove definicijo izrazov in definira spremenljivkot, katere zaloga vrednosti so izrazi.

Na desni strani se vrstijo možne oblike izrazov. Spremenljivkot imenujemometaspre-
menljivka.

Primer 3.4.1 Poglejmo si nekaj primerov izrazov v predstavljenem jeziku.

succ(succ(succ(0)))
◮ 3

if false then0 else1
◮ 1

iszero(pred(succ(0)))
◮ true

(3.91)

• Najprej, celaštevila predstavimo z večkratnim vgnezdenjem operacije succ ter
pred.

• Drugi primer prikǎze uporabo if stavka.

• Tretji primer uporabi operacijo iszero nad celim̌stevilom.

2

Zgornja gramatika definira abstraktno sintakso. Z uporabo oklepajev lahko enostavno
razrěsimo marsikatero dvoumnost v izrazih.

Rezultat evaluacije izrazov so vedno enostavne vrednosti:boolove vrednosti ali cela
števila. Kasneje si bomo ogledali pravila za evaluacijo izrazov.
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3.4.2 Leksikalna analiza

Leksikalna struktura L(nat bool)

Znakovna predstavitev je v največ primerih definirana z regularnimi izrazi. Leksikalna
strukturaL(nat bool) je dolǒcena z naslednjimi pravili.

Item itm ::= kwd | boo | zer | spl
Keyword kwd ::= i ¦ f ¦ ǫ |

t ¦ h ¦ e ¦ n ¦ ǫ |
s ¦ u ¦ c ¦ c ¦ ǫ |
p ¦ r ¦ e ¦ d ¦ ǫ |
i ¦ s ¦ z ¦ e ¦ r ¦ o ¦ ǫ |

Bool boo ::= true | false
Special spl ::= ( | )
Zero zer ::= 0

(3.92)

Jezik žetonovL(nat bool)

Vhoden niz znakov se pretvarja v niz simbolov (žetonov) z uporabo naslednjih pravil,
ki definirajo simbolni jezik ražclenjevalnika oz. statično semantiko jezika.

ZERO tok
(3.93)

l bool
BOOL[l] tok

(3.94)

IF tok
(3.95)

THEN tok
(3.96)

ELSE tok
(3.97)



3.4. PRIMER ENOSTAVNEGA JEZIKA 57

SUCC tok
(3.98)

PRED tok
(3.99)

ISZERO tok
(3.100)

LP tok
(3.101)

RP tok
(3.102)

Pretvorba L(nat bool) v nize žetonov

Naslednja pravila predstavlja leksikalno razčlenjevanje stavkov jezikaL(nat bool) v
niz žetonov.

Pravila na zǎcetku so definirana za usmerjanje pretvorbe izrazovL(nat bool) v žetone.

ǫ inp ←→ ǫ tokstr
(3.103)

s = s1ˆs2ˆs3 str s1 whs s2 itm ←→ t tok s3 inp ←→ ts tokstr

s inp ←→ t ¦ ts tokstr
(3.104)

s kwd ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.105)

s boo ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.106)

s spl ←→ t tok

s itm ←→ t tok
(3.107)

s = i ¦ f ¦ ǫ str

s kwd ←→ IF tok
(3.108)

s = t ¦ h ¦ e ¦ n ¦ ǫ str

s kwd ←→ THEN tok
(3.109)
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s = e ¦ l ¦ s ¦ eǫ str

s kwd ←→ ELSE tok
(3.110)

s = t ¦ r ¦ u ¦ e ¦ ǫ str

s boo ←→ BOOL[t] tok
(3.111)

s = f ¦ a ¦ l ¦ s ¦ e ¦ ǫ str

s boo ←→ BOOL[f ] tok
(3.112)

s = 0 ¦ ǫ str

s zer ←→ ZERO tok
(3.113)

s = (¦ǫ str

s spl ←→ LP tok
(3.114)

s =) ¦ ǫ str

s spl ←→ RP tok
(3.115)

3.4.3 RažclenjevanjeL(nat bool)

V prejšnjem razdelku smo definirali kako se nizi znakov pretvarjajo v nize simbolov.
Nize simbolov je naprej potrebno razčleniti v skladu z gramatično strukturo jezika
L(nat bool).

Najprej bomo definirali gramatično strukturo jezika v BNF obliki. Zapis bomo pretvo-
rili v pravila s katerim je definirana statična struktura jezikaL(nat bool).

Gramati čna struktura L(nat bool)

Konkretno sintaksoL(nat bool) lahko definiramo s kontekstno neodvisno gramatiko
nad simboli, ki so predstavljeni v 3.92. Spet ima gramatika ima en sam sintaktični
razred,exp, ki je definiran z naslednjimi pravili:
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Expression exp ::= zer | boo |
if exp thenexp elseexp |
succexp | predexp |
iszeroexp | LP exp RP

Boolean boo ::= BOOL[l] (l bool)
Zero zer ::= ZERO

(3.116)

Če prikǎzemo interpretacijo gramatike z induktivnimi definicijami, dobimo naslednja
pravila.

s zer

s exp
(3.117)

s boo

s exp
(3.118)

s1 exp s2 exp s3 exp

if s1 thens2 elses3

(3.119)

s exp

succs exp
(3.120)

s exp

preds exp
(3.121)

s exp

preds exp
(3.122)

s exp

LP s RP exp
(3.123)

l bool
BOOL[l] boo

(3.124)

ZERO zer
(3.125)

3.5 Opombe

Poglavje vsebuje prevode izbranih sekcij iz učbenikaPractical Foundations for Pro-
gramming Languages[5] avtorja Roberta Harperja.
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Poglavje 4

OPERACIJSKA SEMANTIKA

Operacijska semantika definira obnašanje programskega jezika z definicijo enostav-
negaabstraktnega stroja.

Stroj je abstrakten zato, ker uporabljamo izraze programskega jezika kot strojni jezik.
Jezik ne prevajamo v bolj konkreten jezik kot to delajo prevajalniki.

V primeru enostavnih jezikov pomeni stanje stroja preprosto stavek. Prehodi med stanji
stroja so prehodi iz enega izraza v poenostavitev izraza aliv primeru, da se evaluacija
zaključi, prehod v normalni izraz kjer se abstraktni stroj ustavi.

Rǎcunalnǐske jezike bomo predstavljali iz večih izbranih vidikov. Najpomembnejša
aspekta jezikov sta statična struktura in evaluacija, ki ju predstavimo sstatǐcno in di-
namǐcnosemantiko.

Katerikoli aspek programskega jezika bomo predstavili s pomočjo pravil, ki ustrezajo
logičnim sodbam ali izjavam. Množica pravil predstavljateorijo s katero opǐsemo
željen aspekt jezika.

Lastnosti jezika lahko zdaj opazujemo preko lastnosti teorije. Pomen izrazov jezika
izrazimo s pomǒcjo izbrane teorije. Interpretacija izraza je sekvenca aplikacij pravil
teorije na danem izrazu.

61
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Semantiko jezika torej opišemo z apliciranjem pravil teorije na izrazih jezika. Konkre-
ten pomen izraza jeveriga aplikacij pravils katero opǐsemo bodisi izpeljavo statične
strukture, izpeljavo ovrednotenja izrazov, preverjanje tipov izrazov, itd.

Izpeljava je torej osnovni način za podrobnejši opis pomena izraza–iz izpeljave lahko
vidimo podrobnosti pri strukturi, interpretaciji, evaluaciji, itd.

4.1 Konceptualna zgradba

Pri predstavitvi semantike bomo uporabili primer enostavnega jezikaL(nat bool) s
katerim lahko opǐsemo boolove in numerične vrednosti ter pogojne izraze za boolove
in numerǐcne vrednosti.

Najprej bomo predstavili analizo statične strukture jezika z uporabostatǐcne semantike.
Sintakso jezika bomo predstavili s pravili, ki definirajo zgradbo jezika. Ogledali si
bomo tudi alternativne načine opisov pravilnih stavkov danega jezika.

Nadaljevali bomo zdinamǐcno semantiko: opisom mehanizmov za predstavitev eva-
luacije izrazov danega jezika. Evaluacijo bomo predstavili z mnǒzico pravil, katerih
izvajanje opisuje ovrednotenje izrazov.

Po tem si bomo ogledali kako lahko predstavimo sklepanje z izpeljevanjem pravil.
Predstavili bomo osnovne mehanizme uporabljene pri izpeljevanju pravil.

Sledila bo predstavitev dveh osnovnih lastnosti jezikov ter dokazovanje le-teh z induk-
cijo. Predstavljene lastnosti jezikov bodo:

• enolǐcnost(deterministǐcnost, v teoriji jezikov) izpeljave izraza in

• zakljǔcitev izpeljave pravil nad danim izrazom oz. zaključitev izvajanja pravil v
vrednosti (t.j. normalni obliki),
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Kasneje bomo v Poglavju?? predstaviliševarneteorije. Pod tem izrazom razumemo
teorije, katerih pravila

1. ne povzrǒcijo mrtvega stanja, kar imenujemo tudinapredekin

2. ohranjajo lastnosti jezika oz. tipe izrazov pri izpeljavi, kar imenujemo tudiohra-
nitev.

4.2 Statǐcna semantika

Zaenkrat nas zanimajo samo izrazi, ki so sestavljeni pravilno.

Z uporabo zgornje gramatike lahko sestavimo tudi izraze, kiniso pravilni kot npr.
succ(true).

Konstrukcijo taǩsnih izrazov bomo preprečili z uporabostatǐcne semantikejezika.

Statǐcno semantiko lahko predstavimo na več razlǐcnih nǎcinov.

Gramatika predstavljena v prejšnjem razdelku definira abstraktno sintakso, ki je vse-
bovana v naslednjih definicijah.

Definicija 4.2.1 (Induktivno) Mnǒzica izrazov je najmanjša mnǒzica T , ki zadǒsča
naslednjim pogojem:

1. {true, false, 0} ⊆ T ;

2. čet1 ∈ T potem{succt1, predt1, iszerot1} ⊆ T

3. čet1 ∈ T , t2 ∈ T in t3 ∈ T potem je tudi ift1 thent2 elset3 ∈ T

Poglejmo si definicijo malce bolj podrobno. Prvi stavek definira osnovne tri besede
jezika.
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Druga in tretja alineja definira strukturo sestavljenih stavkov jezika.

“Najmanǰsa” mnǒzica pomeni, daT nima drugih elementov kot naštetih.

Naslednja definicija uporabljapravila izpeljave, ki se pogosto uporabljajo zanaravno
dedukcijo.

Definicija 4.2.2 (pravila sklepanja) Mnǒzica izrazov jezikaL(nat bool) je definirana
z naslednjimi pravili:

true ∈ T (4.1)

false ∈ T (4.2)

0 ∈ T (4.3)

t1 ∈ T

succt1 ∈ T
(4.4)

t1 ∈ T

predt1 ∈ T
(4.5)

t1 ∈ T

iszerot1 ∈ T
(4.6)

t1 ∈ T t2 ∈ T t3 ∈ T

if t1 thent2 elset3
(4.7)

2

Vsako pravilo beremo: “̌ce veljajo pogoji, ki so definirani v premisi, potem lahko
izpeljemo posledice poďcrto”.

Pravila, ki nimajo premise imenujemo tudiaksiomi. Te obǐcajno pǐsemo brežcrte.

Pravila lahko vsebujejo metaspremenljivke. Formalno vsako pravilo predstavlja ne-
skoňcno mnǒzico konkretnih pravil, ki jih dobimo tako, da instanciramometaspremen-
ljivke.
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Definicija 4.2.3 (konkretno) Za vsako naravnǒstevili i definiramo mnǒzicoSi na na-
slednji nǎcin:

S0 = ∅
Si+1 = {true, false, 0}

∪ {succt1, predt1, iszerot1|ti ∈ Si}
∪ {if t1 thent2 elset3|t1, t2, t3 ∈ Si}

Jezik sestavljajo vsi stavki:

S =
⋃

i

Si 2

4.3 Dinamična semantika

Evaluacijo izrazov pogosto imenujemo tudidinamǐcna semantikajezika.

Pri opisu evaluacije uporabimo operacijsko semantiko evaluacije [Plotkin,SOS].

Evaluacija sama predstavlja dinamičen aspekt danega jezika za razliko od predstavitve
sestave jezika, ki predstavljastatǐcno semantikojezika.

Pravila za ovrednotenje izrazov definirajo evaluacijsko relacijo med izrazi – predsta-
vljajo en korak pri evaluaciji izrazov.

Če si predstavljamo evaluacijo z abstraktnim strojem, potem en korak evaluacije izraza
t pomeni prehod iz enega v drugo stanje stroja:t → t′.

Vsak korak je definiran z enim pravilom izpeljave.



66 POGLAVJE 4. OPERACIJSKA SEMANTIKA

4.3.1 Evaluacija boolovih izrazov

Poglejmo si zdaj bolj natančno evaluacijo boolovih izrazov. Izraze, ki vsebujejo cela
števila si bomo ogledali kasneje.

Če na hitro ponovimo, boolovi izrazi lahko vsebujejo konstanti true in false ter if
stavek.

Evaluacija boolovih izrazov je definirana z naslednjimi pravili.

if true thent2 elset3 → t2
(4.8)

if false thent2 elset3 → t3
(4.9)

t1 → t′1
if t1 thent2 elset3 → if t′1 thent2 elset3

(4.10)

Prvo pravilo predstavi ovrednotenje if stavka v primeru, daje logični izraz v pogoju
enaktrue. Stroj lahko odvřze vse ostale dele if stavka razent2, ki predstavlja novo
stanje abstraktnega stroja.

Podobno predstavi drugo pravilo ovrednotenje if stavka, katerega pogoj ima vrednost
false.

Tretje pravilo pravi, da v primeru, ko pogoj if stavka preidet1 → t′1 potem preide tudi
celoten if stavek s pogojemt1 v stavek s pogojemt′1.

Primer 4.3.1 Poglejmo si zdaj interakcijo med pravili. Kot primer bomo uporabili
sleděc stavek sestavljen iz dveh if stavkov.

if true then(if false thenfalse elsefalse) elsetrue
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Oblika pravil dolǒca vrstni red ovrednotenja stavka.

Najprej se vedno ovrednoti pogoj if stavka inšele nato se lahko ovrednotijo posledice.

V zgornjem primeru se tako stavek ne ovrednotiti v iftrue thenfalse elsetrue ampak
se mora ovrednotiti najprej zunanji if stavek inšele nato notranji. 2

Prva dva pravila, ki jih v̌casih imenujemo tudikonkretna pravila, naredita věcino dela.

Tretje pravilo pravzaprav samo pomaga usmerjati evaluacijo. Taǩsna pravila imenu-
jemo tudiusmerjevalna pravila.

Zasnova pravil kot tudi vrstni red uporabe pravil določaevaluacijsko strategijoabstrak-
tnega stroja.

V naslednjih poglavjih si bomǒse věckrat bolj nataňcno ogledali evaluacijske strategije
jezikov.

4.3.2 Evaluacija aritmetičnih izrazov

Poglejmo si zdaǰse evaluacijo aritmetičnih izrazov, ki vsebujejo tudi delo s celimi
števili.

Najprej obnovimo sintakso dela aritmetičnih izrazov, ki vsebuje celǎstevila.
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Izrazi t ::= ...
0
succt
predt
iszerot

Vrednosti v ::= ...
nv

Num.vrednosti nv ::= ...
0
succnv
prednv

(4.11)

Evaluacijska pravila za numerične izraze sledijo modelu, ki je uporabljen pri evaluaciji
boolovih izrazov.

Definirana sǒstiri pravila, ki opǐsejo kako se ovrednotijo operacije pred in iszero.

t1 → t′1
succt1 → succt′1

(4.12)

pred0 → 0
(4.13)

pred(succnv1) → nv1

(4.14)

t1 → t′1
predt1 → predt′1

(4.15)

iszero0 → true
(4.16)

iszero(succnv1) → false
(4.17)

t1 → t′1
iszerot1 → iszerot′1

(4.18)

Če bi bili popolnoma nataňcni bi morali zapisatǐse definicijo “relacija en-korak-evaluacije
je najmanǰsa relacija, ki zadǒsča zgornjim pogojem” kot v primeru boolovih izrazov.

Sintaktǐcna kategorija celiȟstevil igra pomembno vlogo pri opisu semantike.
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Uporaba metaspremenljivkenv1 zahteva celǒstevilo pri parametrih operacij succ, pred
in iszero.

Dinamǐcna semantika majhnih korakov in velikih korakov ...

4.4 Izpeljevanje in sklepanje

Poglejmo si zdaj zveze med stavki in pravili malce bolj formalno.

Definirali bomo naslednje pojme, ki opisujejo evaluacijskorelacijo med stavki:in-
stanca pravila, ujemanje pravil, evaluacijo v enem korakuter izpeljivost stavkov.

Kasneje si bomo ogledališe deterministǐcnost izeljave ter normalne oblike stavkov.

Nǎs univerzum v katerem bomo preučevali pravila in izpeljave je jezikL(nat bool),
majhen primer jezika, ki vsebuje zadosti strukture, da lahko pokǎzemo nekatere la-
stnosti jezikov na slǒsno.

4.4.1 Pravila in izpeljave

Definicija 4.4.1 Instanco(primerek) pravila dobimo z zamenjavo metaspremenljivk z
istimi izrazi v premisi in posledici pravila.

Primer 4.4.1 Naslednji stavek

if true thentrue else(if false thenfalse elsefalse) → true (4.19)
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je instanca pravila 4.8, kjer sta obe instancit2 zamenjani strue in t3 je bil zamenjan
z if false thenfalse elsefalse. 2

Definicija 4.4.2 Evaluacijska relacija v enem korakuje najmanǰsa binarna relacija, ki
zadǒsča pravilom evaluacije.Če je par(t, t′) v evaluacijski relaciji potem je evalua-
cijski stavekt → t′ izpeljiv.

Izraz “najmanǰsa binarna relacija” pravi, da jet → t′ izpeljiv, če imamo bodisi in-
stancno aksioma ali instanco posledice pravila katerega premise so izpeljive, ki se uni-
ficira z t → t′.

Izpeljivost izraza lahko pokǎzemo z drevesom izpeljave, ki je bilo predstavljeno v po-
glavju o sklepanju. Listi drevesa so premise konkretnih pravil medtem ko so notranja
vozlišča premise usmerjevalnih vozlišč.

V nǎsem primeru imamo samo tri pravila med katerimi je samo eno usmerjevalno pra-
vilo, ki ima samo eno premiso.

Edino mǒzno drevo izpeljave v primeru boolovih izrazov je torej ena sama linearna
veja. Poglejmo si primer.

Primer 4.4.2 Najprej bomo definirali nekaj okrajšav za izraze.

s = if true thenfalse elsefalse
t = if s thentrue elsetrue
u = if false thentrue elsetrue

Poglejmo si zdaj izpeljavo sledečega izraza.

if t thenfalse elsefalse → if u thenfalse elsefalse

s → false

t → u
if t thenfalse elsefalse → if u thenfalse elsefalse
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2

4.4.2 Normalne oblike in enolǐcnost izpeljav

Drevo izpeljave lahko torej uporabimo za dokazovanje izpeljivosti izraza.

Ker ima drevo strukturo definirano s posamezhnimi pravili, ki so bila uporabljena pri
izpeljavi, ga lahko uporabljamo pri tudi za dokazovanje lastnosti izpeljave.

Zaradi strukture izpeljav lahko uporabljamo strukturno indukcijo kot tehniko za doka-
zovanje.

Stavekt → t′ je izpeljiv, če in samǒce obstaja izpeljava, ki imat → t′ za koren.

Poglejmo si zdaj eno izmed lastnosti, ki velja za boolove izraze izpeljane s podanimi
pravili.

Izrek 4.4.1 (determinističnost izpeljave v enem koraku)Če veljat → t′ in t → t′′,
potemt′ = t′′. 2

Dokaz. Indukcija na strukturo izpeljave izraza. Na vsakem koraku predpostavimo, da
željeni rezultat velja za manjše izraze oz. premise korenskega pravila. Potem moramo
pokazati, da rezultat velja tudi za koren izpeljave.

V primeru, da je bilo zadnje uporabljeno pravilo 4.8 potem vemo, da imat obliko
if t1 thent2 elset3, kjer velja da jet1 = true. V tem primeru je ǒcitno, da zadnje
uporabljeno pravilo izpeljevanja ne more biti 4.9, kert1 ne more imeti hkrati vrednosti
t1 = true in t1 = false.

Tudi zadnje pravilo ni zadǒsčeno, ker zahtevat → t′, imamo pa vrednosttrue, ki se
ne more naprej ovrednotiti. Zadnje pravilo pri evaluacije je lahko torej le 4.8.
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Podobno lahko sklepamo tudi v primeru, da velja pravilo 4.9.Ne obstaja tudi drugo
pravilo, ki bi se ujelo zt1 = false, torej imamo tudi enolǐcni rezultat.

Končno, preostane nam̌se zadnje pravilo 4.10. Oblika pravila je ift1 thent2 elset3,
kjer velja t1 → t′1 za nekt′1. Z istim sklepanjem koťze prej lahko vidimo, da je 4.10
edino mǒzno pravilo uporabljeno za v korenu izpeljavet. Izpeljava je spet enolična.

2

Nǎsa relacijaizpeljave v enem korakupokǎze kako se abstrakten stroj premakne iz
enega stanja v drugo stanje pri ovrednotenju izraza.

Kot programerje nas zanima končni rezultat evaluacije. Lahko pride do stanja, kjer
stroj ne more věc narediti naslednjega koraka?

Definicija 4.4.3 Izrazt je v normalni obliki,če na izrazu ne moremo aplicirati evalu-
acijskega pravilat → t′.

Videli smože, da sta vrednostitrue in false v normalni obliki v definiranem sistemu.
Ne obstaja taǩsno pravilo, ki bi se ujemalo z izrazitrue in false. To izjavo lahko
reformuliramo v naslednjem izreku.

Izrek 4.4.2 Vsaka vrednost je v normalni obliki.

To lastnost bomo zagotovili pri vseh jezikih, ki jih bomo definirali. Normalna oblika
izraza bo pomenila, da je izraz evaluiran do konca in je vrednost.

Jezik za katerega ne velja izrek 4.4.2 ni dobro definiran.

V obstojěcem sistemu boolovih izrazov velja tudi obratno od izreka 4.4.2: vsaka nor-
malna oblika je vrednost.

To lastnost ne bodo imeli vsi jeziki. Normalne oblike, ki niso vrednosti igrajo kritǐcno
vlogo pri analizi napak v̌casu izvajanja.
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Izrek 4.4.3 Če jet v normalni obliki, potem jet vrednost.

Dokaz. Predpostavimo, dat ni vrednost. Enostavno je pokazati z uporabo strukturne
indukcije nat, da ni v normalni obliki.

Ker t ni vrednost mora biti oblike ift1 thent2 elset3 za neket1, t2 in t3. Poglejmo si
možne obliket1.

Če jet1 = true potemt sigurno ni v normalni obliki saj bi lahko uporabili pravilo 4.8.
Podobno je za primert1 = false.

V primeru, dat1 ni niti true niti false potem ni vrednost. Po induktivni hipotezi potem
obstajat′1 tako, dat1 → t′1. Zdaj bi lahko uporabili 4.10 zat → if t′1 thent2 elset3,
torej t ni v normalni obliki. 2

Včasih je uporabno videti evaluacijo v večih korakih kot en sam velik korak. To nare-
dimo z definicijověc-korǎcne evaluacije.

Relacija věc-korǎcne evaluacije povezuje izrazt z vsemi izrazit′, ki jih lahko izpeljemo
iz t z eno ali věc aplikacij pravil.

Definicija 4.4.4 Věc korakov evaluacijske relacije označimo z razmerjem→∗, refle-
ksivnim in tranzitivnem zaprtju→. To je najmanǰsa relacija, za katero velja:

1. če veljat → t′ potem velja tudit →∗ t′,

2. t →∗ t za vset ter

3. iz t →∗ t′ in t′ →∗ t′′ lahko sklepamo nat →∗ t′′.

Zdaj, ko imamo eksplicitno definirano relacijo več-korǎcne evaluacije je lahko defini-
rati dejstva kot je naslednje.

Izrek 4.4.4 (Enoličnost normalne oblike) Če veljat →∗ u in t →∗ u′ ter stau in u′

v normalni obliki, potem veljau = u′.
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Dokaz. Posledica enoličnosti enega koraka evaluacije. 2

Zadnja lastnost, ki jo bomo opazovali je zaključitev evaluacije. Za uporabljen jezik
boolovih izrazov velja, da se vsak izrazt enolǐcno ovrednoti v vrednost oz. v normalno
obliko.

To je še ena lastnost, ki ni nujno da velja v bolj bogatem jeziku. Dokaz je obǐcajno
veliko bolj zapleten kot je dokaz v primeru našega jezika.

Sistem tipov lahko slǔzi kot okostje za dokaz zaključitve programa (Pierce, [10]).

Večina dokazov za zakljǔcitev programov ima neko osnovno obliko. Najprej izberemo
dobro-definirano mnǒzicoS in definiramo funkcijof , ki preslikuje stanja stroja v vre-
dnosti. Vedno, ko stroj lahko naredi prehod izt v t′ mora veljatif(t) < f(t′).

Neskoňcno verigo evaluacijskih korakov, ki se začnejo st, lahko preslikamo na verigo
elementovS. Ker je S dobro definirana ne moremo imeti neskončnih verig zatorej
nimamo neskoňcne sekvence. Funkcijof imenujemo mera zakljǔcitve.

Izrek 4.4.5 (Zaklju čitev evaluacije) Za vsak izrazt obstaja izrazt′, ki je v normalni
obliki in velja t →∗ t′.

Dokaz. Vsak korak evaluacije zmanjša velikost izraza. Velikost izraza je mera za-
ključitve, ker je obǐcajna urejenost naravniȟstevil dobro definirana. 2

4.5 Opombe

Predstavljen material o operacijski semantiki podaja pregled rezultatov uporabe ope-
racijske semantike pri opisovanju formalnih sistemov. Poglavje vsebuje prevode delov
poglavij ǔcbenika B.Pierca [10] in ǔcbenika R.Harperja [5].
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Osnovni namen poglavja je podati natančen opis operacijske semantike, primere upo-
rabe operacijske semantike in temeljne lastnosti jezikov,ki so bile odkrite v okviru
kompleksneǰsih jezikov oz. lastnosti, ki so v splošnem zanimive zǎsiršo mnǒzico jezi-
kov in jih bomo obdelali bolj podrobno v okviru bolj kompleksnih jezikov.
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Poglavje 5

DENOTACIJSKA
SEMANTIKA

Denotacijska semantika uporablja bolj abstraktno definicijo pomena od operacijske se-
mantike: namesto sekvence stanj stroja je pomen izrazov definiran z matematičnimi
objekti kot so na primeřstevila, funkcije, itd.

Definicija denotacijske semantike za nek konkreten jezik zahteva najprej definicijodo-
men in nato definicijointerpretacijskih funkcij, ki preslikujejo izraze programskega
jezika v elemente domen.

Iskanje primernih domen, matematičnih struktur, ki se jih uporablja za definicijo de-
notacijske semantike se je razvilo v področje, ki ga imenujemoteorija domen. Kratek
uvod v teorijo domen bo predstavljen v naslednji sekciji.

5.1 Domene

V tej sekciji bo predstavljen uvod v matematično teorijo,teorijo domen, ki med dru-
gim nudi formalno ogrodje za konstrukcijo najmanjših fiksnih tǒck. Konstrukcije bomo
potrebovali pri definiciji denotacijske semantike in prištudiju razlǐcnih gradnikov (kon-
ceptov) programskih jezikov.

77
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Teorija domen preǔcuje prostore, ki jih sestavljajo izrazi nekega jezika. V naslednjih
poglavjih si bomo pogledali statično strukturo in evaluacijo jezikov oz. izrazov neke
teorije. Kot osnovno orodje za opisovanje lastnosti jezikov bomo uporabljalipravila
opisana v predhodnem poglavju.

Teorija domen opisuje stavke jezika bolj iz matematičnega vidika: preǔcuje urejenost
izrazov z uporabo klasičnih matematǐcnih orodij kot so npr. relacije, množice in funk-
cije. Objekti, ki jih preǔcuje predstavljajo abstrakcije stavkov programskega jezika–
objekti teorije domen so bolj splošni izrazi, ki jih lahko apliciramo na matematičnih
objektih kot tudi na sorodnih jezikih.

5.1.1 Delne urejenosti

Teorija domen uporabljadelno urejene mnǒzice, ki zadǒsčajo izbranim lastnostim.
Delno urejene mnǒzice so podane z naslednjo definicijo. Množico D imenujemo
osnovno mnǒzicodelne urejenosti(D,⊑). Večinoma bomo imenovali osnovno množico
D kar delna urejenost; relacijo⊑ bomo uporabljali za različne delno urejene množice.

Definicija 5.1.1 Binarna relacija⊑ nad mnǒzicoD je delna urejenost,̌cče je:

1. refleksivna:∀d ∈ D.d ⊑ d

2. tranzitivna:∀d, d′, d′′ ∈ D.d ⊑ d′ ∧ d′ ⊑ d′′ ⇒ d ⊑ d′′

3. antisimetrǐcna: ∀d, d′ ∈ D.d ⊑ d′ ∧ d′ ⊑ d ⇒ d = d′ 2

Par (D,⊑) imenujemodelno urejena mnǒzica.

Definicija 5.1.2 ( Najmanjši element ) Naj boD delno urejena mnǒzica inS ⊆ D.
Elementd ∈ S je najmanǰsi element,̌ce zadǒsča naslednjem pogoju.

∀x ∈ S.d ⊑ x.

Minimalen element bomo imenovalidno in oznǎcili z ⊥D ali samo⊥, če jeD jasna iz
konteksta. 2

Ker je⊑ anti-simetrǐcna, imaS najvěc en najmanǰsi element. Seveda najmanši element
mnǒzice ni potrebno, da obstaja. Na primer,Z nima najmanǰsega elementa.
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Definicija 5.1.3 ( Veriga ) Končna narǎsčajoča verigaD je sekvenvca elementovD,
ki zadǒsčajo naslednjem pogoju.

d0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . .

Definicija 5.1.4 ( Najmanjša zgornja meja ) Zgornja meja veriged0 ⊑ d1 ⊑ . . . je
d ∈ D za katerega velja∀n ∈ N.dn ⊑ d. Če obstaja najmanjša zgornja meja (okr.
lub), potem je dolǒcena z: ⊔

n≥0

dn

Poglejmo zakaj je najmanjša zgornja meja dobro definirana. Po definiciji velja∀m ∈
N.dm ⊑

⊔
n≥0

dn. Prav tako velja∀d ∈ D, če∀m ∈ N.dm ⊑ d, potem
⊔

n≥0
dn ⊑ d.

Opazka 5.1.1 Sledi predstavitev nekaterih lastnosti prej definiranih verig in najmaňse
zgornje meje.

(i) Ne bomo se ukvarjali z neskončnimi in padajǒcimi verigami: “veriga” bo vedno
pomenila narǎsčajoče in koňcno verigo.

(ii) Elementi verige ni nujno, da so različni. Pravimo, da je verigad0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . .
preide v konstanto, če za nekN ∈ N velja ∀n ≥ N.dn = dN . V tem primeru velja⊔

n≥0
dn = dN .

(iii) Kot v primeru najmanǰsega elementa poljubne podmnožice delno urejene množice,
je najmanǰsa zgornja meja verige unikatna,če obstaja. Ni pa nujno, da obstaja, npr.
veriga0 ≤ 1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ . . . nima zgornje meje.

(iv) Če izpustimo koňcno mnogo elementov iz začetka verige se zgornje meja ohranjajo
in s tem tudi lub.

⊔

n≥0

dn =
⊔

n≥0

dN+n, za vseN ∈ N

2
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Ukvarjali se bomo z delno urejenimi množicami, ki zadǒsčajo nekarim lastnostim pol-
nosti: vsaka veriga bo imela najmanjšo zgornjo mejo (lub1+lub2).

Definicija 5.1.5 (ω-polna delno urejena mnǒzica; angl. “cpo” t.j. “chain complete poset” )
ω-polna delno urejena množica (D,⊑) vsebuje samo naraščajoče veriged0 ⊑ d1 ⊑
d2, ..., ki imajo najmanǰso zgornjo mejo

⊔
n≥0

dn :

(lub1) ∀m ∈ N.dm ⊑
⊔

n≥0
dn

(lub2) ∀d ∈ D.(∀m ≥ 0.dm ⊑ d) ⇒
⊔

n≥0
dn ⊑ d

V literaturi je věc razlǐcnih definicij domen, ki zadǒsčajo razlǐcnim lastnostim. Tu
bomo uporabili “minimalno” definicijo: zahtevali bomo, da cpo vsebuje dno.

Definicija 5.1.6 ( Domena )Domena je cpo, ki vsebuje dno⊥.

∀d ∈ D.⊥ ⊑ d

Primer 5.1.1 V tem primeru si bomo ogledali parcialne funkcijeX ⇀ Y . Domena
funkcijef je dom(f) ⊆ X in zaloga vrednosti jeY .

Delno urejenost definiramo na osnovi domene in zaloge vrednosti f : f ⊑ g, čče
dom(f) ⊆ dom(g) in ∀x ∈ dom(f).f(x) = g(x).

Najmanǰsa zgornja meja verigefo ⊑ f1 ⊑ f2 ⊑ ... je parcialna funkcijaf z domeno
dom(f) =

⋃
n≥0

dom(fn) in zalogo vrednosti:

f(x) =

{
fn(x) x ∈ dom(fn) za nekn
⊥Y sicer

Definicija funkcijef se ujema z izrǎcunom lub verigef0 ⊑ f1 ⊑ f2 ⊑ . . . : flub =⊔
n≥0

fn. Domena funkcijeflub je
⋃

n≥0
dom(fn) in zaloga vrednosti je definirana

∀x ∈ dom(fi).fi(x) = fj(x) za vsei ≤ j ∈ N. Velja torejflub = f .

Na koncu definiramǒse⊥f , ki predstavlja nedefinirano parcialno funkcijo. 2
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Primer 5.1.2 Vsaka delna urejenost(D,⊑) katere mnǒzica D je koňcna jeω-polna
delna urejenost. V taki množici je vsaka veriga koňcna. Ni pa potrebno, da ima takšna
mnǒzica najmanǰsi element. 2

Primer 5.1.3 V tem primeru bomo definirali dve domene naravnihštevilN. Prvo ime-
nujemoravninskanaravnaštevila,N⊥:

1 2 3 . . . n n + 1 . . .

⊥

Druga domena predstavljanavpǐcnanaravnaštevila,Ω:

ω
n + 1

n
...
2
1
0

2

Poglejmo si zdaj nekaj primerov delno urejenih množic, ki so oz. niso cpo.

Primer 5.1.4 Mnǒzica naravniȟstevilN = {0, 1, 2, 3, . . .} opremljena z relacijo≤ ni
ω-polna delna urejenost. Naraščajoča veriga1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ 4 ≤ . . . nima zgornje meje.

2

Primer 5.1.5 Poglejmo si zdaj primer delne urejenosti konstruirane izN ∪ {⊥}. Za
vsako naravnǒstevilo velja∀n ∈ N.⊥ ⊑ n. Naravnaštevila med sabo niso v relaciji
⊑. Tako domeno imenujemoravninska naravnǎstevila. 2
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Primer 5.1.6 Mnǒzico naravnihštevil N lahko uredimo tudi drugǎce. Mnǒzico N

ražsirimo z elementomω, ki predstavlja zgornjo mejoN. Relacijo⊑ lahko zdaj de-
finiramo na sleděc nǎcin:

d ⊑ d′ ⇐⇒






d, d′ ∈ N ∧ d ≤ d′

ali d ∈ N ∧ d′ = ω
ali d = d′ = ω

Narǎsčajoča veriga1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ ... iz D ima tako vedno zgornjo mejoω in D je
ω-polna delna urejenost. 2

Primer 5.1.7 Poglejmo sǐse eno mǒzno definicijo delne urejenosti na osnovi naravnih
števil. Tokrat ražsirimoN z dvema zgornjima mejama{ω1, ω2}. Relacijo⊑ lahko zdaj
definiramo na sleděc nǎcin:

d ⊑ d′ ⇐⇒






d, d′ ∈ N ∧ d ≤ d′

ali d ∈ N ∧ d′ ∈ {ω1, ω2}
ali d = d′ = ω1

ali d = d′ = ω2

Narǎsčajoča veriga1 ≤ 2 ≤ 3 ≤ ... iz D ima tako dve zgornji mejiω1 in ω2. Nima pa
najmanǰse zgornje meje, kerω1 6⊑ ω2 in ω2 6⊑ ω1. D torej ni ω-polna delna urejenost.

2

Definicija 5.1.7 ( Monotona funkcija ) Funkcijaf : D → E medω-polnimi delnimi
urejenostmi jemonotona, čče

∀d, d′ ∈ D.d ⊑ d′ ⇒ f(d) ⊑ f(d′)

.

Definicija 5.1.8 ( Zvezna funkcija ) Funkcija f : D → E medω-polnimi delnimi
urejenostmi jezvezna, čče je monotona in ohranja najmanjše zgornje meje verig: za
vse veriged0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . . iz D velja

f(
⊔

n≥0

dn) =
⊔

n≥0

f(dn) v E.
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Definicija 5.1.9 ( Striktna funkcija ) Funkcija f : D → E medω-polnimi delnimi
urejenostmi jestriktna, ččef(⊥) = ⊥.

Opazka 5.1.2 V primeru, da jef : D → E monotona in imamo verigod0 ⊑ d1 ⊑
d2 ⊑ . . . v D, potem z aplikacijof dobimo verigof(d0) ⊑ f(d1) ⊑ f(d2) ⊑ . . . v E.

Še věc, v primeru, da jed zgornja meja prve verige, jef(d) zgornja meja druge verige
in hkrati tudi věcja od najmanǰse zgornje meje te verige.Če zapǐsemo to v matematični
notaciji dobimo:

⊔

n≥0

f(dn) ⊑ f(
⊔

n≥0

dn)

Če zdaj uporabimo asimetričnost⊑ lahko pokǎzemo, da je funkcijaf medω-polnimi
delnimi urejenostmizvezna, tako da za vsako verigod0 ⊑ d1 ⊑ d2 ⊑ . . . iz E preve-
rimo ali velja:

f(
⊔

n≥0

dn) ⊑
⊔

n≥0

f(dn).

2

Primer 5.1.8 Dana sta cpoD in E, za vsake ∈ E je enostavno pokazati, da je funk-
cija D → E, ki ima konstantno vrednostλd ∈ D. e, je zvezna.

Primer 5.1.9 Naj boΩ domena vertikalnih naravniȟstevil, kot je prikazano na Sliki
8.1.1. Funkcijaf : Ω → Ω je definirana takole:

f(n) =

{
n ∈ N f(n) = 0
n = ω f(n) = ω

Funkcija je monotona in striktna, ni pa zvezna ker velja:
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f(
⊔

n≥0

dn) = f(ω) = ω 6= 0 =
⊔

n≥0

0 =
⊔

n≥0

f(n)

2

5.1.2 Tarskijev izrek o fiksni točki

Fiksna tǒcka funkcijef : D → D je po definiciji d ∈ D, ki zadǒsča f(d) = d.
Poglejmo si najpreǰsibkeǰsi primerpre-fiksnetočkeD je delno urejena mnǒzica,

Definicija 5.1.10 ( Pre-fiksna tǒcka ) Naj bo D delno urejena mnǒzica in naj bo
f : D → D funkcija. Elementd ∈ D je pre-fiksna tǒcka f , če zadǒsča f(d) ⊑ d.

2

Najmanǰso pre-fiksno tǒcko funkcijef bomo oznǎcili fix (f).

Definicija 5.1.11 ( Najmanǰsa fiksna tǒcka ) Naj boD delno urejena mnǒzica in naj
bo f : D → D funkcija. Najmanǰsa fiksna tǒcka funkcijef , fix(f), mora zadǒsčati
naslednjim pogojem:

lfp1 f(fix(f)) ⊑ fix(f)

lfp2 ∀d ∈ D.f(d) ⊑ d ⇒ fix(f) ⊑ d. 2

Opazka 5.1.3 (lfp1) fix(f) je tudi pre-fiksna tǒcka, kar pomeni, da se evaluacijaf
ustavi:f(fix(f)) ⊑ fix(f).

(lfp2) Vsaka pre-fiksna tǒcka je věcja od fiksne tǒcke fix(f): fiksna tǒcka fix(f) je
najmanǰsa pre-fiksna tǒcka. 2
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Tarskijev izrek o fiksni tǒcki je ključni rezultat, ki omogǒca uporabo denotacijske se-
mantike za opis pomena rekurzivnih struktur.

Izrek 5.1.1 ( Fiksna tǒcka, Tarski ) Naj bo f : D → D zvezna funkcija nad do-
menoD.

• f imanajmanǰso pre-fiksno tǒcko:

fix(f) =
⊔

n≥0

fn(⊥)

• fix(f) je fiksna tǒckaf ker zadǒsča f(fix(f)) = fix(f) in je zato tudinajmanǰsa
fiksna tǒckafunkcijef . 2

Opazka 5.1.4 Notacijafn(⊥) uporabljena v definiciji:
{

f0(⊥) = ⊥
fn+1(⊥) = f(fn(⊥))

(5.1)

Ker velja∀d ∈ D.⊥ ⊑ d, potem velja tudif0(⊥) = ⊥ ⊑ f1(⊥). Zaradi monotonosti

fn(⊥) ⊑ fn+1(⊥) ⇒ fn+1(⊥) = f(fn(⊥)) ⊑ f(fn+1(⊥)) = fn+2(⊥).

Z uporabo indukcije pon ∈ N potem velja∀n ∈ N.fn(⊥) ⊑ fn+1(⊥). Z drugimi
besedami elementifn(⊥) tvorijo verigo vD. Ker jeD cpo je smiselno definirati fix(f).

2

Dokaz. [ Izrek o fiksni tǒcki ]

f(fix(f)) = f(
⊔

n≥0

fn(⊥))

=
⊔

n≥0

f(fn(⊥)) (zaradi zveznosti)

=
⊔

n≥0

fn+1(⊥) ()

=
⊔

n≥0

fn(⊥)) (zaradi Opazke 5.1.1)

= fix(f)
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fix(f) je torej fiksna tǒcka zaf in zadovolji prvi pogoj (lfp1) v Definiciji 5.1.11. Da
bi preverili drugi pogoj(lfp2) definicije najmanǰse pre-fiksne tǒcke, predpostavimo da
zad ∈ D veljaf(d) ⊑ d. Ker je⊥ najmanǰsa vrednost vD velja:

f0(⊥) = ⊥ ⊑ d

in

fn(⊥) ⊑ d ⇒ fn+1(⊥) = f(fn(⊥)) ⊑ f(d) zaradi monotonostif
⊑ d zaradi predpostavke od

Po indukciji nan ∈ N dobimo∀n ∈ N.fn(⊥) ⊑ d. Elementd je torej zgornja meja
verige in lězi nad najmaňso zgornjo mejo:

fix(f) =
⊔

n≥0

fn(⊥) ⊑ d

kot je zahtevano z (lfp2). 2

5.1.3 Konstrukcije na domenah

V tej sekciji bodo predstavljeni razni načini za izgradnjo domen in zveznih funkcij.
Za konstrukcijo cpo potrebujemo množico, ki je opremljena z binarno relacijo. Potem
moramo dokazati, da veljajo naslednji pogoji.

1. Binarna relacija definira delno urejenost.

2. Za vse verige v delni urejenosti obstaja lub.

3. Za domeno je potrebno preveritiše ali ima dno.
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V nadaljevanju bodo predstavljene različne metode za konstrukcijo cpo in domen.

Produkti domen

Primer 5.1.10 ( Produkt dveh cpo ) Produkt dveh cpo(D1,⊑1) in (D2,⊑) ima osnovno
mnǒzico:

D1 × D2 = {(d1, d2)|d1 ∈ D1 ∧ d2 ∈ D2}.

Delna urejenost⊑ je definirana na sleděc nǎcin:

(d1, d2) ⊑ (d′1, d
′
2) ⇐⇒ d1 ⊑ d′1 ∧ d2 ⊑ d′2.

Najmanǰse zgornje meje se izračunajo po komponentah.

⊔

n≥0

(d1,n, d2,n) = (
⊔

n≥0

d1,n,
⊔

n≥0

d2,n) (5.2)

Če sta(D1,⊑1) in (D2,⊑2) domeni potem je domena tudi(D1 × D2,⊑) in dno
⊥D1×D2

= (⊥D1
,⊥D2

). 2

Opazka 5.1.5 Domena(D1 × D2,⊑) zahteva uporabo funkcij s katerimi izluščimo
eno izmed komponent objekta(d1, d2).

π1 : D1 × D2 → D1 π1(d1, d2) =def d1

π2 : D1 × D2 → D2 π2(d1, d2) =def d2

Funkciji π1 in π2 sta zvezni, ker staD1 in D2 domeni. 2
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Opazka 5.1.6 Naj bostaf1 : D → D1 in f2 : D → D2 zvezni funkciji. Potem je
zvezna funkcija tudi:

〈f1, f2〉 : D → D1 × D2

〈f1, f2〉(d) =def (f1(d), f2(d))

Dokaz. Zveznost〈f1, f2〉 sledi direktno iz definicije najmanjše zgornje meje (lub)
verig parov z enǎcbo 5.2.

〈f1, f2〉(
⊔

n≥0

dn) = (f1(
⊔

n≥0

dn), f2(
⊔

n≥0

dn))

= (
⊔

n≥0

f1(dn),
⊔

n≥0

f2(dn))

=
⊔

n≥0

〈f1, f2〉(dn)

2

Primer 5.1.11 ( Odvisni produkti ) Naj boI mnǒzica in∀i ∈ I imamo cpo(Di,⊑).
Produktcele drǔzine cpo-jev je definiran na sledeč nǎcin.

Osnovna mnǒzicaI-kratnega kartezijskega produkta jeΠi∈IDi: sestavljena je iz funk-
cij p definiranih nadI tako, da je vrednost za vsaki ∈ I elementp(i) ∈ Di.

Relacija delne urejenosti⊑ je definirana takole:

p ⊑ p′ ⇐⇒ ∀i ∈ I.p(i) ⊑i p′(i)

Najmanǰse zgornje meje(Πi∈IDi,⊑) izračunamo po komponentah. Lub verigep0 ⊑
p1 ⊑ p2 ⊑ . . . iz produkta cpo-jev je funkcija, ki preslika vsaki ∈ I v lub verige

p0(i) ⊑ p1(i) ⊑ p2(i) ⊑ . . . iz Di. Za verige vDi pa velja:

(
⊔

n≥0

pn)(i) =
⊔

n≥0

pn(i) (i ∈ I)

Zdaj lahko definiramo za vsaki ∈ I i-to projekcijsko funkcijoπi.

πi : Πi′∈IDi′ → Di

πi(p) =def p(i)
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Funkcijeπi so zvezne. V primeru, da so vsiDi domene, potem je tudiΠi∈IDi domena.
Lub je funkcija, ki preslikai ∈ I v najmanǰso zgornjo mejoDi. 2

Funkcijske domene

Iz mnǒzice zveznih funkcij med dvema cpo ali domenami lahko naredimo cpo oz.
domeno.

Primer 5.1.12 Naj bosta(D,⊑D) in (E,⊑E) cpo-ja. Funkcijski cpo(D → E,⊑)
ima osnovno mnǒzico:

D → E =def {f |f : D → E je zvezna}.

Delna urejenost je definirana:

f ⊑ f ′ ⇔def ∀d ∈ D.f(d) ⊑ f ′(d)

Najmanǰse zgornje meje se izračunajo z uporabo najmanjših zgornjih mej izE.

(
⊔

n≥0

fn)(d) =
⊔

n≥0

fn(d)

Če jeE domena potem je domena tudiD → E. Dno domeneD → E je⊥D→E = ⊥E .
2

Dokaz. Pokazali bi radi, da je lub verige funkcij
⊔

n≥0

fn zvezna funkcija. Uporabimo

zakon zamenjave zveznih funkcij.
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(
⊔

n≥0

fn)(
⊔

m≥0

dm) =
⊔

n≥0

(fn(
⊔

m≥0

dm)) definicija(
⊔

n≥0

fn)

=
⊔

n≥0

(
⊔

m≥0

fn(dm)) zveznostfn

=
⊔

m≥0

(
⊔

n≥0

fn(dm)) zakon zamenjave

=
⊔

m≥0

((
⊔

n≥0

fn)(dm)) definicija(
⊔

n≥0

fn)

2

Opazka 5.1.7 ( Evaluacija in Curry operacija ) Dana sta cpo-jaD in E in zvezna
funkcijaev:

ev : (D → E) × D → E
ev(f, d) =def f(d)

Naj bo f : D′ × D → E zvezna funkcija, kjer jeD′ cpo. Za vsakd′ ∈ D′ zvezna
funkcija d ∈ D → f(d′, d) določa element funkcijskega cpoD → E, ki ga bomo
zapisali cur(f)(d). Funkcija cur(f) je zvezna.

cur : D′ → (D → E)
cur(f)(d′) =def λd ∈ D.f(d′, d)

2

Dokaz. Da bi pokazali zveznostev spet uporabimo zakon zamenjave zveznih funkcij.

ev(
⊔

n≥0

(f,dn)) = ev(
⊔

i≥0

fi,
⊔

j≥0

dj) lub para po komponentah

= (
⊔

i≥0

fi)(
⊔

j≥0

dj) po definicijiev

=
⊔

i≥0

fi(
⊔

j≥0

dj) lub-i v fun. cpo-jih po argumentih

=
⊔

i≥0

⊔

j≥0

fi(di) zaradi zveznostifi

=
⊔

n≥0

fn(dn) zaradi Opazke 8.1.1

=
⊔

n≥0

ev(fn, dn) po definicijiev
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Zveznost vsake funkcije cur(f)(d′) in cur(f) sledi iz dejstva, da se lub-i verig iz
D1 × D2 računajo po komponentah. 2

5.2 Programski jezik IMP

IMP je enostaven imperativen jezik z while zanko za kateregabomo definirali denota-
cijsko semantiko.

Domene:

naravnǎstevila N

boolove vrednosti t = {true, false}
lokacije Loc
aritmetǐcni izrazi AExp
boolovi izrazi BExp
ukazi Com

Meta spremenljivke:

n,m ∈ N
X,Y ∈ Loc
a ∈ AExp
b ∈ BExp
c ∈ Com

Imenu je implicitno pripisan tip.

Izrazi IMP:

AExp a ::= n |X |
a0 + a1 | a0 − a1 | a0 × a1

BExp a ::= true| false|
a0 = a1 | a0 ≤ a1 |
¬b | b0 ∧ b1 | b0 ∨ b1

Com c ::= skip |X := a | c0; c1 |
if b thenc0 elsec1 |
while b do c

(5.3)
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IMP je vsebovan v vseh programskih jezikih.

5.3 Denotacijska semantika IMP

Vsakemu izrazut jezika priredimodenotacijoJtK, matematǐcni objekt, ki predstavlja
pomen izrazat.

Denotacija stavka je določena z denotacijami izrazov, ki sestavljajo stavek.

Semantǐcne funkcijeA, B in C so definirane na osnovi strukturne indukcije.

A : AExp → (Σ → N)
B : BExp → (Σ → T)
C : Com → (Σ → Σ)

Za vsak tip stavka definiramo parcialno funkcijoA,B, . . .:

• predpostavljamo, da je denotacija komponent izrazovže definirana in

• pomen stavkas predstavljaSJsK, kjer jeS denotacijska funkcija stavkov tipas.

5.3.1 Aritmetični izrazi

Aritmetični izraziAExp.

AJnK = {(σ, n) | σ ∈ Σ}
AJXK = {(σ, σ(X)) | σ ∈ Σ}
AJa0 + a1K = {(σ, n0 + n1) | (σ, n0) ∈ AJa0K ∧ (σ, n1) ∈ AJa1K}
AJa0 − a1K = {(σ, n0 − n1) | (σ, n0) ∈ AJa0K ∧ (σ, n1) ∈ AJa1K}
AJa0 ∗ a1K = {(σ, n0 ∗ n1) | (σ, n0) ∈ AJa0K ∧ (σ, n1) ∈ AJa1K}
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Primer 5.3.1 AJ3 ∗ 5Kσ = AJ3Kσ + AJ5Kσ = 3 + 5 = 8 2

DenotacijaAJnK je funkcija.

Definicija denotacijskih pravil aritmetičnih izrazov vλ-notaciji.

AJnK = λσ ∈ Σ.n
AJXK = λσ ∈ Σ.σ(X)
AJa0 + a1K = λσ ∈ Σ.(AJa0Kσ + AJa1Kσ)
AJa0 − a1K = λσ ∈ Σ.(AJa0Kσ −AJa1Kσ)
AJa0 ∗ a1K = λσ ∈ Σ.(AJa0Kσ ∗ AJa1Kσ)

5.3.2 Logǐcni izrazi

Uporabimo logǐcne operacije∧T , ∨T in ¬T nad vrednostmi iz domeneT.

BJtrueK = {(σ, true) | σ ∈ Σ}
BJfalseK = {(σ, false) | σ ∈ Σ}
BJa0 = a1K = {(σ, true) | σ ∈ Σ ∧ AJa0Kσ = AJa1Kσ}∪

{(σ, false) | σ ∈ Σ ∧ AJa0Kσ 6= AJa1Kσ}
BJa0 ≤ a1K = {(σ, true) | σ ∈ Σ ∧ AJa0Kσ ≤ AJa1Kσ}∪

{(σ, false) | σ ∈ Σ ∧ AJa0Kσ 6≤ AJa1Kσ}
BJ¬bK = {(σ,¬T t) | σ ∈ Σ ∧ (σ, t) ∈ BJbK}
BJb0 ∧ b1K = {(σ, t0 ∧T t1) | σ ∈ Σ ∧ (σ, t0) ∈ BJb0K ∧ (σ, t1) ∈ BJb1K}
BJb0 ∨ b1K = {(σ, t0 ∨T t1) | σ ∈ Σ ∧ (σ, t0) ∈ BJb0K ∧ (σ, t1) ∈ BJb1K}

Lahko pokǎzemo z uporabo strukturne indukcije, da je denotacijaBJbK funkcija. Na
primer:

BJa0 ≤ a1K =

{
true AJa0Kσ ≤ AJa1Kσ
false AJa0Kσ 6≤ AJa1Kσ

za vsako stanjeσ ∈ Σ.
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5.3.3 Stavki IMP

CJskipK = {(σ, σ) | σ ∈ Σ}
CJX := aK = {(σ, σ(n/X)) | σ ∈ Σ ∧ n = AJaKσ}
CJc0; c1K = CJc1K ◦ CJc0K
CJif b thenc0 elsec1K = {(σ, σ′) | BJbKσ = true ∧ (σ, σ′) ∈ CJc0K}∪

{(σ, σ′) | BJbKσ = false ∧ (σ, σ′) ∈ CJc1K}

Denotacija stavka while je bolj kompleksna odAExp in BExp.

Uporabimo invarianto:

w ≡ while b do c

w ∼ if b thenc;w else skip

Denotacija stavka while:

CJwK = {(σ, σ′) | BJbKσ = true ∧ (σ, σ′) ∈ CJc;wK}∪
{(σ, σ) | BJbKσ = false}

= {(σ, σ′) | BJbKσ = true ∧ (σ, σ′) ∈ CJwK ◦ CJcK}∪
{(σ, σ) | BJbKσ = false}

Zapǐsimo zdajϕ namestoCJwK, β namestoBJbK in γ namestoCJcK.

ϕ = {(σ, σ′) | β(σ) = true ∧ (σ, σ′) ∈ ϕ ◦ γ}∪
{(σ, σ) | β(σ) = false}

Imamo rekurzivno enǎcbo.

Γ(ϕ) = {(σ, σ′) | ∃σ′′.β(σ) = true ∧ (σ, σ′′) ∈ γ ∧ (σ′′, σ′) ∈ ϕ}∪
{(σ, σ) | β(σ) = false}

• (σ, σ′′) - evaluacijac

• (σ′′, σ′) - evaluacijaw
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Želimo izrǎcunati fiksno tǒckoϕ v izrazuΓ.

ϕ = Γ(ϕ)

FunkcijaΓ je enakaR̂, kjer jeR operator na mnǒzici določen z naslednjim pravilom.

R = {({(σ′′, σ′)}/(σ, σ′) | β(σ) = true ∧ (σ, σ′′) ∈ γ}∪
{(∅/(σ, σ)) | β(σ) = false}

V naslednji sekciji bomo pokazali, da imâR fiksno tǒcko.

ϕ = fix(R̂)

Izra čun fiksne tǒcke R̂

Instance pravil imajo obliko(∅/x) ali ({x1, . . . , xn}/x)

Definicija 5.3.1 Dana je mnǒzica pravilR. IR je mnǒzica izrazov za katere obstaja
izpeljava z uporabo pravil vR:

IR = {x | °R x}

Definicija 5.3.2 Mnǒzica Q je zaprta glede na množico pravil R ali preprostoR-
zaprta,če in samǒce velja:

∀(X/y) ∈ R.X ⊆ Q ⇒ y ∈ Q

Z drugimi besedami je množica zaprta glede na dana pravila,če velja, da je vedno ko
so v mnǒzici premise pravila, tam tudi posledica.

IR je najmanǰsaR-zaprta mnǒzica:



96 POGLAVJE 5. DENOTACIJSKA SEMANTIKA

Izrek 5.3.1 Naj bo dana mnǒzica pravilR
(i) IR je R-zaprta, in
(ii) če jeQ R-zaprta mnǒzica, potemIR ⊆ Q.

Dokaz. (i) Enostavno je videti, da jeIR zaprt glede naR. Po definiciji IR, le-ta
vsebuje vse izraze, ki se dajo izpeljati iz pravilR.

(ii) Recimo, da je mnǒzicaQ R-zaprta. Pokazali bi radiIR ⊆ Q. Vsak elementy ∈
IR ima izpeljavod, ki jo sestavljajo pravila z zakljǔckom (X/y) pa vse do osnovnih

aksiomov. Ker so vsi elementiIR izpeljani iz aksiomov, lahko isto naredimo tudi v
zaprtju mnǒziceB.

Dokaz lahko predstavimo bolj formalno z indukcijo glede na relacijo izpeljave≺. Do-
kazati je potrebno∀y ∈ IR. d °R y ⇒ y ∈ Q za vseR-izpeljaved. Iz tega sledi
IR ⊆ Q. 2

Naj boR mnǒzica primerkov pravil. Operator̂R je definiran z naslednjim zapisom.

R̂(B) = {y | ∃X ⊆ B.(X/y) ∈ R}

OperatorR̂ omogǒcaše en nǎcin za opis zaprtih mnǒzic.

MnožicaB je zaprta za operator̂R natako takrat, kôR(B) ⊆ B.

OperatorR̂ je monoton:

A ⊆ B ⇒ R̂(A) ⊆ R̂(B)

Če zaporedoma uporabimo operatorR̂ na prazni mnǒzici, dobimo sekvenco množic.

A0 = R̂0(∅) = ∅

A1 = R̂1(∅) = R̂(∅)

A2 = R̂2(∅) = R̂(R̂(∅))
...
An = R̂n(∅)
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Množice so zaporedoma vsebovane druga v drugi.

A0 ⊆ A1 ⊆ A2 ⊆ . . . ⊆ An ⊆ . . .

Izrek 5.3.2 Naj boA =
⋃

n∈w An.
(i) A je R-zaprta.
(ii) R̂(A) = A.
(iii) A je najmanǰsaR-zaprta mnǒzica.

Dokaz. (i) Naj (X/y) ∈ R in X ⊆ A, kjer jeA =
⋃

n An. Ker jeX končna mnǒzica
mora obstajatin tako, daX ⊆ An. Ker X ⊆ A potemy ∈ R̂(An) = An+1. A je torej
zaprta zaR.

(ii) A je R-zaprta, torejR̂(A) ⊆ A. Pokazati je potrebnǒse obratno. Naj boy ∈ A,
potemy ∈ An za nekn in zaradi tega tudiy ∈ R̂(An−1). Obstaja torej pravilo
(X/y) ∈ R in X ⊆ An−1. Ker jeAn−1 ⊆ A in X ⊆ A, potemy ∈ R̂(A). Velja torej
R̂(A) = A.

(iii) Pokazati moramo, dǎce jeB R-zaprta mnǒzica potem veljaA ⊆ B. Ker je B
R-zaprta potem veljâR(B) ⊆ B. Z indukcijo pokǎzemo, da so vsiAn ⊆ B.

Osnova indukcijeA0 ⊆ B je očitno res, kerA0 = ∅. Indukcijski korak mora pokazati,
da An+1 = R̂(An) ⊆ R̂(B) ⊆ B. Ker smo predpostavili, daAn ⊆ B in zaradi
monotonostiR̂ velja potemA ⊆ B. 2

Končnostštevila pravil oblike(X/y) je igralo ključno vlogo pri dokazu (i).

Iz (i) in (iii) vidimo, da je A = IR, mnǒzica elementov za katere obstajaR-izpeljava.

Točka (ii) pove, da jeIR fiksna tǒckaR̂. Še věc, (iii) pravi, da jeIR najmanǰsa fiksna
točkaR̂:

R̂(B) = B ⇒ IR ⊆ B.
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Če bi bila katerakoli drugaB fiksna tǒckaR, potem ker jeB zaprta zaR veljaIR ⊆ B.

MnožicaIR definirana na osnovi pravilR je najmanǰsa fiksna tǒckaR, fix(R̂):

fix(R̂) =def

⋃

n∈ω

R̂n(∅)

Denotacija while

Denotacija stavkaw je torej dolǒcena s fiksno tǒckoϕ.

CJ while b do c K = fix(Γ)

Γ(ϕ) = {(σ, σ′) | β(σ) = true ∧ (σ, σ′) ∈ ϕ ◦ CJcK} ∪ {(σ, σ) | β(σ) = false}

Izrek 5.3.3 Na bow ≡ while b do c, potem velja:

CJwK = CJ if b thenc;w else skipK

Dokaz.Denotacijaw je fiksna tǒcka funkcijeΓ.

CJwK = Γ(CJwK)
= {(σ, σ′) | BJbKσ = true ∧ (σ, σ′) ∈ CJwK ◦ CJcK}∪

{(σ, σ) | BJbKσ = false}
= {(σ, σ′) | BJbKσ = true ∧ (σ, σ′) ∈ CJc;wK}∪

{(σ, σ) | BJbKσ = false}
= CJif b thenc;w else skipK 2

5.3.4 Zanka while kot fiksna tǒcka

Poglejmo si pomen v konkretnem primeru while stavka:

while X > 0 do (Y := Y ∗ X; X := X − 1)
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SpremenljivkiX in Y predstavljata lokaciji v spominu.

Stanje abstraktne predstavitve stavka while predstavimo sparom celiȟstevil (x, y), ki
predstavljata vrednost spremenljivkX in Y .

State =def Z × Z

D =def State ⇀ State

Denotacijo stavka whileX > 0 do(Y := Y ∗X; X := X−1) definiramo kot funkcijo
w : (Z × Z) → (Z × Z).

Denotacija stavkaJwhile X > 0 do (Y := Y ∗ X; X := X − 1)K ∈ D je rěsitev
enǎcbe fiksne tǒckew = f(w), kjer f : D → D oznǎcuje eno iteracijo stavka while.

f(w)(x, y) =

{
(x, y) čex ≤ 0
w(x − 1, x ∗ y) čex > 0

Poglejmo si zdaj delno urejenost⊑ nadD:

w ⊑ w′ čče velja∀(x, y) ∈ State : če jew definiran za(x, y),
potem je definiran tudiw′ in velja tudiw(x, y) = w′(x, y)

Imamo tudi najmanjši element⊥ ∈ D:

⊥ =def totalno nedefinirana parcialna funkcija
∀w ∈ D : ⊥ ⊑ w

Delna urejenost⊑ definira neke vrste ’informacijsko urejenost’:w ⊑ w′ če sew′

ujema zw vedno, ko jew definirana, vendar jew′ lahko definiranǎsirše.

Sekvencow0, w1, w2, . . . dobimo tako, da zǎcnemo z⊥ in apliciramo znova in znova
funkcijo f nad preǰsnjo vrednostjo:

{
w0 =def ⊥
wn+1 =def f(wn)
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Če zdaj uporabimo definicijof dobimo sleděco sekvenco funkcij:

w1(x, y) = f(⊥)(x, y) =

{
(x, y) čex ≤ 0
nedefinirano čex ≥ 1

w2(x, y) = f(w1)(x, y) =






(x, y) čex ≤ 0
(0, y) čex = 1
nedefinirano čex ≥ 2

w3(x, y) = f(w2)(x, y) =






(x, y) čex ≤ 0
(0, y) čex = 1
(0, 2 ∗ y) čex = 2
nedefinirano čex ≥ 3

w4(x, y) = f(w3)(x, y) =






(x, y) čex ≤ 0
(0, y) čex = 1
(0, 2 ∗ y) čex = 2
(0, 6 ∗ y) čex = 3
nedefinirano čex ≥ 4

V splǒsnem dobimo sledečo funkcijo:

wn(x, y) = f(wn−1)(x, y) =






(x, y) čex ≤ 0
(0, (!x) ∗ y) če0 < x < n
nedefinirano čex ≥ n

Tako smo dobili narǎsčajǒco sekvenco parcialnih funkcij:

w0 ⊑ w1 ⊑ w2 ⊑ . . . ⊑ wn ⊑ . . .

Unija parcialnih funkcij v sekvenci je elementw∞

w∞(x, y) =

{
(x, y) čex ≤ 0
(0, (!x) ∗ y) čex > 0

Funkcijaw∞ je fiksna tǒcka funkcijef zato ker velja:
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f(w∞)(x, y) =

{
(x, y) čex ≤ 0
w∞(x − 1, x ∗ y) čex > 0

(po definicijif )

=






(x, y) čex ≤ 0
(0, 1 ∗ y) čex = 1
(0, !(x − 1) ∗ x ∗ y) čex > 1

(po definicijiw∞)

= w∞(x, y).

Pokǎzemo lahko tudi, da jew∞ najmanǰsa fiksna tǒckaf :

∀w ∈ D : w = f(w) ⇒ w∞ ⊑ w.

Konstrukcija denotacija stavka whileX > 0 do (Y := Y ∗ X; X := X − 1) je
primerek uporabe Tarskijevega izreka.

5.4 Opombe

Poglavje temelji na prosojnicah Glyn Winskel z naslovomDenotational semantics[15]
ter na knjigi Glyn Winskel za naslovomThe Formal Semantics of Programming Lan-
guages[13].
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Poglavje 6

Λ-RAČUN

6.1 Uvod

Lambda rǎcun je razvil leta 1930 Alonzo Church

λ-račun je bil uporabljen v slavnem̌clanku l.1936 o obstoju neodločljivega problema
(Entscheidungsproblem).

Turing je istega leta napisalčlanek, kjer predstavi svoj stroj.

Izviri λ-računa so v delu Leibniza v 17. stoletju (Calculus Ratiocinator).

Formalna paradigma programskih jezikov:

• enostaven,

• izrazen (iz strani logike in rǎcunsko),

• proǔcevalo ga je veliko ljudi in

• enostavno ražsirljiv s potebnimi novimi gradniki.

“Whatever the next 700 languages turn out to be, they will surely be variants of lambda
calculus.”, Landin 1966 :)

103
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6.2 Sintaksa

Lambda rǎcun ima tri vrste izrazov

e ::= x | λx.e | e1e2

x - spremenljivka

λx.e - funkcija z enim argumentom in telesome

e1 e2 - je aplikacija funkcije

Aplikacija funkcije je levo asociativna

x y z pomeni (x y)z

Lambda abstrakcija se povezuje na desno

λx.xλy.x y z pomeni λx.(x λy.((x y) z))

6.2.1 Podrǒcja definicije spremenljivk

V vseh jezikih je pomembno področje definicije spremenljivk: del programa kjer je
definirana neka spremenljivka.

Abstrakcijaλx.E povezuje spremenljivkox v E

• x je novo definirana spremenljivka

• E je podrǒcje definicijex

• pravimo, da jex vezana vE

• podobno kot so argumenti funkcije vezani na telo funkcije
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6.2.2 Proste in vezane spremenljivke

Spremenljivka je prosta v izrazuE, če ima pojavitve, ki niso vezane.

Rekurzivna definicija:

FV (x) = x
FV (E1E2) = FV (E1) ∪ FV (E2)
FV (λx.E) = FV (E) − {x}

Primer:
FV (λx.x(λy.x y z)) = {z}

Proste spremenljivke so implicitno ali eksplicitno definirane izven izraza

6.2.3 Primeri λ izrazov

Lambda izraz z dvema lambda abstrakcijama in eno prosto spremenljivko.
λx.λy.x z y

= λx.(λy.((x z) y))

Še en primer povezovanja - porazdelitevz po dveh parametrih

λx.λy.λz.(x z) (y z)
= λx.(λy.(λz.((x z) (y z))))

In še en primer ...

λm.λn.λz.λs.m (n z s) s
= λm.(λn.(λz.(λs.((m ((n z) s)) s))))
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6.3 Evaluacija

6.3.1 Substitucija

SubstitucijaM zax v N - [N/x]M :

1. preimenuje vezane spremenljivke vM in N tako, da so unikatne,

2. izvedi tekstovno zamenjavoM zax v N

Pravila substitucije:

[N/x]x = N
[N/x]z = z, čez 6= x
[N/x](L M) = ([N/x]L)([N/x]M)
[N/x](λz.M) = λz.([N/x]M), čez 6= x ∧ z /∈ FV (N)

Primer:

[y(λx.x)/x]λy.(λx.x)y x
[y(λv.v)/x]λz.(λu.u)z x
λz.(λu.u)z (y(λv.v))

6.3.2 Alfa konverzija

λ-izrazi, ki jih lahko pretvorimo med sabo s primenovanjem vezanih spremenljivk so
identǐcni

Primer:λx.x je identǐcenλy.y

Konverzija:
λx.M = λy.([y/x]M) if y /∈ FV (M)
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6.3.3 Beta redukcija

V osnovnem lambda računu je edini nǎcin za ovrednotenje izrazov aplikacija funkcij
na argumentih

Beta redukcija:

(λx.M)N → [N/x]M

• (λx.M) imenujemoredeks(iz angl. reducable expression)

Redukcijaλ-izraza:

• β-redukcijaM v N : M →β N ali M → N

• β-izpeljavaM v N : M →∗
β N

Primeri:
(λx.x y)(u v) →β u v y
(λx.λy.x)z w →β (λy.z)w → z
(λx.λy.x)z w →∗

β z

M je beta konvertibilenz N ali M =β N , če

• M = N , ali ∃B : M →∗ B ∧ N →∗ B .

Primer:

(λx.x)z =β (λx.λy.x)z z, zato ker
(λx.λy.x)z w →∗ z in (λx.x)z →∗ z.



108 POGLAVJE 6. Λ-RAČUN

6.3.4 Primeri evaluacije

Funkcija identitete:
(λx.x)E → [E/x]x = E

Še en primer z identiteto:
(λf.f(λx.x))(λx.x) →
[(λx.x)/f ]f(λx.x) = [(λx.x)/f ]f(λy.y) →
(λx.x)(λy.y) →
[(λy.y)/x]x = λy.y

Izpeljava, ki se ne zakljǔci:
(λx.xx)(λy.yy) →
[(λy.yy)/x]xx = (λx.xx)(λy.yy) → ...

6.4 Programiranje v λ-računu

6.4.1 Curry

Lambda rǎcun nima funkcij z věcimi argumenti vendar je enostavno doseči isti učinek
s funkcijami vǐsjega reda.

Naj boM izraz s prostima spremenljivkamax in y. Želimo napisati funkcijoF , ki za
vsak par(N,L) zamenjax z N in y z L v izrazuM . V osnovnem lambda računu ne
moremo napisatiF = λ(x, y).M .

F = λx.λy.M

• F je funkcija, ki ob danem argumentuN vrne funkcijo, ki ob dani vrednosti za
y vrneželjeni rezultat.

• FNL → (λy.[N/x]M)L → [L/y][N/x]M
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Transformacijo, ki funkcijo z věcimi argumenti prevede v funkcijo višjega reda imenu-
jemoCurry

6.4.2 Kombinatorji

Znane funkcije, ki se pogosto uporabljajo.

Funkcija identitete

I = λx.x

Funkcija, ki zavřze dan argumenty in izračuna funkcijo identitete

K = λy.(λx.x)

Porazdelitev zadnjega parametera na prva dva

S = λx.λy.λz.(x z)(y z)

Funkcija, ki se ne koňca
Ω = (λx.x x)(λx.x x)

Definicija rekurzivnih funkcij

Y = λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))

Pomembna lastnostY je Y F =β F (Y F ).

Y F = λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x)) F
→ (λx.F (x x))(λx.F (x x))
→ F ((λx.F (x x))(λx.F (x x)))
← F ((λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))) F )
= F (Y F )

(6.1)
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6.4.3 Logǐcne vrednosti

Kako uvedemo logǐcne vrednosti{True, False} v Lambda rǎcun.

Logične vrednosti so funkcijeTrue, False

True = λt.λf.t
False = λt.λf.f

if stavek: if = λl.λm.λn. l m n

Primer izpeljave (redukcije) if stavka:

if True M N = (λl.λm.λn. l m n) True M N po definiciji
→ (λm.λn. True m n) M N β-redukcija
→ (λn. True M n) M β-redukcija
→ True M N β-redukcija
= (λt.λf.t) M N po definiciji
→ (λf.M) N β-redukcija
→ M β-redukcija

Logični IN

Logični IN lahko zapǐsemo v naslednji obliki:

And = λb.λc. b c False

V primeru, da jeb resnǐcno potem vrnec sicerFalse.
Izrazc vrneTrue samo,̌ce je izraz resničen...

Primer aplikacije funkcijeAnd: And True False
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6.4.4 Churchovaštevila

C0 = λz.λs.z
C1 = λz.λs.s z
C2 = λz.λs.s(s z)
...
Cn = λz.λs.s(s(. . . (s z) . . .)

Številon je predstavljeno s funkcijoCn, ki ima dva argumentaz (zero) ins (successor)
ter apliciran kopij funkcijes naz.

Številon je predstavljeno s funkcijo, ki nekaj naredin-krat.

Običajno aritmetǐcne operacije na Churchovihštevilih so:
Plus = λm.λn.λz.λs.m(n z s)s
T imes = λm.λn.m C0(Plus n)

(Plus 1 2) →∗ 3

Plus (λz.λs.s z) (λz.λs.s(s z)) →
(λm.λn.λz.λs.m(n z s)s) (λz.λs.s z) (λz.λs.s(s z)) →
(λn.λz.λs.(λz.λs.s z)(n z s)s) (λz.λs.s(s z)) →
λz.λs.(λz.λs.s z)((λz.λs.s(s z)) z s)s →
λz.λs.(λz.λs.s z)((λs.s(s z)) s)s →
λz.λs.(λz.λs.s z)(s(s z))s =
λz.λs.(((λz.λs.s z) (s(s z)))s) →
λz.λs.((λs.s(s (s z)))s) →
λz.λs.s(s (s z))

Sěstevanje ni prevěc zabavno :(

6.4.5 Fakulteta

Intuitivna definicija funkcije, ki izrǎcuna fakulteto danegǎstevila.
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if n = 0 then1
elsen ∗ (if n − 1 = 0 then1
else(n − 1) ∗ (if n − 2 = 0 then1
else(n − 2) ∗ . . .

Rekurzijo lahko izrazimo s funkcijoG = λf.〈telo f〉 in F = Y G

F = Y G
=β G (Y G)
=β 〈telo (Y G)〉
=β 〈telo 〈telo (Y G)〉〉

...

FunkcijoFactorial lahko zdaj definiramo na sledeč nǎcin.

Fact = λfact.λn.if (IsZero n) C1 (Times n (fact(Pred n)))
Factorial = Y Fact

Poglejmo si izpeljavo fakultete zaC2.

Factorial C2 = Y Fact C2

=β Fact (Y Fact) C2

=β (λfact.λn.if(IsZero n) C1 (Times n(fact(Pred n)))) (Y Fact) C2

=β (λn.if(IsZero n) C1 (Times n(Y Fact (Pred n)))) C2

=β if(IsZero C2) C1 (Times C2(Y Fact (Pred C2)))

=β if False C1 (Times C2(Y Fact C1)))

=β Times C2(Y Fact C1)

= Times C2(Factorial C1)

6.4.6 Uporabaλ računa

Preverjanje tipov, lambda račun s tipi

Formalen jezik za opis pomena stavkov v operacijski in denotacijski semantiki
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Osnova za interpreter programskega jezika.

Podrobeňstudij gradnikov jezika.

Obstaja veliko ražsiritv lambda rǎcuna.

6.5 Lastnostiλ-računa

6.5.1 *Rekurziven jezik

Uvrstitev v hierarhijo Chomskega.

6.5.2 Church-Rosserjeva lastnost

Church-Rosserjeva (okr. CR) lastnost jezika zagotavlja unikatnost normalne oblike ne-
gelde na obstoj normalne oblike.

Church-Rosserjeva lastnost ima pomen zaλ-račun brez tipov, kjer normalizacijski izrek
ne velja.

Dokaz CR bomo podali malce kasneje. V splošnem velja, da CR ni enostavno doka-
zati, če pristopimo na običajen nǎcin. Poglejmo si najprej zapis izreka CR in nekatere
posledice CR. Potem bomo podališe dokaz.

Izrek 6.5.1 ( Church-Rosser ) Čet →∗
β u in t →∗

β u′ potem obstajav tako dau →∗
β

v in u′ →∗
β v.
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Takoǰsnja posledica CR izreka je unikatnost normalne oblike za jezike, kjer velja CR.

Posledica 6.5.1Izrazt ima najvěc eno normalno obliko.

Dokaz. Če veljat Ã u, v, kjer stau in v v normalni obliki potem veljau, v Ã w za
nekw. Toda ker stau in v v normalni obliki potem jih ni mogǒce věc naprej reducirati,
velja mora toreju = w = v. 2

Druga posledica CR jekonsistentnostλ-računa:Λ 6⊢ true =β false ali, v splǒsnem,
Λ 6⊢ u =β v.

Konsistentnost jezika izhaja izlogičnih jezikov, kjer konsistentnost pomeni, da ni
mogǒce dokazati izjave in tudi negacije izjave.

Posledica 6.5.2λ-račun je konsistenten: ni res, da bi lahko dokazali enačbou =β v
za poljubnau in v.

Dokaz.

• Če veljau Ã v potem je enakostu =β v izpeljiva iz pravil za evaluacijo (reduk-
cijo) in aksiomov enakosti.

• Obratno,če iz pravil za redukcijo in aksiomov enakosti slediu =β v potem
je enostavno videti, da obstajajo izraziU = t0, t1, . . . , t2n−1, t2n, tako da za
i ∈ [0..n − 1] velja t2i, t2i+2 Ã t2i+1. S ponavljanjem aplikacije CR izreka
končno dobimou, v Ã w.

Če stau in v dve razlǐcni normalni obliki istega tipa, potem ne obstaja takšenw, da bi
lahko dokazaliu =β v. CR izrek torej pokǎze denotacijsko konsistenco sistema.2
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6.6 Opombe

Klasična predstavitevλ-računa je podana v̌clanku Barendregt in Barendsen, Introduc-
tion to Lambda Calculus [2]. Obsežneǰsa predstavitev, ki vkljǔcuje dokaze pomemb-
neǰsih izrekov, se nahaja v knjigi Barendregt z naslovom The Lambda Calculus: Its
Syntax and Semantics [1].

Dokaza Church-Rosserjevega izreka in normalizacijskega izreka zaλ-račun je predsta-
vljen v knjigi Barendregt [1].
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Poglavje 7

TIPI

V prejšnjih dveh poglavjih smo si ogledali dva jezika: aritmetične izraze in lambda
račun.

Večkrat smo omenili, da nismo uporabili natančnega preverjanja zgradbe izrazov. Za-
radi tega so bili lahko izrazi, ki so sicer sintaktično pravilni, pomensko napačni.

Tipi so osnovni mehanizem programskih jezikov, ki omogočajo bolj nataňcen opis iz-
razov.

V tem poglavju si bomo ogledali prirejanje tipov izrazom z uporabo statǐcne in di-
namǐcne semantike ter nekatere lastnosti, ki jih imajo tipi izrazov programskih jezikov.

Delali bomo na primerih jezikov, ki smo jiȟze preǔcili: aritmetični izrazi in lambda
račun.

Na koncu si bomo ogledeli ujemanje med tipi in klasično logiko, kar obǐcajno imenu-
jemoCurry-Howardovo ujemanjepo ...

117
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7.1 Aritmeti čni izrazi s tipi

Poglejmo sǐse enkrat sintakso aritmetičnih izrazov.

Izrazi t ::= true
false
if t thent elset
0
succt
predt
iszerot

(7.1)

V prejšnjih poglavjih smo videli, da se evaluacija izraza lahko zaključi v vredno-
sti, lahko pa pride do napake, ker pridemo do izraza, ki ni pomensko pravilen npr.
predtrue.

Oznǎcevanje izrazov s tipi ter sklepanje o tipih izrazov nam lahko pomaga pri zagota-
vljanju pravilnosti izrazov in programov.

Hoteli bi izvedeti—brez evaluacije izrazov—da se evaluacijaizraza ne bo ustavila za-
radi napake v tipih.

Da bi to lahko ugotovili moramo znati razlikovati med izrazi, katerih evaluacija se
zaključi v celemštevilu in izrazom, katerega vrednost je boolova vrednost.

Za klasifikacijo izrazov bomo uporabili dva tipa: Nat in Bool.

Govorili bomo, da je “izrazt tipa T ” ali “ t pripadaT ” ali “ t je elementT ” ..., kar
pomeni, da se izrazt ovrednoti v tipT .

Lahko torej vidimo včasu preverjanja (prevajanja) programa, da se program ovrednoti
v vrednost pravilnega tipa.
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Primer 7.1.1 Izraz if true thenfalse elsefalse je tipa Bool.
Izraz succ(pred(succ0)) je tipa Nat.

Nǎsa analiza jezika bokonzervativnain bo uporabljala samo statične podatke. Na
primer, izraz iftrue then0 elsefalse ne bo imel tipa.

7.1.1 Prirejanje tipov

Prirejanje tipov izrazom zapišemot : T . Definirano je z pravili, ki povejo kako se tipi
sestavljenih izrazov izrǎcunajo iz tipov podizrazov.

V nadaljevanju bodo predstavljena pravila za prirejanje tipov aritmetǐcnih izrazov. Po-
glejmo si najprej boolove izraze t.j. izraze, ki vsebujejo boolove spremenljivke, kon-
stante in operacije.

true : Bool
(7.2)

false : Bool
(7.3)

t1 : Bool t2 : T t3 : T

if t1 thent2 elset3 : T
(7.4)

Naslednja pravila predstavljajo prirejanje tipov aritmetičnim izrazom.

0 : Nat
(7.5)

t1 : Nat
succt1 : Nat

(7.6)

t1 : Nat
predt1 : Nat

(7.7)

t1 : Nat
iszerot1 : Bool

(7.8)



120 POGLAVJE 7. TIPI

Definicija 7.1.1 Prirejanje tipov je najmanǰsa binarna relacija med izrazi in tipi, ki
zadǒsča vsem instancam pravil statične semantike jezika aritmetičnih izrazov 7.2-7.8.

Pri sklepanju s tipi bomo věckrat uporabili izjavo: “̌ce ima izraz dolǒceno obliko potem
mora imeti dolǒcen tip”.

Naslednji izrek podaja vse možne forme aritmetǐcnih izrazov in tipe podizrazov, ki
sledijo iz dane strukture.

Izrek 7.1.1 (Inverzna relacija prirejanju tipov) :

1. Četrue : R, potemR = Bool.

2. Čefalse : R, potemR = Bool.

3. Če if t1 thent2 elset3 : R, potemt1 : Bool, t2 : R in t3 : R.

4. Če0 : R, potemR = Nat.

5. Če succt1 : Nat, potemt1 : Nat.

6. Če predt1 : Nat, potemt1 : Nat.

7. Če iszerot1 : R, potemR = Bool in t1 : Bool.

Dokaz.Sledi direktno iz pravil 7.2-7.8. 2

Inverzni izrek imenujemo v̌casihtvorni izrekza tipe ker za pravilne tipe pokaže kako
bi stavek lahko bil tvorjen.

Inverzni izrek vodi direktno k rekurzivnem algoritmu za računanje tipov izrazov. Izrek
pove kako izrǎcunati tipe iz tipov podizrazov za vsako sintaktično formo.

Vaja 7.1.1 Dokǎzi, da je vsak pod-izraz dobro-definirnega izraza tudi dobrodefiniran.
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V prejšnjih poglavjih smo si ogledali izpeljave evaluacije izrazov. Podobno lahko na-
redimo tudi izpeljave tipov z drevesom, ki vsebuje instancepravil.

Primer 7.1.2 V naslednjem primeru si bomo ogledali izpeljavo stavka
if iszero0 then0 else pred0 : Nat .

0 : Nat
iszero0 : Bool 0 : Nat

0 : Nat
pred0 : Nat

if iszero0 then0 else pred0 : Nat
(7.9)

2

Stavkiso torej formalne izjave o tipih programov.Pravila tipov so implikacije med
stavki in izpeljaveso deduktivne osnovane na pravilih tipov

Izrek 7.1.2 ( Enoličnost tipov ) Vsak izrazt ima nataňcno en tip, ki ima nataňcno eno
izpeljavo na osnovi pravil 7.2-7.8.

Dokaz. Strukturna indukcija nat z uporabo primerka inverznih pravil vsak primer
strukturet posebaj. 2

Aritmetični izrazi so tako enostavni, da ima vsak izraz natančno eno izpeljavo. Videli
bomo, da izrazi v bolj kompleksnih jezikih imajo več kot eno izpeljavo.

7.1.2 Varnost= napredek+ ohranitev

Osnovna lastnost sistema tipov jevarnost tipov. Intuitivno pomeni varnost tipov, da pri
programih s pravilno označenimi tipi ne pride do napak zaradi tipov.

V prejšnji sekciji smože povedali, da do takšnih napak lahko pride, ko nimamo več
pravil za ovrednotenje vrednosti in se evaluacija ustavi.
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Pokazali bi radi, da programi, ki imajo dobro-definirane tipe so varni oz. da pri evalu-
aciji ne pridemo do mrtvega stanja.

To pakǎzemo v dveh korakih, ki sta poznana kot izreka onapredkuin ohranitvi.

Napredek= Evaluacija izrazov z dobro-definiranimi tipi ne pride do mrtvega stanja.

Ohranitev= Evaluacija izrazov z dobro-definiranimi tipi v vsakem koraku vodi spet
do izrazov z dobro-definiranimi tipi .

Te dve lastnosti skupaj pravita, da dobro definiran izraz medevaluacijo ne more priti
do mrtvega stanja.

Za dokaz napredka bomo uporabili nekaj kanoničnih oblik izrazov.

Lema 7.1.1 ( Kanonǐcne oblike ) 1. Vrednost tipa Bool je bodisitrue ali false.

2. Vrednost tipa Nat je numerična vrednost definirana po pravilih 4.12-4.18.

Dokaz.Očitno. 2

Izrek 7.1.3 ( Napredek ) Predpostavimo, da jet dobro definiran izraz t.j.t : T za nek
T . Potem jet bodisi vrednost ali pa obstajat′ tako dat → t′.

Dokaz. Uporabili bomo indukcijo na izpeljavot : T . Primeri 7.5, 7.2 in 7.3 so očitni,
ker jet v vseh primerih vrednost. Za ostale primere si bomo ogledalidokaz.

Primer 7.4:
t = if t1 thent2 elset3
t1 : Bool t2 : T t3 : T

Po indukcijski hipotezi jet1 bodisi vrednost bodisi obstajat′1, tako dat1 → t′1. Če je
t1 vrednost potem nam lema o kanonični formi zagotavlja, da je vrednost bodisitrue
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ali false. V tem primerut1 ustreza pravilu 4.8 ali 4.9. Po drugi strani,če t1 → t′1
potemt → if t′1 thent2 elset3 po pravilu 4.10.

Primer 7.6:
t = succt1 t1 : Nat

Po indukcijski hipotezi jet1 bodisi vrednost ali obstajat1 → t′1. V primeru vrednosti
lema o kanonǐcni obliki zagotavlja, da je numerična vrednost. Sicer veljat1 → t′1 in
t → succt′1 po 4.12.

Ostale primere pokǎzemo na podoben način. 2

Izrek 7.1.4 ( Ohranitev ) Čet : T in t → t′ potemt′ : T .

Dokaz. Uporabili bomo indukcijo na izpeljavot : T . Na vsakem koraku indukcije
predpostavimo, dǎzeljena lastnost velja za vse podizraze:čes → s′ potem s’:S, kjer
je s podizraz izrazat.

Dokaz bomo razdelili glede na možne obliket. Izdelali ga bomo samo za nekatere
izmed mǒznih primerov, medtem ko so ostali primeri podobni.

Primer 7.2: t = true
Če je zadnje uporabljeno pravilo 7.2 potem potem vemo, dat = true in B = Bool.
Torej jet vrednost in ne more obstajati transformacijat → t′.

Primer 7.4: t = if t1 thent2 elset3 t1 : Bool t2 : T t3 : T
Če je zadnje uporabljeno pravilo v izpeljavi 7.4, potem vemoiz oblike pravila, da
imamo podizpeljave zat1 : Bool, t2 : T in t3 : T . Imamo tri pravila, ki se lahko
uporabijo za transformacijot → t′: 4.8, 4.9 in 4.10.

Pod-primer 4.8: t1 = true t′ = t2
V primeru, da uporabimo pravilo 4.8 potem vemo, da jet1 = true in t′ mora bitit2, ki
je tipaT ! Podobno velja za primer uporabe pravila 4.9.

Pod-primer 4.10: t1 → t′1 t′ = if t′1 thent2 elset3
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Če je bilo uporabljeno pravilo 4.10, potem ob uporabi indukcijskih hipotez lahko skle-
pamo, da je tipt′ enak kot tipt t.j. Bool.

Primer 7.5: t = 0 T = Nat
Primer je podoben primerut = true. t je vrednost in se ne more naprej evaluirati.

Preostale primere obravnavamo na podoben način. 2

Vaja 7.1.2 ... 2

7.2 Jezikλ→

V tej sekaciji bo predstavljen lambda račun s tipi, jezik, ki ga pogosto imenujemoλ→.
V skladu z nǎso terminologijo predstavljeno na začetku bomo ta jezik imenovaliλ→.

Najprej si bomo ogledali nov tip→. Lambda rǎcunu bomo dodali samo tip Bool,
predvsem zaradi enostavnosti tako dobljenega jezika.

Pogledali si bomo pravila, ki definirajo prirejanje tipov v dinamǐcni semantiki.

V drugem delu sekcije bomo definirali nekaj lastnosti, ki so bile predstavljeněze v
okviru aritmetǐcnih izrazov s tipi.

7.2.1 Funkcijski tip

Konstruirali bomo podoben sistem tipov kot v prejšnjem poglavju.
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Sistem tipov bo vseboval tip Bool, ki ga bomo uporabili skupaj s čistim lambda lǎcunom.
Zaradi enostavnosti jezika bomo izpustili celaštevila.

Jezik, ki ga bomo konstrurali bo

• imel varne tipein

• ne bo prevěc konzervativen.

Ker je lambda rǎcun enakovreden Turingovem stroju ne moremo pričakovati, da bomo
lahko vedno priredili tip izrazu. Poglejmo si sledeč primer.

if 〈obsězno rǎcunanje〉 thentrue else(λx.x)

Stavek vrne bodisitrue ali funkcijo! Obsězno rǎcunanje se lahko ne ustavi, kar po-
meni, da se tudi preverjanje tipov lahko ne ustavi.

Za ražsiritev boolovih izrazov s funkcijami uvedemo nov tip→.

Če bi dodali novo pravilo za tipe

λx.t :→

bi lahko klasificirali enostavne izraze kotλx.x) kot tudi sestavljene izraze
if true then(λx.true) else(λx.λy.y) s tipom→.

Pravilo ǒcitno ni prevěc nataňcno saj prva funkcija slika v Bool, izraz(λx.λy.y) pa je
drugǎcna funkcija.

Da bi lahko opisali koristne tipe potrebujemo več podatkov—moramo vedeti kakšen je
tip argumentov in tip rezultata funkcij.

Enostavno karakterizacijo funkcije s tipom→ moramo torej zamenjati s tipi oblike
T1 → T2, kjer jeT1 tip argumentaT2 tip rezultata funkcije.
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Definicija 7.2.1 Mnǒzico enostavnih tipov nad tipom bool generiramo z naslednjo
gramatiko.

T ::= tip
Bool tip Bool
T → T tip funkcija

Konstruktor tipa→ je desno asociativen:T1 → T2 → T3 ≡ T1 → (T2 → T3). 2

Primer 7.2.1 Tip Bool → Bool je tip funkcije, ki slika iz argumenta argumenta tipa
Bool v vrednost tipa Bool.

Tip (Bool → Bool) → (Bool → Bool) ali ekvivalentno(Bool → Bool) → Bool →
Bool je tip funkcije, ki vzame funkcijo tipa Bool→ Bool in vrne drugo funkcijo tipa
Bool→ Bool. 2

7.2.2 Prirejanje tipov

Da bi lahko dodelili tip lambda abstrakcijiλx.t moramo izrǎcunati kaj se bo zgodilo, ko
apliciramo abstrakcijo nad nekim objektom. Kako vemo kakšnega tipa bo argument?

Dva odgovora. Lahko označimo spremenljivko v lambda abstrakciji s pričakovanim
tipom. Lahko pa tudi analiziramo telo lambda abstrakcije inizračunamo tip spremen-
ljivke in lambda abstrakcije. Pri analizi tipov uporabljamo dedukcijo.

Zaenkrat predpostavimo, da bomo spremenljivke označevali s tipi. Namestoλx.t
napǐsemoλx : T1.t2, kjer jeT1 tip spremenljivkex.

Jeziki z eksplicitnimi tipizahtevajo eksplicitno označevanje tipov, ki slǔzijo postopku
za preverjanje tipov. Jezike, ki znajo samo izpeljati tipe izrazov imenujemojeziki z
implicitnimi tipi.

Ko enkrat vemo tip argumenta lambda abstrakcijeλx : T1.t2 vidimo, da je tip rezultata
funkcije enak tipu izrazat2, ki ga bomo oznǎcili z T2. Pričakujemo, da bodo vse
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pojavitve spremenljivkex v t2 tipa T1. Lambda abstrakcijo lahko zdaj zapišemoλx :
T1.t2 : T1 → T2. Pravilo, ki specificira tip lambda abstrakcije je sledeče.

x : T1 ⊢ t2 : T2

⊢ λx : T1.t2 : T1 → T2

(7.10)

Lambda abstrakcije lahko vsebujejo vgnezdene lambda abstrakcije, zato bi v̌casih po-
trebovali věc razlǐcnih predpostavk o prostih spremenljivkah v izrazut : T . To spre-
meni binarno relacijot : T v ternarno relacijoΓ ⊢ t : T , kjer jeΓ mnǒzica predpostavk
o tipih prostih spremenljivk vt.

Pri sklepanju s tipi bomo uporabljalikontekst tipovΓ ali okolje tipovΓ. Kontekst tipov
Γ vsebuje mnǒzico spremenljivk in njihovih tipov. Z operacijo “vejica” lahko ražsirimo
kontekst tipovΓ z novo spremenljivko.

Prazen kontekst zapišemo∅, ki ga velikokrat kar izpustimo. Izjava⊢ t : T pomeni:
zaprt izrazt ima tipT pri prazni mnǒzici predpostavk.

Pravilo, ki opisuje splǒsno obliko lambda abstrakcije je sledeče.

Γ, x : T1 ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ λx : T1.t2 : T1 → T2

(7.11)

Pravilo, ki definira zvezo medΓ in spremenljivkami je sleděce.

x : T ∈ Γ

Γ ⊢ x : T
(7.12)

Premisox : T ∈ Γ beremo: “tip, ki ga predpostavljamo zax je T ”.

Poglejmo si na koncǔse pravilo za aplikacijo.
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Γ ⊢ t1 : T1 → T2 Γ ⊢ t2 : T1

Γ ⊢ t1 t2 : T2

(7.13)

Izrazt1 je funkcija, ki slika argumente tipaT1 v rezultat tipaT2. Izrazt2 se evaluira v
vrednost tipaT1. Rezultat apliciranjat1 nat2 je tipaT2.

Primer 7.2.2 Pravilo za dolǒcitev tipov boolovih izrazov 7.4 lahko zdaj instanciramo
na funkcijski tip. V nǎsem primeru dodelimo funkcijski tip vejam pogojnih stavkov.

if true then(λx : Bool. x) else(λx : Bool. not x)
◮ (λx : Bool. x) : Bool→ Bool

Primer 7.2.3 Poglejmo siše en primer drevesa izpeljave, kot smo naredili za arit-
metǐcne izraze. Naredili bomo izpeljavo, ki pokaže da je izraz(λx : Bool.x) true ima
tip Bool v praznem kontekstu.

x : Bool∈ x : Bool
x : Bool⊢ x : Bool

7.12

⊢ λx : Bool.x : Bool→ Bool
7.11

⊢ true : Bool
7.2

⊢ (λx : Bool.x) true : Bool
7.13 (7.14)

2

7.2.3 Statǐcna semantikaλ
→

Poglejmo si zdaj v celoti jezikλ→—jezik, ki vsebuje samo funkcije.

Abstraktna sintaksa jezikaλ→ je predstavljena s sledečo slovnico.
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typesτ ::= bool tip bool
arr(τ1, τ2) tip τ1 → τ2

exprse ::= x | spremenljivka
lam[τ ](x.e) | abstrakcija
app(e1, e2) aplikacija
true konstanta true
false konstanta false
if(e1, e2, e3) if stavek

(7.15)

Konkretna sintaksa je predstavljena s sledečo tabelo.

Abstraktna sintaksa Konkretna sintaksa
true true
false false
lam[τ ](x.e) λx : τ.e
app(e1, e2) e1 e2

if(e1, e2, e3) if e1 thene2 elsee3

(7.16)

Spremenljivkax je parameterabstrakcije ine imenujemotelo lambda abstrakcije.

Izraze1 e2 je aplikacija funkcijee1 naargumentue2. V primeru, da jee1 λ abstrakcija
λx : τ.e, potem se aplikacijae1 e2 ovrednoti z[e1/x]e2 - zamenjavax z e1 v e2.

Statǐcno semantikoλ→ definiramo z induktivnimi definicijami sodb (pravil) oblikeΓ ⊢
x : τ , kjer jeΓ končna mnǒzica hipotezx : τ in je x spremenljivka.

Γ, x : τ ⊢ x : τ
(7.17)

Γ, x : τ1 ⊢ e : τ2

Γ ⊢ lam[τ1](x.e) : arr(τ1, τ2)
(7.18)

Γ ⊢: e1 : arr(τ2, τ) Γ ⊢ e2 : τ2

Γ ⊢ app(e1, e2) : τ
(7.19)

Prirejanje tipov boolovim izrazom je predstavljeno s pravili 7.2-7.4.
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Definirajmo spet inverzna pravila za določanje tipov izrazov glede na strukturo izraza.

Lema 7.2.1 ( Inverzija ) Predpostavimo, daΓ ⊢ e : τ .

1. Čee = x, potemΓ = Γ′, x : τ .

2. Čee = lam[τ1](x.e), potemτ = arr(τ1, τ2) in Γ, x : τ1 ⊢ e : τ2.

3. Čee = app(e1, e2), potem obstajaτ2 tako, daΓ ⊢ e1 : arr(τ2, τ) in Γ ⊢ e2 : τ2.

Dokaz. Dokaz sloni na indukciji po pravilih statične semantike. Za vsako pravilo je
nataňcno en primer. Premise posameznih primerov zagotavljajoželjen razultat. 2

7.2.4 Dinamǐcna semantikaλ
→

Dinamǐcno semantikoλ→-računa definiramo z operacijsko semantiko na zaprtih izra-
zih.

Sodbae val, kjer jee zaprt izraz, je definirana induktivno.

lam[τ ](x.e) val
(7.20)

Telo lambda abstrakcijee nima definiranih nobenih omejitev.

Imamo dve obliki semantike za funkcije:klic-po-vrednostiin klic-po-imenu. Pri metodi
klic-po-vrednosti najprej ovrednotimo parametre lambda abstrakije inšele potem samo
telo. Pri klicu-po-imenu se argument najprej prenese v izraz in se evaluira skupaj z
izrazom.

Metoda klic-po-imenu prihrani evaluacijo argumentov v primeru, da sploh niso po-
trebni. Po drugi strani se lahko parametri ovrednotijo pravzaradi istega vzroka večkrat.
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Metoda, klic-po-vrednosti je največkrat privzeta metoda. Semantika je definirana z
naslednjimi pravili.

e1 7→ e′1
app(e1, e2) 7→ app(e′1, e2)

(7.21)

e1 val e2 7→ e′2
app(e1, e2) 7→ app(e1, e′2)

(7.22)

e2 val
app(lam[τ2](x.e1), e2) 7→ [e2/x]e1

(7.23)

Pravilo 7.21, ki je na prvem mestu, zahteva, da ovrednotimo najprej levo stran aplika-
cije, katere vrednost je lahko karkoli oz. ni potrebno, da jevrednost.

V čistem lambda rǎcunu so lambda abstrakcije edina oblika vrednosti. V primeru, da
see1 reducira v vrednost, potem to mora biti lambda abstrakcija.

Pravilo 7.22 poskrbi, da se po ovrednotenju leve strani ovrednoti še desna stran aplika-
cije.

Šele ko tudi desna stran postane vrednost lahko apliciramo pravilo 7.23.

Ker e2 v pravilu 7.23 mora biti vrednost se lahko pravilo ujame samov primeru, da je
desna stran izraza vrednost.

Vrstni red prǒzenja pravil popolnoma določa vrstni red ovrednotenja aplikacijee1 e2:

1. e1 reduciramo v vrednost,

2. e2 reduciramo v vrednost in

3. dejansko izvedemo aplikacijo.

Semantika klic-po-imenu je definirana s sledečimi pravili.

e1 7→ e′1
app(e1, e2) 7→ app(e′1, e2)

(7.24)
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app(lam[τ2](x.e1), e2) 7→ [e2/x]e1)
(7.25)

Aplikacija je zdaj predstavljena z enim samim pravilom 7.24.

Pravilo ovrednoti levo stran aplikacije iňsele nato zǎcnemo z evaluacijo lambda ab-
strakcij.

Za razliko od pravila 7.23 prejšnje pravilo 7.25 nima pogoj, da jee2 vrednost.

Kot vidimo iz primera pravil za evaluacijoλ→ je zelo pomemben vrstni red pravil, ki
opišejo evaluacijo.

Vaja 7.2.1 Spreminjaj vrstni red pravil in opazuj kako se spreminja evaluacijska stra-
tegija pravil. 2

7.2.5 Lastnosti tipovλ
→

Najprej bomo razvili nekaj osnovnih lem in izrekov, ki nam bodo omogǒcile dokazati
varnost tipov vλ→. Večina jih je podobnih tistim, ki smo jih prej razvili zaL(natbool).

Večja razlika je vlemi o substituciji, ki jo bomo pokazali za tipeλ→.

Poglejmo si najprejinverzno lemo, ki poda mnǒzico zakljǔckov o tem kako so izpeljave
zgrajene.

Sklepali bomo nekako takole: “če ima izraz dobro definirane tipe, potem morajo imeti
podizrazi naslednjo obliko...”.
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Lema 7.2.2 (Inverzija relacije prirejanja tipov) :

1. ČeΓ ⊢ x : T thenx : T ∈ Γ.

2. ČeΓ ⊢ λx : T1.t2 : R, thenR = T1 → R2 za nekR2 tako daΓ, x : T1 ⊢ t2 : T2

3. ČeΓ ⊢ t1 t2 : R, potem obstaja nekT1 tako daΓ ⊢ t1 : T1 → R in Γ ⊢ t2 : T1

4. ČeΓ ⊢ true : R, potemR = Bool.

5. ČeΓ ⊢ false : R, potemR = Bool.

6. ČeΓ ⊢ if t1 thent2 elset3 : R, potemΓ ⊢ t1 : Bool,Γ ⊢ t2 : R in Γ ⊢ t3 : R.

2

Dokaz.Direktno po definiciji relacije tipov. 2

Vaja 7.2.2 ...

Izrek 7.2.1 ( Unikatnost tipov ) V danem kontekstuΓ ima izrazt enolǐcen tip.Še věc,
obstaja ena samo izpeljava tega tipa. 2

Dokaz.Za vajo. 2

Za precej sistemov tipov, ki jih bomo videli v nadaljevanju predstavljena zveza med
izrazi in izpeljavami ne velja. En izraz bo lahko imel več tipov in vsak bo imel lahko
več izpeljav tipov.

Pri taǩsnih jezikih bomo precej delali na tem, da pokažemo, da lahko izpeljave tipov
rekonstruiramo iz izrazov.

Lema 7.2.3 ( Kanonǐcne oblike ) 1. Če jev vrednost tipa Bool, potem je bodisi
true ali false.

2. Čev vrednost tipaT1 → T2, potemv = λx : T1.t2. 2



134 POGLAVJE 7. TIPI

Dokaz. Direktno iz predstavljenih pravil. 2

V nadaljevanju bomo dokazali izrek o napredku na podoben način, kot je bil dokazan
izrek o napredku aritmetičnih izrazov.

Izjavo v izreku bomo morali prilagoditi tako, da bomo govorili o zaprtih izrazih, ki
nimajo prostih spremenljivk.

Za odprte izraze izrek dejansko ne velja: izrazf true na primer je v normalni obliki
ni pa vrednost. Podobni primeri niso napaka v jeziku—korektni programi so vsi zaprti
izrazi.

Izrek 7.2.2 ( Napredek ) Predpostavimo, da jet zaprt, dobro-definiran izraz⊢ t : T .
Potem jet bodisi vrednost ali pa obstaja nekt′ tako dat → t′. 2

Dokaz. Indukcija na izpeljavi tipa. Primeri za boolove konstante in pogojni izraz so
enaki kot pri dokazu za napredek pri aritmetičnih izrazih. Primer spremenljivke se ne
more zgoditi, ker jet zaprt. Primer abstrakcije je direkten, ker so abstrakcije vrednosti.

Edini zanimiv primer je aplikacija, kjer jet = t1 t2 ter⊢ t1 : T1 → T2 in ⊢ t2 : T1.

Po indukcijski hipotezi je bodisit1 vrednost ali lahko naredimo korak evaluacije; enako
velja zat2. Če lahkot1 razvijemo za en korak, potem lahko uporabimo pravilo za
aplikacijo 7.21 nadt. Če jet1 vrednost int2 ni potem lahko uporabimo pravilo 7.22.
Končno, če stat1 in t2 vrednosti potem jet1 oblike λx : T3.t3 in lahko uporabimo
pravilo 7.23. 2

Lema 7.2.4 ( Permutacije ) ČeΓ ⊢ t : T in je ∆ permutacijaΓ, potem∆ ⊢ t : T .
Globina obeh izpeljav je enaka. 2

Dokaz.Direktna indukcija na pravila za izpeljave tipov. 2
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Lema 7.2.5 ( Oslabitev )ČeΓ ⊢ t : T in x 6∈ dom(Γ), potemΓ, x : S ⊢ t : T . Obe
izpeljavi imata isto globino. 2

Dokaz.Indukcija na pravila za izpeljave tipov. 2

Z uporabo prej predstavljenih tehničnih lem lahko zdaj dokǎzemo kljǔcno lastnost re-
lacije tip: dobro-definirani tipi se ohranjajo,če spremnljivko zamenjamo z izrazi pri-
mernega tipa.

Podobne leme igrajo pomembno vlogo pri dokazovanju varnosti programskih jezikov—
pogosto se jih imenuje “substitucijska lema”.

Lema 7.2.6 (Ohranitev tipov ob substituciji) Če Γ, x : S ⊢ t : T in Γ ⊢ s : S,
potemΓ ⊢ [x/s]t : T . 2

Dokaz.Po indukciji na izpeljavo stavkaΓ, x : S ⊢ t : T . Za dano izpeljavo obdelamo
primere na koňcnem pravilu uporabljenem v dokazu. Najbolj zanimivi primeri so tisti
s spremenljivkami in abstrakcijami.

Pravilo 7.17:
t = z, kjer jez : T ∈ (Γ, x : S)

Imamo dva primera, ki jih je potrebno obdelati:z = x in z je neka druga spremenljivka.
V primeruz = x velja[x/s]z = s. Zahtevan rezultatΓ ⊢ s : S je med predpostavkami!
V drugem primeru pa velja[x/s]z = z, kjer je rezultat direkten.

Pravilo 7.18:
t = λy : T2.t1
T = T2 → T1

Γ, x : S, y : T2 ⊢ t1 : T1

Lahko predpostavimo, da veljax 6= y in y 6∈ FV (s). Z uporabo permutacije na
podizpeljavi dobimoΓ, y : T2, x : S ⊢ t1 : T1. Z uporabo oslabitve na dani izpeljavi
Γ ⊢ s : S dobimoΓ, y : T2 ⊢ s : S. Po indukcijski hipotezi veljaΓ, y : T2 ⊢ [x/s]t1 :
T1. Po pravilu 7.23 veljaΓ ⊢ λy : T2.[x/s]t1 : T2 → T1. To pa je nataňcno to kar
potrebujemo za dokaz, ker velja[x/s]t = λy : T2.[x/s]t1.
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Pravilo 7.19:
t = t1 t2
Γ, x : S ⊢ t1 : T2 → T1

Γ, x : S ⊢ t2 : T2

T = T1

Po indukcijski hipotezi veljaΓ ⊢ [x/s]t1 : T2 → T1 in Γ ⊢ [x/s]t2 : T2. Z uporabo
pravila 7.13Γ ⊢ [x/s]t1 [x/s]t2 ali [x/s](t1 t2) : T .

Pravilo 7.2:
t = true
T = Bool

Potem velja[x/s]t = true in željen rezultat slediΓ ⊢ [x/s]t : T .

Pravilo 7.3:
t = false
T = Bool

Podobno.

Pravilo 7.4:
t = if t1 thent2 elset3
Γ, x : S ⊢ t1 : Bool
Γ, x : S ⊢ t2 : T
Γ, x : S ⊢ t3 : T

Tri uporabe induktivnih hipotez vodijo do

t = if t1 thent2 elset3
Γ, x : S ⊢ [x/s]t1 : Bool
Γ, x : S ⊢ [x/s]t2 : T
Γ, x : S ⊢ [x/s]t3 : T

Z uporabo pravila 7.4 dobimǒzeljen rezultat. 2

Izrek 7.2.3 (Ohranitev) ČeΓ ⊢ t : T in t → t′, potemΓ ⊢ t′ : T . 2

Dokaz. Struktura dokaza je podobna kot pri dokazu za ohranitev aritmetǐcnih izrazov,
razen da lahko uporabimo lemo o ohranitvi tipov po substituciji.

... 2
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7.3 Normalizacija

Normalizacijski izrek zagotavlja eksistenco normalne oblike, medtem ko Church-Rosserjeva
lastnost zagotavlja unikatnost normalne oblike.

Normalizacijski izrek ima dve obliki:

• šibek normalizacijski izrekpravi, da obstaja neka strategija za normalizacijo iz-
raza, ki se zakljǔci.

• Močen normalizacijski izrekpravi, da se vse možne strategije normalizacije za-
ključijo.

7.3.1 Definicijaλ-računa

Poglejmo sǐse enkrat varianto lambda računaλ→, ki bo uporabljena za prikaz izomor-
fizma.

Tip τ ::= T1, . . . , Tn osnovni tipi
| τ1 × τ2 produkt
| τ1 → τ2 funkcije

Izraz e ::= xT
0 , xT

1 , . . . , xT
n spremenljivke

| 〈e1, e2〉 pari
| Π1e projekcija
| Π2e projekcija
| λx.e abstrakcija
| e e aplikacija

(7.26)

Predpostavljamo, da imamo na voljo atomične tipeT1, . . . , Tn.

Uporaba tipov×,→ bo ustrezala logičnim operacijam∧,⇒.

Dokaze v izjavnem rǎcunu bomo videli kot izrazeλ→ računa. Bolj nataňcno, dokaz
izjaveA postaneλ→ izraz tipaA.
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7.3.2 Šibki normalizacijski izrek

Pri izrǎcunu normalne oblike izrazat imamo lahko věc mǒznosti pri izbiri pravila, ki
ga apliciramo za redukcijo izrazat. Na vsakem koraku imamo več mǒznih redukcij,
vendar samo koňcno mnogo.

Šibki normalizacijski izrek pravi, da lahko najdemo pravilno redukcijo, ki vodi do
normalne oblike. Ne izklǔcuje pa mǒznosti slabih redukcij, ki ne vodijo v normalno
obliko. Zato govorimo ǒsibki normalizaciji.

Izrek 7.3.1 ( Šibka normalizacija ) Naj bot izraz lambda rǎcuna brez tipov. Obstaja
metoda za evaluacijot, ki se zakljǔci.

Dokaz bo sestavljen iz večih delov. Najprej bomo definirali stopnjo izraza s katero
bomo lahko spremljali velikost izraza med redukcijo.

Stopnjaρ(T ) tipaT je definirana kot:

• ρ(Ti) = 1 če jeTi atomǐcen.

• ρ(U × V ) = ρ(U → V ) = max(ρ(U), ρ(V )) + 1.

Stopnjaρ(r) redeksar je definirana z:

• ρ(Π1〈u, v〉) = ρ(Π2〈u, v〉) = ρ(U × V ), kjer jeU × V tip u, v.

• ρ((λx.v) u) = ρ(U → V ), kjer jeU → V tip (λx.v).

Stopnjad(t) izrazat je maksimum stopenj redeksov, ki jih vsebuje. Izrazt v normalni
obliki ima stopnjod(t) enako0.

Redeksr ima dve stopnje: kot redeks in kot izraz. Druga stopnja je večja ali enaka prvi
d(t) ≥ ρ(t).
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Ob uporabi substitucije se zmanjša stopnja izraza. Velikost izraza, ki je rezultat substi-
tucije lahko ocenimo na naslednji način.

Lema 7.3.1 Če jex tipa U potemd([u/x]t) ≤ max(d(t), d(u), ρ(U)).

Dokaz. V izrazu[u/x]t imamo lahko:

• redekse, ki sestavljajot in kjer jex postalu,

• redeksiu, ki zamenjajo vse pojavitvex,

• nove redekse v primeru, da sex pojavlja v kontekstuΠ1x (ali Π2x ali x v) in je
u = 〈u′, u′′〉 (ali 〈u′, u′′〉 ali λy.u′). Te novi redeksi imajo stopnjoU . 2

Poglejmo zdaǰse razmerje med stopnjo izraza in stopnjo reduciranega izraza. Najprej
vidimo, da v primeru, da imamo redeksr tipaT , potem veljaρ(r) > ρ(T ).

Lema 7.3.2 Čet Ã u potemd(u) ≤ d(t).

Dokaz. Obravnavati moramo samo primer, ko imamo eno samo redukcijo: u dobimo
iz t, če zamenjamor sc. Stanje je zelo podobno tistemu iz prejšnje Leme t.j.u vsebuje
naslednje komponente.

• Redekse, ki so bili vt in ne tudi vr spremenjeni z zamenjavor sc (kar ne vpliva
na stopnjo).

• Redekse izc, ki jih dobimo s poenostavitvijor ali z interno substitucijo vr:
(λx.s) s′ postane[x/s′]s, Lema 7.3.1 pa pravi, dad([x/u]t) ≤ max(d(t), d(u), ρ(T )),
kjer jeT tip odx. Po drugi strani jeρ(T ) < d(r), torejd(c) ≤ d(r).

• Redekse, ki pridejo od zamenjaver z c. Situacija je spet podobna tisti pri Lemi
7.3.1: ti redeksi imajo stopnjo enakoρ(T ), kjer jeT tip r in veljaρ(T ) < ρ(r).

2

Naslednji korak dokazǎsibkega noramlizacijskega izreka je definicija redukcije maksi-
malne stopnje, ki bo omogočala, da bo stopnja pri vsaki redukciji manjša od stopnje
izraza pred redukcijo.
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Lema 7.3.3 Naj bor redeks maksimalne stopnjen iz t. Predpostavimo, da imajo vsi
redeksi vsebovani vr stopnjo manj kotn. Če dobimou iz t z zamenjavor s c, potem
imau striktno manǰso stopnjo odn.

Dokaz. Ob zamenjavi se zgodi sledeče:

• Redeksi izvenr ostanejo taǩsni kot so.

• Redeksi, ki so znotrajr so v splǒsnem ohranjeni, vendar lahko tudi pomnoženi:
na primerče zamenjamo(λx.x, x) s z 〈s, s〉 se redeksis pomnǒzijo. Tudi v tem
primeru ostane stopnja manj odn.

• Redeksr je zamenjan z redeksi manjše stopnje. 2

Dokaz. [ Šibki normalizacijski izrek ] Naj bot izraz in funkcijaµ(t) = (n,m), kjer
je n = d(t) in m = število redeksov stopnjen.

Lema 7.3.3 pravi, da lahko izt izberemo redeksr tako, da po konverzijir v c velja
µ(t′) ≤ µ(t): čeµ(n′,m′) potemn′ ≤ n in (n′ = n ∧ m′ ≤ m. Rezultat dokǎzemo z
dvojno indukcijo. 2

7.3.3 Mǒcen normalizacijski izrek

7.4 Curry-Howardov izomorfizem

Curry-Howardov izomorfizem prikǎze sintaktǐcno in pomensko zvezo med logiko in
teorijo tipov. V tej sekciji si bomo ogledali najbolj osnovno zvezo, ki definirana med
izjavnim rǎcunomin λ-računom s tipi(λ→). Kasneje bodo omenjeneše druge zveze,
ki so definirane nad jeziki z večjo izrazno mǒcjo.

Definirali bomo preslikavo med izrazi logike in izraziλ→ tako, da bo deduktivno skle-
panje na strani logike preslikano v normalizacijo izrazovλ-računa oz. bomo hkrati
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definirali tudi preslikavo v nasprotno smer. Dokazi torej ustrezajo ovrednotenju izra-
zov v λ-računu. Preslikava torej ni samo bijektivna ampak tudi ohranja preslikave pri
deduktivnem sklepanju na eni strani oz. pri normalizaciji izrazov na drugi, analogni
strani.

7.4.1 Definicija izomorfizma

Na eni strani imamo dokaze izjav napisanih v izjavnem računu. Za dokazovanje upo-
rabljamo naravno dedukcijo, ki je bila predstavljena v Poglavju 2.

Na drugi strani imamo izrazeλ→, ki imajo tipe. Evaluacija izraza bo ustrezala sklepa-
nju v izjavnem rǎcunu.

Poglejmo si zdaj pravila, ki definirajo bijekcijo med izraziλ→ in izpeljavami dokazov
izjavne logike.

1. DedukcijaA ustreza spremenljivkixA
i .

2. Dedukcija

...
A

...
B

A ∧ B
∧I ustreza izrazu〈u, v〉, kjer u ustreza izpeljaviA in v

izpeljaviB.

3. Dedukciji

...
A ∧ B

A
∧1E in

...
A ∧ B

B
∧2E ustrezata izrazomaΠ1t in Π2t, kjer

t ustreza dedukcijiA ∧ B.

4. Dedukcija

[A]
...
B

A ⇒ B
⇒ I ustreza izrazuλxA

i .v, kjer izpeljavaA ustreza predpo-

stavkam za izpeljavoxA
i ter izpeljavaB iz A ustreza ovrednotenjuv.

5. Dedukcija

...
A

...
A ⇒ B

B
⇒ E ustreza izrazut u, kjer t in u ustrezata izpe-

ljavamaA ⇒ B in B.
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7.4.2 Pomen izomorfizma

7.5 Opombe

...

Noramalizacija izrazov lambda računa s tipi je podana v knjigi Barendregt [1]. Povze-
tek dokazov̌sibkega in mǒcnega normalizacijskega izreka zaλ-račun s tipi je predsta-
vljen v knjigi Girarda [3].

Razlǐcne verzije dokaza normalizacijskega izreka za lambda račun s tipi se nahajajo v
člankih avtorjev Hindley [], Berger [], Filinski [], ...



Poglavje 8

REKURZIJA

8.1 Gödelov T

JezikL{nat →} je bolj poznan kotGödelov T. Jezik je ražsiritev jezikaλ→ za delo
naravnimištevili.

Namesto mnǒzice operacij nad celimǐstevili je uporabljenaprimitivna rekurzijas ka-
tero lahko izrazimo vse osnovne operacije nad naravnimištevili.

Primitivna rekurzija je primerna za induktivno definicijo operacij nad celimǐstevili.

Pomembna lastnostL{nat →} je izrǎzanje samototalnih funkcij. To pomeni, da je
jezikL{nat→} zasnovan tako, da se izvajanje izrazov nujno zaključi.

Posledica stroge zahteve glede forme jezika onemogoča izrǎzanje nekaterih rekurzivnih
funkcij v L{nat→}.

143
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8.1.1 Statǐcna semantikaL{nat →}

JezikL{nat→} je kombinacija jezikovL{nat}, ki ga bomo definirali zdaj inλ→, ki je
bil predstavljen prej.

SintaksaL{nat} je definirana z naslednjo gramatiko.

Tipi τ ::= nat
Izrazi e ::= z | s(e) | rec[τ ](e, e0, x.y.e1)

Naslednja tabela prikazuje povezave s konkretno sintakso.

Abstraktno Konkretno
z z
s(e) s(e)
rec[τ ](e, e0, x.y.e1) rece {z ⇒ e0|s(x)with y ⇒ e1}

Števila so predstavljena kotChurchevǎstevila

Izraz rec[τ ](e, e0, x.y.e1) imenujemoprimitivna rekurzija.

e-kratna iteracija s transformacijox.y.e1 in zǎcetno vrednostjoe0.

Statǐcna semantikaL{nat} je definirana z naslednjimi pravili.

Γ, x : nat⊢ x : nat
(8.1)

Γ ⊢ z : nat
(8.2)

Γ ⊢ e : nat
Γ ⊢ s(e) : nat

(8.3)

Γ ⊢ e : nat Γ ⊢ e0 : τ Γ, x : nat, y : τ ⊢ e1 : nat
Γ ⊢ rec[τ ](e, e0, x.y.e1) : τ

(8.4)
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Substitucijska lema pravi, da se tipi ve′ ohranijo ob substiciji spremenljivkex z izra-
zome.

Lema 8.1.1 (Substitucija) Če veljaΓ ⊢ e : τ in Γ, x : τ ⊢ e′ : τ ′, potemΓ ⊢ [e/x]e′ :
τ ′.

8.1.2 Dinamǐcna semantikaL{nat}

Podobno kot smo razlikovali med klicem-po-vrednosti in klicem-po-referenci, razliku-
jemo medtakoǰsnjo in leno interpretacijo operacije naslednikas().

Takoǰsnja interpretacija najprej ovrednoti parameter inšele nato ovrednoti naslednika.
To zagotavlja, da je vsaka zaprta vrednost tipa nat kompozicija naslednikov, ki se zǎcne
z nič z.

Lena interpretacija obravnavas(e) kot vrednost, kjere ni nujno, da je vrednost. Tako
se izognemo izrǎcunu predhodnika v primeru, da to ni potrebno. Obe interpretaciji si
bomoše ogledali v naslednjih poglavjih.

Takoǰsnja dinamǐcna semantika je definirana z naslednjimi pravili.

z val
(8.5)

e val
s(e) val

(8.6)

e 7→ e′

s(e) 7→ s(e′)
(8.7)

e 7→ e′

rec[τ ](e, e0, x.y.e1) 7→ rec[τ ](e′, e0, x.y.e1)
(8.8)

rec[τ ](z, e0, x.y.e1) 7→ e0

(8.9)
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rec[τ ](s(e), e0, x.y.e1)
7→

[e, rec[τ ](e, e0, x.y.e1)/x, y]e1

(8.10)

Pravila 8.6 in 8.7 definiratatakoǰsnjosemantiko za operacijo naslednik.

Pravila 8.9 in 8.10 definirata obnašanje rekurzivnega operatorja naz in s(e).

V prvem primeru dobimo rezultate0.

V drugem primeru sex pověze ze in y z rekurzivnim klicem istega operatorja. Para-
metere zmanǰsamo za eno. V primeru, dae1 ne vsebujey se rekurzivni klic ne izvede.

Usklajenost med statično in dinamǐcno semantiko ter tipi izrazov lahko preverimo
preko varnosti izrazov: za izraze mora veljatinapredekin ohranitev.

Izrek 8.1.1 (Varnost) :

1. Čee : τ in e 7→ e′ poteme′ : τ .

2. Čee : τ potem je lahko kvěcjemue val ali e 7→ e′ za neke′.

8.1.3 Izrazna mǒc T

T lahko izraziprimitivne rekurzivne funkcije.

Primitivna rekurzija je postopek, ki definira vrednost funkcije pri argumentun z upo-
rabo vrednosti, ki je rezultat vrednosti funkcije z argumentomn − 1.
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Jezik primitivnih rekurzivnih funkcij jerekurzivni jezikv hierarhiji teorije izrǎcunljivosti,
jezik za katerega obstaja Turingov stroj, ki se vedno ustavi.

Rekurzivenjezik imenujemo tudi izrǎcunlijiv ali rešljiv.

Podobno kot vλ→ imamo v Goedlovem T naslednje kanonične oblike vrednosti.

Lema 8.1.2 (Kanonǐcne oblike) Če jee : τ in e val potem velja naslednje.

1. Če jeτ = nat poteme = s(s(. . . z)) kjer veljan ≥ 0.

2. Če jeτ = τ1 → τ2 poteme = λx : τ1.e2 za neke2.

Goedel je T uporabljal zǎstudij izrazne mǒci formalizmov za izrǎzanje matematičnih
funkcij nad celimištevili. Poglejmo si par primerov izrazov s katerimi realiziramo
aritmetǐcne operacije..

Primer 8.1.1 V naslednjem primeru uporabe funkcije rec bomo definirali funkcijo dub,
ki podvoji vrednost parametra.

dub= λx : nat.rec x {z → z | s(u) with v → s(s(v))}
dub= λx : nat.rec[nat→ nat](x, z, u.v.s(s(v)))

2

Z indukcijo lahko pokǎzemo, da funkcija dub v zgornjem primeru res izračuna funkcijo
dub(x) = 2 ∗ x. Podobno lahko dokažemo pravilnost definicje naslednjih primerov
aritemetǐcnih funkcij.

Primer 8.1.2 Naslednji primer prikǎze rekurzivno definicijo funkcije pred izraženo s
primitivno rekurzijo1.

pred= λx : nat.rec x {z → z | s(u) with v → ifz(u, z, s(v))}
pred= λx : nat.rec[nat→ nat](x, z, u.v.ifz(u, z, s(v)))

2

1Funkcijo pred je s primitivno rekurzijo predstavil Kleene.
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Primer 8.1.3 Poglejmo sǐse sěstevanje. Funkcija ima dva parametra:x in y. S primi-
tivno rekurzijo odvijamo (oďstevamo 1) vrednostx. Ko pridemo do nǐcle vrne funkcija
rec y. Ob vrǎcanju rekurzije nady konstruiramox s funkcijos(). Rezultat je vsota
x + y.

add = λx : nat.λy : nat.rec x {z → y | s(u) with v → s(v)}

2

Primer 8.1.4 In še mnǒzenje. Funkcija ima dva parametra:x in y. S primitivno
rekurzijo odvijamo (oďstevamo 1) vrednostx. Ko pridemo do nǐcle vrne funkcija recz.
Ob vrǎcanju rekurzije prǐstejemoy k produktux-krat. Rezultat je produktx ∗ y.

mul = λx : nat.λy : nat.rec x {z → z | s(u) with v → add(y, v)}

2

Ackermann-ova funkcija je ena od prvih odkritih funkcij, kije totalna rekurzivna funk-
cija in ni primitivna rekurzivna funkcija.

Vse primitivne rekurzivne funkcije so totalne (definirane za celotno domeno) in izračunljive
oz. rekurzivne po hierarhiji teorije jezikov in izračunljivosti.

Primer 8.1.5 Naslednji primer prikǎze definicijo Ackermann-ove funkcije, ki je defini-
rana z naslednjimi rekurzivnimi enačbami.

A(0, n) = n + 1
A(m + 1, 0) = A(m, 1)

A(m + 1, n + 1) = A(m,A(m + 1, n))

Pri vsakem rekurzivnem klicu bodisim pada bodisi ostane enak in sen zmanǰsuje. Iz
tega stalǐsča so rekurzivni klici dobro definirani.

... 2
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8.2 Plotkinov PCF

Drug pristop k ražsiritvi λ→ do uporabnega programskega jezika je opustitev garancije
za ustavitev fukcij zato, da bi dobili večjo izraznost jezika.

Dovoljeni so izrazi, ki ni nujno, da se ustavijo. Dokaz ustavitve je v zavesti progra-
merja, ki napǐse funkcijo.

Dobimoširši jezik, ki je enakovreden Turingovem stroju.

JezikL(nat⇀) kombiniraL{nat} in λ→ s splǒsno rekurzijo. Dobimo splǒsno orodje
za izrǎzanje samo-referenčnih izrazov.

PCF funkcije so lahkonedefiniraneza nekatere vrednosti parametorov funkcije, kar
pomeni, da so funkcijeparcialne. Iz tega razloga uporabimo notacijo ”zlomljeno
pǔsčico”: ⇀.

Klju čni elementL(nat⇀) je uporaba operatorja fiksne točke za izrǎzanje rekurzivnih
definicij.

Spomnimo se kombinatorjaY , ki se uporablja za implementacijo rekurzije.

Y = λf.(λx.f(x x))(λx.f(x x))

Pomembna lastnostY je Y F =β F (Y F ).

V matematiki lahko definiramo funkcije z rekurzivnimi enačbami. Na primer:

f(0) = 1
f(n + 1) = (n + 1) ∗ f(n)
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Funkcija, ki jo ǐsčemo je rěsitev rekurzivne enǎcbe.

Videli bomo, da se rekurzivne funkcije lahko izrazijo z operatorejem fix.

8.2.1 Vrednosti in izračuni

IzraziL(nat⇀) ni nujno, da se evaluirajo v vrednosti. Za tiste izraze, katerih evaluacija
se ne ustavi, pravimo, dadivergirajo.

Koristno je razlikovati med izrazi, ki vedno divergirajo inizrazi, ki ne divergirajo.
Kateri izrazi divergirajo? Kateri izrazi se ovrednotijo v vrednost? Kaǰce so nekatere
spremenljivke proste?

...

Za enostavnejše razlikovanje med spremenljivkami bomo uporabljali nekaj dogovorov
glede notacije.

Imena sestavljena iz majhnihčrk iz konca abecedex, y, z in izpeljanke bomo obravna-
vali kot spremenljivke z vrednostjo tip nat kot tudiλ abstrakcije.

Ista imena sestavljena iz velikiȟcrk X,Y,Z bodo oznǎcevala spremenljivke katerih
vrednost je izraz, ki predstavlja kodo v rekurzivnih funkcijah.

Predpostavljamo torejx val, medtem ko ni mogǒce izpeljatiX val, ker lahko izvajanje
divergira.
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8.2.2 Splǒsna rekurzija

Splǒsna rekurzija ima naslednjo obliko.

Izrazi e ::= fix[τ ](X.e) (8.11)

Konkretna sintaksa fix[τ ](X.e) je fix X : τ is e. Izraz fixX : τ ise je samo-refereňcen,
kerX predstavlja sam izraz.

Statǐcna semantika splošne rekurzije je definirana z naslednjim pravilom.

Γ,X : τ ⊢ e : τ

Γ ⊢ fix[τ ](X.e) : τ
(8.12)

To pravilo predstavi samo-referenčno naravo rekurzije. Ker je spremenjlivkaX refe-
renca na sam rekurzivni izraz, predpostavimo, daX : τ in preverimo,̌ce poteme τ .

Dinamǐcna semantika splošne rekurzije je podana z naslednjim pravilom.

fix[τ ](X.e) 7→ [fix[τ ](X.e)/X]e
(8.13)

Pravilo implementira samo-referenco z zamenjavo rekurzivnega izraza samega za spre-
menljivkoX v telesu izraza. To imenujemo tudiodvijanjerekurzije.

Poglejmo si zdaj nekaj primerov uporabe operacije fix.

Primer 8.2.1 Prvi primer prikǎze uporabo operacije fix za definicija fakultete.

fix f : nat→ nat is λ(x : nat.if iszerox thens(x) elsex ∗ f(predx))

2
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Primer 8.2.2 Prvi primer uporabi operacijo fix za definicijo funkcijeiseven, ki vrne
true v primeru, da je parameter funkcije sodoštevilo.

fix f : nat → Bool is
λ(x : nat.

if iszerox thentrue
else if iszero(predx) thenfalse
elsef(pred(predx))

2

SpremenljivkaX v fix[τ ](X.e) je splǒsna spremenljivka, ki lahko tudi ne doseže vre-
dnosti na tleh.

Primer izraza, ki divergira je fix[τ ](X.X), kjer see vedno zamenja sama s seboj. Ob-
stajajo druge in bolj kompleksne funkcije, ki divergirajo.

Še par enostavnih primerov. Izpeljava izrazax + x konvergira proti vrednosti, medtem
ko izpeljavaX + X ne konvergira.

Razliko med izrazi, ki se ovrednotijo in splošnimi izrǎcuni lahko primerjamo z razliko
med parcialnimi in totalnimi funkcijami.

8.2.3 Statǐcna semantika PCF

Sintaksa kompletnega jezika PCF je definirana z naslednjo gramatiko.

Abstraktno Konkretno
T ip T ::= nat nat

| par(T1, T2) τ1 ⇀ τ2

Izraz e ::= x x
| z z
| s(e) s(e)
| ifz(e, e0,X.e1) ifz e {z → e0 | s(x) → e1}
| lam[τ ](x.e) λ(x : τ.e)
| app(e1, e2) e1 (e2)
| fix[τ ](X.e) fix X : τ is e

(8.14)
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Izraz fix[τ ](X.e) imenujemo splǒsna rekurzija. Operacija je podrobneje predstavljena
v preǰsnji sekciji.

Izraz ifz(e, e0, x.e1) razveji glede na vrednoste. Če imae vrednostz potem vrnee0,
sicer pae1. V zadnjem primeru se rekurzivni klic poveže zX.

Statǐcna semantikaL(nat⇀) je induktivno definirana z naslednjimi pravili.

Γ, x : τ ⊢ x : τ
(8.15)

z : nat
(8.16)

Γ ⊢ e : nat

Γ ⊢ s(e) : nat
(8.17)

Premisa v oklepaju definira obnašanje v primerutakoǰsnjesemantike evaluacije.

Γ ⊢ e : nat Γ ⊢ e0 : τ Γ, x : nat ⊢ e1 : τ

Γ ⊢ ifz(e, e0, x.e1) : τ
(8.18)

Γ, x : τ1 ⊢ e : τ2

Γ ⊢ lam[τ1](x.e) : par(τ1, τ2)
(8.19)

Γ ⊢ e1 : par(τ2, τ) Γ ⊢ e2 : τ2

Γ ⊢ app(e1, e2) : τ
(8.20)

Γ, fix[τ ](X.e) : τ ⊢ [fix[τ ](X.e)/X]e : τ

Γ ⊢ fix[τ ](X.e) : τ
(8.21)

Pravilo 8.21 ujame bistvo rekurzivne samo-reference z zamenjavo primerkaX z rekur-
zivnim izrazom med preverjanjem tipov.

Sklepanje je “krǒzno” v tem, da preveri fix[τ ](X.e) : τ , predpostavimo, da je tako in
izpeljemo, da[fix[τ ](X.e)/X]e : τ .

Alternativno pravilo 8.21 obravnava rekurzivno samo-referenco kot spremenljivko.
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Γ,X : τ ⊢ e : τ

Γ ⊢ fix[τ ](X.e) : τ
(8.22)

Pri preverjanju rekurzivnega izraza predpostavljamo, da ima spremenljivkaX tip τ ,
medtem ko preverjamo, da ima telo tipτ .

Prednost pravila 8.21 je, da se izognemo obravnavanjuX kot spremenljivko. Ker se
pomenX ne spreminja, predstavlja sam rekurzivni izraz.

Pravilo 8.22 lahko izpeljemo iz pravila 8.21 kot tudi obratno.

8.2.4 Dinamǐcna semantika PCF

Izjavae val pove, da je izraz (zaprta) vrednost.

Definicija te sodbe se spremenja v odvisnosti od tega ali uporabljamo takoǰsnjo ali leno
semantikoL(nat⇀).

Izjava val je definirana z naslednjimi pravili:

z val
(8.23)

{e val}
s(e) val

(8.24)

lam[τ ](x.e) val
(8.25)

Premisa v oklepajih je izpuščena v primeru lene semantike in je vključena v primeru
takoǰsnje semantike.

Dinamǐcna semantikaL(nat⇀) je definirana z naslednjimi pravili:
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{
e → e′

s(e) → s(e′)

}
(8.26)

e → e

ifz(e, e0, x.e1) → ifz(e, e0, x.e1)
(8.27)

ifz(z, e0, x.e1) → e0

(8.28)

ifz(s(e), e0, x.e1) → [e/x]e1

(8.29)

e1 → e′1
app(e1, e2) → app(e′1, e2)

(8.30)

{
e1 val e2 → e′2

app(e1, e2) → app(e1, e′2)

}
(8.31)

{e2 val}
app(lam[τ ](x.e), e2) → [e2/x]e

(8.32)

fix[τ ](X.e) → [fix[τ ](X.e)/X]e
(8.33)

Enako kot v primeru definicije val se pravila in premise v oklepajih izpustijo v primeru
lene semantike in se vključijo v primeru takoǰsnje semantikeL(nat⇀).

Pravilo 8.33 implementira samo-referenco z zamenjavo samega rekurzivnega izraza za
spremenljivkoX v telesu. (odvijanje rekurzije).

Izrazi PCF so varni: evaluacija se ne zaključi v izrazu, ki ni vrednost in tipi izrazov se
ohranijo pri transformaciji.

Izrek 8.2.1 (Varnost) 1. Čee : τ in e → e′, poteme : τ . 2. Čee : τ , potem bodisi
veljae val ali obstajae, tako dae → e′.

Dokaz. Dokaz ohranitve je z indukcijo na izpeljavo sodbe tranzicije. Poglejmo si
pravilo 8.33.



156 POGLAVJE 8. REKURZIJA

Predpostavimo fix[τ ](x.e) : τ . Po inverznem izreku velja fix[τ ](x.e) : τ ⊢ [fix[τ ](x.e)/x]e :
τ , iz česar sledi rezultat direktno zaradi tranzitivnosti izjave.

Dokaz napredka sledi po indukciji na izpeljavi tipov. Na primer, za pravilo 8.32 rezultat
sledi direktno, ker lahko naredimo napredek z odvijanjem rekurzije. 2

8.2.5 Izrazna mǒc PCF

Šplǒsna rekurzija je zelo fleksibilna tehnika, ki dopušča definicijo širokega nabora
funkcij v okviruL(nat⇀).

Slaba lastnost v primerjavi zprimitivno rekurzivnimifunkcijami je mǒznost divergence
pri evaluaciji izrazov.

Ni mogǒce, tako kot v T, pokazati, da sintaksa in semantika jezika zagotavljata za-
ključitev izrǎcuna izrazov. Dokaz o zaključitvi evaluacije izraza mora izdelati progra-
mer sam.

PCF je po izrazni mǒci enakTuringovem jeziku, jeziku v katerem lahko zapišemo ka-
terikoli izrazljiv program, ki ni nujno, da se zaključi.

Izrazna mǒc PCF je torej enaka vsem splošnim programskim jezikom.

Poglejmo si kot primer kako lahko primitivno rekurzijo izrazimo v PCF.

Primer 8.2.3 Stavek rec iz T, ki omogoča izrǎzanje primitivne rekurzije lahko v PCF
izrazimo s funkcijo fix.

rece {z → e0 | s(x) with y → e1]}

Funkcija, ki sprejme izraze kot parameter in realizira rec, je naslednja.
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fix f : τ is λu.ifz u {z → e0 | s(x) → [f(x)/y]e1

2

8.2.6 *Denotacijska semantika PCF

8.3 Opombe

Poglavje povzema material o Goedlovem T in Plotkinovem PCF predstavljenem v Har-
perjem ǔcbeniku z naslovomFoundations for Programming Languages[5].

Jezik T je predstavljen v knjigi Jean-Yves Girard z naslovomProofs and Types[3], kjer
je podan normalizacijski izrek za T. Primitivne rekurzivnefunkcije so predstavljene v
člankih Nordsẗorm [], ...

Ob̌sirna predstavitev PCF, ki vključuje dokaze za zakljǔcitev evaluacije, povezavo med
denotacijsko in operacijsko semantiko se nahaja v PlotkinovemčlankuLCF Conside-
red as A Programming Language[11].
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Poglavje 9

STRUKTURE

Do zdaj smo si pogledali osnovne formalizme, ki so uporabljeni za predstavitev pro-
gramskih jezikov. Definirali smo osnovno infrastrukturo zaopisovanje in sklepanje z
izrazi oz. programi.

Predstavljen je bil osnovni formalni jezikλ-račun, ki je enakovreden Turingovem
stroju. Tipi so uporabljeni za klasifikacijo izrazov in vrednosti.

V tem poglavju si bomo pogledali strukture, ki jih uporabljamo za opisovanje struktu-
riranih gradnikov programskih jezikov ter njihovo formalno obravnavo.

Najprej bomo obravnavali osnovne strukture, ki služijo za definicijo osnovnih tipov in
konstruktov programskih jezikov. Med te sodijo tip Unit, sekvence, jokerji, oznǎcevanje
s tipi in stavek let.

Podrobno si bomo ogledali formalno obravnavo osnovnih struktur v kontekstǔze spo-
znanih teoretǐcnih osnov.

Sledi predstavitev osnovnih struktur za definicijo sestavljenih objektov programskih
jezikov: pari, n-terice, zapisi, unije in nekatere variacije nǎstetih.

Za vsakega od predstavljenih gradnikov bomo definirali pravila, ki predstavljajo statično
strukturo s tipi ter dinamično obnǎsanje struktur preko evaluacije izrazov.

159
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9.1 Osnovne strukture

9.1.1 Osnovni tipi

Vsak jezik ima mnǒzico osnovnih tipov - mnǒzico enostavnih vrednosti: celaštevila,
realnǎstevila, nizi, itd. Vsakemu osnovenemu tipu pripada množica operacij s katerimi
lahko delamo z vrednostmi osnovnega tipa.

Včasih neželimo videti podrobnosti o enostavnih tipih in operacijahnad njimi. V
teh primerih bomo uporabljali velikěcrke A,B,C, itd. kot imena za osnovne tipe.
Poglejmo si nekaj primerov.

Primer 9.1.1 Izrazλx : A.x definira funkcijo identitete〈fun〉 : A → A. Podobno je
tudi λx : B.x identiteto〈fun〉 : B → B, medtem ko jeλf : A → A.λx : A.f(f(x))
funkcija〈fun〉 : (A → A) → A → A, ki dvakrat ponovi aplikacijo funkcijef nax.

9.1.2 Tip Unit

Tip, ki je pogosto uporabljen v funkcijskih jezikih kot je npr. ML, je enostaven tip
Unit. Tip Unit predstavlja eno samo konstanto unit. Z drugimi besedami interpretacija
tipa Unit je konstanta unit.

Pogosto se uporablja tudi pri formalni analizi programskihjezikov s stranskimi ǔcinki.
V tem primeru predstavlja velikokrat stranski učinek in ne rezultat izraza, ki ga preučujemo.

Tudi v čistih funkcijskih jezikih je tip Unit lahko koristen. Kasneje si bomo ogledal
par primerov.

Tip Unit se uporablja na podoben način kot tipvoid v programskem jeziku C.
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9.1.3 Sekvence

V programskih jezikih s stranskimi učinki zelo pogosto ovrednotimo več stavkov v
sekvenci. Notacija za označevanje sekvenc jet1; t2 pomeni: ovrednoti stavekt1, odvrzi
trivialni rezultat in potem ovrednotǐset2.

Imamo dva nǎcina formalizacije sekvenc. Prvi način je dodajanje nove sintaktične
oblike in novih pravil za definicijo gradnikov. Pravili za evaluacijo sekvence sta nasle-
dnji.

t1 → t′1
t1; t2 → t′1; t2

(E-Seq)

unit; t2 → t2
(E-SeqNext)

Pravilo za definicijo tipov ali statične semantike sekvence je definirano takole.

Γ ⊢ t1 : Unit Γ ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ t1; t2 : T2

(T-Seq)

Alternativni nǎcin formalizacije sekvence je preprosto gledanje nat1; t2 kot na okraǰsavo
(λx : Unit.t2) t1, kjer jex različna od vse ostalih spremenljivk vt2.

Kar se tǐce programerja sta obe definiciji ekvivalentni; pravila za tipe in evaluacijo
lahko izpeljemo iz okrajšavet1; t2 z (λx : Unit.t2) t1.

Izrek 9.1.1 Jezik, ki ga dobimo izλ računa, tipa Unit in pravil za delo s sekvencami
imenujmoλE . Osnovniλ račun s tipom Unit pa bomo imenovaliλI . Naj bo e ∈
λE → λI funkcija, ki prevaja izraze izλE v λI tako, da zamenjuje vse pojavitvet1; t2
z (λx : Unit.t2) t1, kjer jex enolǐcna znotrajt2.

• t →E t′ ččee(t) →I e(t′)

• Γ ⊢E t : T ččeΓ ⊢I e(t′) : T

2
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Dokaz.Po indukciji na konstrukcijo izrazov. 2

9.1.4 Stavek let

Ko opisujemo kompleksen izraz je pogosto koristno imenovati podizraze zaradi iz-
boljšanja berljivosti kot tudi zaradi ponavljanja izrazov. Večina jezikov omogǒca to na
en ali drug nǎcin.

V ML, na primer, napǐsemo letx = t1 in t2, kar pomeni: naj bo vrednostx enakat1 v
izrazut2.

Sintaksa let stavka je sledeča.

Tip t ::= ...
let x = t in t

(9.1)

Statǐcna semantika stavka je definirana z naslednjim pravilom.

Γ ⊢ t1 : T1 Γ, x : T1 ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ let x = t1 in t2 : T2

(S-LET)

let stavek je definiran z naslednjimi pravili, ki definirajo semantiko “klic-po-vrednosti”.
Izrazt1 mora biti ovrednoten najprej,šele nato se prenese znotrajt2.

let x = v1 in t2 → [x/v1]t2
(E-LETV)

t1 → t′1
let x = t1 in t2 → let x = t′1 in t2

(E-LETV)

Landin je pokazal, da se let stavek da izraziti zλ računom. Enostnavna rešitev je z
uporabo abstrakcije in aplikacije.
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let x = t1 in t2 ≡def (λx : T1.t2) t1

Če primerjamo izraza na levi in desni vidimo, da imamo na desni strani tipT1 medtem,
ko ga na levi stani ni. Moramo torej imeti tipT1, ki ga bodisi napǐse programer ali pa
ga izpelje program za preverjanje tipov.

Podrobnosti glede zamenjave let stavka zλ računom je věc; tukaj jih bomo izpustili
(glej Piercev ǔcbenik).

9.2 Produkti

Večina programskih jezikov vsebuje več gradnikov za konstrukcijo sestavljenih tipov.
Najenostavnejši med njimi so pari, bolj kompleksni so produkti in zapisi.

Binarni produkt je sestavljen iz urejenih parov vrednosti,kjer ima vsaka vrednost tip
glede na vrstni red komponent para. Vrednosti lahko izluščimo z uporabo projekcije,
ki izbere eno izmed komponent para.

Ničen produkt ali enota je sestavljen iz unikatnega para ”nullpar”, ki nima komponent.

Bolj splǒsno pogledano lahko definiramo n-arni produkt tipov, ki ga sestavljajo urejene
n-terice vrednosti. Operacije projekcije uporabljamo za izluščenje i-te komponente iz
n-terice.

Oznǎceni produkt ali zapis tipov sestavlja označene n-terice, kjer imajo komponente
oznake. Projekcija komponent je definirana na osnovi oznak.

Objektni tip je zapis samo-referenčnih funkcij, ki jih imenujemo metode. Samo-referenca
je implementirana z izbiro metode, ki priključi metodi objekt preden da kontrolo telesu
metode.
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9.2.1 Nǐcni in binarni produkt

Abstraktna sintaksa binarnega produkta je definirana s sledečo gramatiko.

Kategorija Ime Abstraktno Konkretno
T ip τ ::= Unit Unit

| prod(τ1, τ2) τ1 × τ2

Izraz e ::= triv {}
| pair(e1, e2) {e1, e2}
| fst(e) e.1
| snd(e) e.2

(9.2)

Tip prod(τ1, τ2) imenujemo tudi binarni produkt tipovτ1 in τ2. Tip Unit imenujemo
tudi nični produkt. Tipi, ki jih dobimo s produktom vkljǔcujejo tudi nǐcni in binarni
produkt.

Statǐcna semantika prudukta je definirana s sledečimi pravili. Uporabljali bomo ab-
straktno sintakso.

Γ ⊢ triv : Unit
(S-Triv)

Γ ⊢ e1 : τ1 Γ ⊢ e2 : τ2

Γ ⊢ pair(e1, e2) : prod(τ1, τ2)
(S-Par)

Γ ⊢ e : prod(τ1, τ2)

Γ ⊢ fst(e) : τ1

(S-Proj1)

Γ ⊢ e : prod(τ1, τ2)

Γ ⊢ snd(e) : τ2

(S-Proj2)

Dinamǐcna semantika parov je definirana na sledeč nǎcin.

triv val
(D-Triv)
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{e1 val e2 val}
fst(pair(e1, e2)) 7→ e1

(D-ParBeta1)

{e1 val e2 val}
snd(pair(e1, e2)) 7→ e2

(D-ParBeta2)

e 7→ e′

fst(e) 7→ fst(e′)
(D-Proj1)

e 7→ e′

snd(e) 7→ snd(e′)
(D-Proj2)

{
e1 7→ e′1

pair(e1, e2) 7→ pair(e′1, e2)

}
(D-Par1)

{
e1 val e2 7→ e′2

pair(e1, e2) 7→ pair(e1, e′2)

}
(D-Par2)

Pravila v oklepajih se uporabijo samo za takojšnjo semantiko medtem ko niso potrebna
za leno semantiko.

Vrstni red pravil in meta-spremenljivk v pravilih povzroči evaluacijo od leve proti de-
sni.

Primer 9.2.1 Poglejmo si primer. Uporabili bomo takojšnjo semantiko–ovrednotili
bomo obe komponenti para inšele nato izvedli projekcijo.

{pred4, if true thenfalse elsefalse}.1
7→ {3, if true thenfalse elsefalse}.1
7→ {3, false}.1
7→ 3

(9.3)

2

Primer 9.2.2 Poglejmo sǐse evaluacijo funkcije nad parom. Tudi v tem pimeru upo-
rabljamo takoǰsnjo semantiko saj se najprej ovrednotijo obe komponenti para in šele
nato se ovrednoti funkcija.
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(λx : nat× nat. x.2){pred4, pred5}
7→ (λx : nat× nat. x.2){3, pred5}
7→ (λx : nat× nat. x.2){3, 4}
7→ {3, 4}.2
7→ 4

(9.4)

2

Koherenco med statično in dinamǐcno semantiko pokǎzemo na obǐcajen nǎcin.

Izrek 9.2.1 ( Varnost ) 1. Čee : τ in e 7→ e′ za neke′ : τ (ohranitev).

2. Čee : τ potem velja bodisie val ali e 7→ e′ za neke′ (napredek).

Dokaz.... 2

9.2.2 N-kratni produkti

Enostavno je posplošiti binarne produkte na n-kratne produkte. Na primer,{1, 2, true}
vsebujěstevila in boolovo vrednost. Sintaksa n-teric in operacij nad n-tericami je defi-
nirana s sleděcimi pravili.

izrazi : t ::= ...
n − terica ::= {ti

i=1..n}
projekcija t.i

vrednosti : v ::= ...
v.n − terice {vi

i=1..n}

tipi : T ::= ...

t.n − terice {Ti
i=1..n}

(Sintaksa)

Cena posplǒsitve binarnih produktov na n-terice je definicija nove notacije, ki uni-
formno opǐse poljuben produkt n elementov. N-terice zn komponentami opišemo z
zapisom{ti∈1..n

i }. Tip z n komponentami predstavimo z{T i∈1..n
i }.
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Poglejmo si spet najprej statično semantiko, ki definira strukturo n-teric s pravili za
prirejanje tipov.

∀i ∈ [1..n] : Γ ⊢ ti : Ti

Γ ⊢ {ti
i∈1..n} : {Ti

i∈1..n}
(S-Nter)

Γ ⊢ t1 : {Ti
i∈1..n}

Γ ⊢ t1.j : Tj

(S-Proj)

Dinamǐcna semantika n-teric je definirana z naslednjimi evaluacijskimi pravili.

{vi∈1..n
i }.j → vj

(D-Triv)

t1 → t′1
ti.i → t′i.i

(D-Proj)

tj → t′j

{vi
j∈1..j−1, tj , tk

k∈j+1..n} → {vi
j∈1..j−1, t′j , tk

k∈j+1..n}
(D-Nter)

9.2.3 Zapisi

Posplǒsitev n-teric na oznǎcene zapise je precej direktna. Preprosto označimo vsako
komponentoti z oznakoli ∈ L.

Sintaksa zapisov je definirana na sledeč nǎcin.

izrazi:
t ::= {li = ti

i=1..n} zapis
t.l projekcija

vrednosti:
v ::= {li = vi

i=1..n} vrednost zapisa
tipi:

T ::= {li : Ti
i=1..n} tip zapisa

(9.5)
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Programski jeziki se razlikujejo v obravnavanju komponentzapisov. Vrstni red kom-
ponent obǐcajno ne vpliva na pomen zapisa. Na primer, zapisa{a = 1, b = 2} in
{b = 2, a = 1} sta pomensko enaka.

Poglejmo si najprej spet statično semantiko. Nova pravila za prirejanje tipov.

∀i ∈ [1..n] : Γ ⊢ ti : Ti

Γ ⊢ {li = ti
i∈1..n} : {li : Ti

i∈1..n}
(9.6)

Γ ⊢ t1 : {Ti
i∈1..n}

Γ ⊢ t1.lj : Tj

(9.7)

Evaluacijska pravila, ki definirajo dinamično semantiko zapisov so naslednja.

{li = vi
i∈1..n}.j → vj

(9.8)

t1 → t′1
ti.l → t′i.l

(9.9)

tj → t′j

{li = vi
j∈1..j−1, lj = tj , lk = tk∈j+1..n

k } → {li = vi
j∈1..j−1, lj = t′j , lk = tk∈j+1..n

k }
(9.10)

Vaja 9.2.1 Primer semantike ujemanja vzorcev na zapisih...

9.3 Vsote

Veliko programov potrebuje gradnike za delo s heterogenimikolekcijami objektov.

V podatkovnih strukturah uporabljamoalternativeza izrǎzanje razlik med deli podat-
kovnih struktur kot npr. notranja vozlišča in listi v drevesih ali glava in rep seznama.
Izbira alternative definira strukturo vrednosti.
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Za opisovanje izbire imamo definirane tipe zgrajene na osnovi vsote. Taǩsni tipi so
binarne vsote, nične vsote in n-arne vsote, variante in opcije.

Poglejmo si najprej najenostavnejšo obliko vsot: binarne vsote. V nadaljevanju si
bomo ogledalǐse opcije.

9.3.1 Binarne in věckratne vsote

Vsota dveh tipov opisuje množico vrednosti, ki imajo enega izmed naštetih tipov.
Oglejmo si primer.

PhysicalAddress = {firstlast : String, addr : String}
V irtualAddress = {name : String, email : String}

(9.11)

Fizični in virtualni naslov predstavljata dva alternativna načina za opis naslovov.̌Ce
želimo delati s kolekcijami obeh naslovov moramo definirativsoto tipov. Elementi tega
tipa so bodisi enega ali drugega tipa.

Addr = PhysicalAddress + V irtualAddress; (9.12)

Elemente tega tipa kreiramo tako, daoznǎcimo elemente komponentnih tipov Physi-
calAddress in Virtual address. Na primer,če jepa tipa PhysicalAddress potem je
inl pa tipaAddr. Oznake inl in inr si lahko predstavljamo kot funkcije.

inl : PhysicalAddress → Addr
inr : V irtualAddress → Addr

(9.13)

Funkciji preslikata elementePhysicalAddress in V irtualAddress v levo ali desno
komponento tipaAddr.

Elementi tipaT1 + T2 vsebujejo elemente tipaT1 oznǎcene z inl in elemente tipaT2

oznǎcene z inr.
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Elemente tipaT1 + T2 lahko uporabljamo s pomočjo case stavka, ki omogoča razliko-
vanje med elementi na levi strani in tiste na desni.

Naslednja funkcija izlǔsči ime iz elementa tipaAddr.

getName = λa : Addr.casea of inl x ⇒ x.firstlast | inr y ⇒ y.name; (9.14)

Oglejmo si zdaj kompletno sintakso gradnikov, ki realizirajo binarne vsote.

Tipi τ ::= void | sum(τ1, τ2)
Izrazi e ::= inl[τ ](e) | inr[τ ](e) |

case[τ1, τ2](e, x1.e1, x2.e2)
(9.15)

Konkretna sintaksa je predstavljena s sledečo tabelo.

Abstraktno Konkretno
void void
sum(τ1, τ2) τ1 + τ2

inl[τ ](e) inlτ (e)
inr[τ ](e) inrτ (e)
case[τ1, τ2](e, x1.e1, x2.e2) case e {inl(x1) ⇒ e1 | inr(x2) ⇒ e2}

(9.16)

Tip void je nǐcna vsota katere vrednosti so izbrane iz nič mǒznosti. Tip sum(τ1, τ2) je
binarna vsota, kjer ima lahko vrednost dve možni oznaki inl[τ ](e) in inr[τ ](e).

Statǐcna semantika vsote je definirana s sledečimi pravili.

Γ ⊢ e : τ1 τ = sum(τ1, τ2)

Γ ⊢ inl[τ ](e) : τ
(S-Inl)

Γ ⊢ e : τ1 τ = sum(τ1, τ2)

Γ ⊢ inr[τ ](e) : τ
(S-Inr)

Γ ⊢ e : sum(τ1, τ2) Γ, x1 : τ1 ⊢ e1 : τ Γ, x2 : τ2 ⊢ e2 : τ

Γ ⊢ case[τ1, τ2](e, x1.e1, x2.e2) : τ
(S-Case)
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Kot v primeru pogojnega izraza morata obe vejicase imeti isti tip. Izraz predstavlja
statǐcno oceno oblikecase izraza, ki se ovrednoti v̌casu izvajanja.

Dinamǐcna semantika vsote je definirana na sledeč nǎcin.

e val
inl[τ ](e) val

(D-InlVal)

e val
inr[τ ](e) val

(D-InrVal)

{
e 7→ e′

inl[τ ](e) 7→ inl[τ ](e′)

}
(D-Inl)

{
e 7→ e′

inr[τ ](e) 7→ inr[τ ](e′)

}
(D-Inr)

e 7→ e′

case[τ1, τ2](e, x1.e1, x2.e2) 7→ case[τ1, τ2](e′, x1.e1, x2.e2)
(D-Case)

{e val}
case[τ1, τ2](inl[τ ](e), x1.e1, x2.e2) 7→ [e/x1]e1

(D-CaseInl)

{e val}
case[τ1, τ2](inr[τ ](e), x1.e1, x2.e2) 7→ [e/x2]e2

(D-CaseInr)

Koherenco med statično in dinamǐcno semantiko pokǎzemo na obǐcajen nǎcin.

Izrek 9.3.1 ( Varnost ) 1. Čee : τ in e 7→ e′ za neke′ : τ (ohranitev).

2. Čee : τ potem velja bodisie val ali e 7→ e′ za neke′ (napredek).

Primer 9.3.1 Ena mǒzna uporaba vsot je definicija tipabool, ki ima sleděco sintakso.

Tipi τ ::= bool
Izrazie ::= tt | ff | if(e, e1, e2)

(9.17)

Tip bool lahko definiramo tudi z uporabo vsot in in ničnih produktov na sledeč nǎcin.
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bool = sum(Unit, Unit)
tt = inl[bool](triv)
ff = inr[bool](triv)

if(e, e1, e2) = case[Unit, Unit](e, x1.e1, x2.e2)

(9.18)

Spremenljivkix1 in x2 sta odvěc, ker njihov tipunit določi njihovo vrednosttriv, še
věc, ne pojavijo se proste. 2

Poleg binarnih vsot imamo tudi večkratne vsote
∑

i∈I τi s katerimi predstavljamo
mnǒzice objektov tipovτi. Semantiko věckratnih vsot dobimo z enostavno raširitvijo
binarnih vsot na věc tipov.

V programskem jeziku ML z vsotami predstavimo tako podatkovne strukture kot tudi
programe. Alternative pri izvajanju, na primer, so definirane z vsotami.

Večino lastnosti relacije tip, ki veljajo zǎcisti λ račun λ→ se ohranijo,če dodamo
vsote. Ena izmed kljǔcnih lastnosti pa se ne ohrani:enolǐcnost tipov.

Izrek o enolǐcnosti tipov pravi, da ima vsak izraz natančno en tip. V primeru uporabe
vsot ima vsak objektt1 : T1 vsote vsaj dva tipa: originalnegaT1, tistega definiranega z
vsoto inlt1 : T1 + T2 kot tudi katerikoli drugo vsotoT1 + T za poljubniT .

Primer 9.3.2 Na primer, izpeljemo lahko5 : Nat, inl 5 : Nat + Nat kot tudi inl5 :
Nat+ Bool.

Brez enolǐcnosti tipov ne moremo zasnovati algoritma za preverjanje tipov preprosto
tako, da beremo pravila od zgoraj navzdol kot smo predpostavljali do sedaj. Imamo
več mǒznosti.

Prva mǒznost je, da preveranje tipa nekako “ugane” tipT2. Zǎcasno lahko pustimo
nedefiniranT2 in ga dolǒcimo kasneje, ko je to jasno iz drugega konteksta.

Druga mǒznost je, da popravimo jezik tipov tako, da dovoljuje vse možne vrednosti
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T2. Ta mǒznost je lahko implementirana skupaj s podtipi.

Tretja mǒznost je, da zahtevamo od programerja, da eksplicitno označi tip T2. Ta
alternativa je najbolj enostavna in tudi ni tako nepraktična kot se najprej lahko zdi.

9.3.2 Opcije

Zelo uporaben gradnik, ki je definiran nad alternativnimi tipi iz vsote jeopcija. Po-
glejmo si primer.

OptionalNat = 〈none : unit, some : nat〉; (9.19)

Tip predstavlja bodisi vrednost unit z oznakonone ali celǒstevilsko vrednost tipa nat,
ki ima oznakosome. Poglejmo si primer uporabe opcijskega tipaOptionalNat.

Primer 9.3.3
Table = nat→ OptionalNat; (9.20)

Funkcija predstavlja preslikavo med celimištevili in celimi števili z vrednostjo unit.
Prazno tabelo lahko definiramo z naslednjim izrazom.

emptyTable = λn : nat.〈none : unit〉 as OptionalNat;
◮ emptyTable : Table

(9.21)

Konstruktor definiran s sledečim izrazom vzame tabelo in ji doda en zapis s ključemm
in vrednostjo〈some : v〉.

extendTable = λt : Table.λm : nat.λv : nat.λn : nat.
if equal n m then〈some = v〉 as OptionalNat
elset n

◮ extendTable : Table → nat→ nat→ Table

(9.22)
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Za implementacijo dostopa do tabele preko ključa potrebujemo case stavek. Naj bot
tabela.Želimo dostopati do zapisa, ki ima ključ 5.

x = caset(5) of
〈none = u〉 → 0 |
〈some = v〉 → v;

(9.23)

2

Nekateri jeziki omogǒcajo vgrajeno podporo za opcije. Programski jezik OCaml vse-
buje predefiniran tipoption. Funkcije v OCaml velikokrat vrnejo opcije. Veliko jezi-
kov vsebujenull kazalec, ki implicitno definira opcijo.

9.4 Podtipi

V prejšnjih poglavjih smǒstudirali raznovrstne gradnike programskih jezikov v okviru
lambda rǎcuna, ki je slǔzil kot osnovni formalizem.

Podtipi so ražsiritev lambda rǎcuna v smeri strukture. Predstavili bomo sintaktične in
semantǐcne relacije, ki definirajo strukturo prostora izrazov. Izraze bomo urejali po
specifǐcnosti – nekateri izrazi so posebni primeri drugih izrazov ali z drugimi besedami
nekateri tipi so podtipi drugih tipov.

Podtipe uporabljamo pri predstavitvi objektno usmerjenihjezikov. Obǐcajno jih obrav-
navajo kot potrebno značilnost objektnega jezika.

9.4.1 Vsebovanost

Brez podtipov so lahko enostavna pravila lambda računa zelo rigidna.

Sistem tipov zahteva eksaktno ujemanje med argumenti in in spremenljivkami zato
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preverjanje tipov zavrne marsikateri program, ki se zdi sprejemljiv. Poglejmo na primer
pravilo za aplikacijo funkcije.

Γ ⊢ t1 : T1 → T2 Γ ⊢ t2 : T1

Γ ⊢ t1 t2 : T2

(9.24)

Primer 9.4.1 Po tem pravilu dobro definiran izraz

(λr : {x : Nat}. r.x) {x = 0, y = 1}

nima pravega tipa, ker je tip argumenta{x = Nat, y = Nat}, funkcija pa sprejema
tip {x : Nat}. Funkcija zahteva argumentx in dodatne argumente ignorira.̌Se věc, ni
potrebno pogledati v telo funkcije, da bi videli, da se dodatni argumenti ne potrebujejo.
Vedno je varno podajati argumente z večimi komponentami. 2

Cilj uporabe podtipov je omogočiti izraze kot je zgornji. To dosežemo tako, da forma-
liziramo idejo, ki pravi, da so nekateri tipi specializirane verzije drugih tipov.

Pravimo, da jeS podtip T , napisanoS <: T , kar pomeni, da se tipT lahko varno
uporablja namesto tipaS. Ta pogled na podtipe se pogosto imenujeprincip (varne)
substitucije.

IzrazS <: T intuitivno razumemo: vsaka vrednost opisana zS je opisana tudi zT . Na
drugi nǎcin povedano: elementi tipaS so pomnǒzica elementov izT .

Osnovni princip za intuitivno interpretacijo relacije podtipov je vsebovanje. Poglejmo
si pravilo vsebovanja.

Γ ⊢ t : S S <: T

Γ ⊢ t : T
(T-SUB)

Pravilo nam pove, dǎce veljaS <: T potem je vsak elementt tipaS tudi element tipa
T .
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Primer 9.4.2 Recimo, da velja{x : Nat, y : Nat} <: {x : Nat}, potem lahko upora-
bimo pravilo T-SUB za izpeljavo⊢ {x : 0, y : 1} : {x : Nat}. 2

9.4.2 Relacija podtip

Relacija podtip je definirana z množico pravil, ki opisujejo stavke oblikeS <: T .
Pravimo, da je

”
S podtipT .“

Relacijo podtip bomo definirali odvisno od strukture tipa: funkcija, zapis, itd. Za vsako
vrsto tipa bomo definirali pravila, ki bodo povedala kdaj lahko nek tip zamenjamo z
drugim.

Preden gremo k pravilom za posamezno vrsto tipov si oglejmo dva splǒsna primera.

Prvič, relacija podtip mora biti refleksivna.

S <: S (T-REFL)

Drugič, relacija podtip mora biti tranzitivna.

S <: U U <: T

S <: T
(S-TRANS)

Ta pravila sledijo direktno iz zahtev po varni substituciji.

Zapisi

Za zapise smǒze videli, da bǐzeleli definirati, da jeS = {l1 : T1, . . . , lm : Tm} podtip
T = {l1 : T1, . . . , ln : Tn}, če imaT manj komponent kotS. Z drugimi besedami,
varno je pozabiti nekatere komponente na koncu zapisa. Pravilo podtipov na osnovi
širine se glasi takole.
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{li : Ti
i∈1..n+k} <: {li : Ti

i∈1..n}
(S-RCDWIDTH)

Mogoče se zdi presenetljivo, da je “manjši tip” tisti, ki ima věc komponent. Relacija
<: ima dejansko pomen “bolj specifičen”: izrazS <: T pravi, da jeS bolj nataňcno
definiran, medtem ko jeT bolj splǒsen tip.

Primer 9.4.3 Tip {x : Nat} ima samo komponentox. Vrednost{x = 3} je element
tega tipa, kot tudi{x = 3, y = 100} ter {x = 3, y = 15, z = 100} so elementi tega
tipa. Zadnji dve vrednosti sta tudi elementa tipa{x : Nat, y : Nat}. V splǒsnem je
mnǒzica elementiv tipa{x : Nat, y : Nat} pomnǒzica mnǒzice elementov tipa{x :
Nat}. 2

Bolj specifǐcen tip je torej bolj nataňcno definiran in bolj informativen zato predstavlja
manǰso mnǒzico vrednosti kot bolj splǒsen tip.

Pravilo podtipov, ki temelji nǎsirini zapisov, deluje samo na zapisih, ki imajo identične
komponente. Varno je dovoliti razlikovanje v posameznih tipih z istimi oznakami,
če sta tipa v relaciji podtip. Pravilo zasnovano na tem principu imenujemo relacija
podtipov na osnovi globine.

∀i ∈ [1..n] : Si <: Ti

{li : Si
i∈1..n} <: {li : Ti

i∈1..n}
(S-RCDDEPTH)

Primer 9.4.4 Naslednja izpeljava uporablja pravili S-RECWIDTH in S-RECDEPTH
za dokaz, da je zapis{x : {a : Nat, b : Nat}, y : {m : Nat}} podtip od{x : {a :
Nat}, y : {}}.

{a : Nat, b : Nat} <: {a Nat}
S-RCDWIDTH

{m : Nat} <: {}
S-RCDWIDTH

{x : {a : Nat, b : Nat}, y : {m : Nat}} <: {x : {a : Nat}, y : {}}
S-RCDDEPTH

Če se komponenti zapisa, ki ga primerjamo ujemata potem lahko uporabimo pravilo
S-REFL, da bi pokazali izpeljavo podtipov.
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{a : Nat, b : Nat} <: {a Nat}
S-RCDWIDTH

{m : Nat} <: {m : Nat}}
S-REFL

{x : {a : Nat, b : Nat}, y : {m : Nat}} <: {x : {a : Nat}, y : {m : Nat}}
S-RCDDEPTH

Uporabimo lahko tudi pravilo tranzitivnosti S-TRANS za kombiniranje pravil na osnovi
širine in globine. Na primer, lahko dobimo podtipe, kjer uporabimo pravilo na osnovi
širine na eni komponenti in pravilo na osnovi globine na drugi komponenti. Poglejmo
si primer, kjer bomo razbili izpeljavo na tri dele.

{x : {a : Nat, b : Nat}, y : {m : Nat}} <: {x : {a : Nat, b : Nat}}
S-RCDWIDTH

{a : Nat, b : Nat} <: {a : Nat}
S-RCDWIDTH

{x : {a : Nat, b : Nat}} <: {x : {a : Nat}}
S-RCDDEPTH

. . . S-RCDWIDTH . . . S-RCDDEPTH

{x : {a : Nat, b : Nat}, y : {m : Nat}} <: {x : {a : Nat}}
S-TRANS

2

Zadnje pravilo za podtipe zapisov pravi, da vrstni red komponent v zapisu ne igra vloge
pri relaciji podtip.

{kj : Sj
j∈1..n} je permutacija{li : Ti

i∈1..n}

{kj : Sj
j∈1..n} <: {li : Ti

i∈1..n}
(S-RCDPERM)

Na primer, pravilo S-RCDPERM pravi, da{c : Nat, b : Bool, a : Nat} je podtip
{a : Nat, b : Bool, c : Nat} in obratno.

Pravilo S-RCDPERM skupaj s pravili S-RCDWIDTH in S-TRANS lahko uporabimo
za primerjavo zapisov, kjer lahko zdaj izpustimo tudi komponento na sredini zapisa in
ne samo na koncu zapisa.

Vaja 9.4.1

...
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Funkcije

Ker delamo v jeziku vǐsjega reda, kjer imamo lahko ne samo enostavne tipe in zapise
ampak tudi funkcije, moramo definirati relacijo tipov tudi nad funkcijami.

Povedati moramo v katerih primerih je varno podati funkcijonekega tipa v kontekst,
kjer se prǐcakuje druga funkcija.

T1 <: S1 S2 <: T2

S1 → S2 <: T1 → T2

(S-ARROW)

Relacija podtip med funkcijamiS1 → S2 <: T1 → T2 zahteva obrnjeno relacijo med
domenami funkcijT1 <: S1 in relacijo definirano v isto smer za zaloge vrednosti.

Relacijo med domenami imenujemokontra-variantnomedtem ko relacijo med zaloga
vrednosti jekovariantna.

Razlaga za taǩsno definicijo je sleděca. Recimo, da imamo funkcijof tipaS1 → S2.

• Funkcijaf spremjema elemente tipaS1, torej bof lahko sprejela tudi katerikoli
element podtipaT1.

• Funkcijaf vrača elementeS2 torej lahko vidimo te iste elemente kot elemente
nadtipaT2.

Funkcijof torej lahko vidimo tudi kot, da ima tipT1 → T2.

Alternativni pogled je: lahko varno dovolimo uporabo funkcije tipa S1 → S2 tudi v
kontekstu, kjer se pričakuje drugi tipT1 → T2, dokler:

• ne bo argument funkcije presenečenje (T1 <: S1: pričakujemoT1 torej je funk-
cija, ki pričakuje bolj splǒsen tipS1 tudi v redu) in

• nobeden rezultat ne bo presenečenje (S2 <: T2: vrnemoS2 kar je sigurno tudi
T2).
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9.4.3 Statǐcna semantikaL(→<:)

Poglejmo si zdaj jezikλ→, ki so mu dodani podtipi. Pravila, ki smo jih definirali
za posamezne vrste tipov glede na strukturo bodo zbrana skupaj s pravili za osnoven
lambda rǎcun.

Najprej si bomo ogledali statično semantikoλ→, ki je ražsirjen z osnovnimi pravili za
delo s podtipi. Obravnavani so tudi podtipi funkcij.

t ::= izrazi
x spremenljivka
λx : T.t abstrakcija
t t aplikacija

v ::= vrednosti
λx : T.t vrednost abstrakcije

T ::= tipi
Top maksimalen tip
T → T funkcijski tip

Γ ::= konteksti
∅ prazen kontekst
Γ, x : T vezana spremenljivka

(9.25)

Pravila, ki definirajo tipe izrazov danega jezika opišejo, kako se sestavljajo izrazi in
kaǩsnega tipa je rezultat.

x : T ∈ Γ

Γ ⊢ x : T
(9.26)

Γ, x : T1 ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ λx : T1.t2 : T1 → T2

(9.27)

Γ ⊢ x : T11 → T12 Γ ⊢ t2 : T11

Γ ⊢ t1 t2 : T12

(9.28)

Γ ⊢ t : S S <: T

Γ ⊢ t : T
(9.29)

V statǐcno semantiko jezika spada tudi definicija relacije podtip.Pravila za implemen-
tacija relacije podtip ražsirijo mnǒzico veljavnih izrazov na vse tiste, kjer tip zame-
njamo z bolj splǒsnim ali bolj specifǐcnim tipom.
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S <: S (9.30)

S <: U U <: T

S <: T
(9.31)

S <: Top (9.32)

T1 <: S1 S2 <: T2

S1 → S2 <: T1 → T2

(9.33)

Poglejmo si zdaǰse pravila, ki opisujejo statično semantiko za zapise. Najprej nove
sintaksne oblike izrazov.

t ::= ... izrazi
{li = ti

i∈1..n} zapis
v ::= ... vrednosti

{li = vi
i∈1..n} vrednost zapisa

T ::= ... tipi
{li = Ti

i∈1..n} tip zapisa

(9.34)

Pravila za definicijo tipov zapisov so sledeča. Bolj podrobno smo si jiȟze ogledali v
poglavju, ki predstavlja strukture.

∀i ∈ [1..n] : Γ ⊢ ti : Ti

Γ ⊢ {li = ti
i∈1..n} : {li = Ti

i∈1..n}
(9.35)

Γ ⊢ t1 : {li = Ti
i∈1..n}

Γ ⊢ t1.lj : Tj

(9.36)

Preostanejo samǒse nova pravila za definicijo podtipov med izrazi, ki so strukturirani
kot zapisi.

{li = Ti
i∈1..n+k} <: {li = Ti

i∈1..n} (9.37)

∀i ∈ [1..n] : Si <: Ti

{li = Si
i∈1..n} <: {li = Ti

i∈1..n}
(9.38)
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{li = Si
i∈1..n} je permutacija{li = Ti

i∈1..n}

{li = Si
i∈1..n} <: {li = Ti

i∈1..n}
(9.39)

9.4.4 Dinamǐcna semantikaL(→<:)

Pravila, ki definirajo evaluacijo lambda računa ražsirjenega za delo s podtipiL(→<:).
Enako kot pri statǐcni semantiki bomo tudi tukaj najprej predstavili evaluacijo lambda
računa samega in potem̌sele evaluacijo zapisov.

t1 → t′1
t1 t2 → t′1 t2

(9.40)

t2 → t′2
v1 t2 → v1 t′2

(9.41)

(λx : T11.t12) v2 → [x/v2]t12
(9.42)

Zgornja pravila definirajo metodoklic-po-vrednosti, ki ovrednoti izraze tako, da para-
metre lambda abstrakcije prevedečim prej v vrednosti.

Poglejmo si zdaǰse evaluacijo izrazov, katerih struktura so zapisi. Pravila definirajo
evaluacujo struktur zapisov: selekcijo vrednosti komponente, izpeljavo zapisa s selek-
tirano komponento, in izpeljavo komponente zapisa.

{li = Si
i∈1..n}.tj → vj

(9.43)

t1 → t′1
t1.l → t′1.l

(9.44)

tj → t′j
{li = vi

i∈1..j−1, lj = tj , li = vi
i∈j+1..n} → {li = vi

i∈1..j−1, lj = t′j , li = vi
i∈j+1..n}
(9.45)
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Na koncu bomo pogledališe varnost izrazov: velja napredek in ohranitev za izraze.

Izrek 9.4.1 ( Varnost ) 1. Čee : τ in e 7→ e′ za neke′ : τ (ohranitev).

2. Čee : τ potem velja bodisie val ali e 7→ e′ za neke′ (napredek).
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Poglavje 10

REKURZIVNI TIPI

Pogledali smo sǐze kako definirati sezname z gradnikom List(T ). Seznami so samo en
primer věcjega razredarekurzivnih tipov, ki si jih bomo ogledali v tem poglavju.

Poglejmo si zdaj spet seznam celihštevil. Izraz, ki pove, da je seznam bodisinil ali
nov seznam je sledeč.

NatList = 〈nil : unit, cons : {...}〉; (10.1)

Prva komponenta primera določenega z oznakocons je naravnoštevilo tipa nat in
druga komponenta je spet seznam celihštevil NatList, ki ga definiramo.

NatList = 〈nil : unit, cons : {nat, NatList}〉; (10.2)

Ta enǎcba ni samo preprosta definicija—ne definiramo novega imena naosnovi pozna-
nih. Na desni strani definicije se namreč pojavlja ime, ki ga definiramo. Poglejmo si
zapis v obliki neskoňcnega drevesa.

185
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NatList = 〈nil : unit, cons : NatListRec〉;
NatListRec= {nat, NatList1};
NatList1 = 〈nil : unit, cons : NatListRec1〉;
NatListRec1 = {nat, NatList2};
NatList2 = 〈nil : unit, cons : NatListRec2〉;
NatListRec2 = {nat, NatList3};
...

(10.3)

Rekurzivna enǎcba je podobna kot pri definicijifactorial. Kot v primerufactorial
bomo tudi tukaj izpostavili iteracijo nad celotenim izrazom. Uporabili bomo operator
µ nad tipi.

NatList = µX.〈nil : unit, cons : {nat,X}〉; (10.4)

Definicijo lahko preberemo: “Naj bo NatList rekurziven tip,ki zadǒsča enǎcbi
µX.〈nil : unit, cons : {nat,X}〉;”.

Poznamo dva nǎcina za definicijo rekurzivnih tipov: equi-rekurzivno in iso-rekurzivno.
Načina se razlikujeta po količini informacij o tipih izrazov, ki jih je potrebno specifici-
rati sistemu za delo s tipi.

10.1 Primeri

Končajmo najprej primer, ki smo ga začeli s seznamom celiȟstevil. Za programiranje s
celimi števili rabimo konstanto nil in konstruktor cons za dodajanje elementov v glavo
seznama, operacijo isnil in funkciji tl in hd, ki za dan seznam vrneta rep ali glavo
seznama.

Definicija nil sledi direktno iz definicije NatList.

nil = 〈nil = unit〉 as NatList
◮ nil : NatList

cons= λn : nat.λl : NatList.〈cons= {n, l}〉 as NatList
◮ cons: nat→ NatList→ NatList

(10.5)
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Poglejmo zdaǰse preostale operacije, ki testirajo strukturo parametra in izberejoželjen
del seznama.

isnil = λl : NatList.casel of 〈nil = u〉 → true | 〈cons= p〉 → false
◮ isnil : NatList→ nat

hd = λl : NatList.casel of 〈nil = u〉 → 0 | 〈cons= p〉 → p.1
◮ hd : NatList→ nat

tl = λl : NatList.casel of 〈nil = u〉 → l | 〈cons= p〉 → p.2
◮ tl : NatList→ NatList

(10.6)

Odločili smo se, da bo glava praznega seznama0 in da bo rep praznega seznama prazen
seznam.

Poglejmo si zdaj primer definicije rekurzivne funkcije, ki sěsteje elemente seznama.

sumlist = fix(λs : NatList→ nat.λl : NatList.
if isnil l then0 else plus(hd l) (s(tl l)))

◮ sumlist : NatList→ nat
mylist = cons2 (cons3 (cons5 nil));
sumlist mylist;

◮ 10 : nat

(10.7)

Zapis fix(λf : T.〈telo〉) je ekvivalenten fixf : T is 〈telo〉, ki je bi definiran v Po-
glavju 8.

10.1.1 Lǎcne funkcije

Drug primer uporabe rekurzivnih funkcij je malce bolj zapleten. Lǎcne funkcije sprej-
mejo poljubnoštevilo celǒstevilskih argumentov in vrnejo novo funkcijo, kiše vedno
lačna.

Hungry = µA.nat→ A (10.8)
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Element tega tipa lahko definiramo z uporabo operatorja fix.

f = fix(λf : nat→ Hungry.λn : nat.f)
◮ f : Hungry

f 0 1 2 3 4 5;
◮ 〈fun〉 : Hungry

(10.9)

10.1.2 Tokovi

Drugi primer uporabe rekurzivnih tipov je tipStream, ki definira niz funkcij. Le-
te sprejmejo poljubnǒstevilo vrednosti unit in vedno vrnejo par sestavljen iz celega
števila in nov tok.

Stream = µA.Unit → {nat, A} (10.10)

Najprej bomo definirali dve osnovni funkciji nad nizi. Najprej hd s vrne prvoštevilo
v toku, ko mu podamo vrednost unit. Druga funkcija tls vrne tok, ki ga dobimo,̌ce
podamo unit tokus.

hd = λs : Stream.(s unit).1
◮ hd : Stream → nat

tl = λs : Stream.(s unit).2
◮ tl : Stream → Stream

(10.11)

Tok lahko konstruiramo z naslednjo funkcijo.

upfrom0 = fix(λf : Unit → Stream.λn : nat.λ : Unit.{n, f(succn)}) 0
◮ upFrom0 : Stream

hd upFrom0;
◮ 0 : nat

hd (tl (tl (tl upFrom0)));
◮ 3 : nat

(10.12)
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Tokove lahko posplǒsimo v enostavno oblikoprocesa. Definirali ga bomo kot funkcijo,
ki sprejmeštevilo in vrneštevilo in novi proces.

Proces = µA.nat→ {nat, A} (10.13)

Poglejmo si primer procesa, ki na vsakem koraku vrne vsoto vseh sprejetiȟstevil.

p = fix(λf : nat→ Process.λacc : nat.λn : nat.
let newacc = plusacc n in
{newacc, f newacc}) 0;

◮ p : Process

(10.14)

Definirajmoše nekaj obǐcajnih funkcij za delo s procesi.

curr = λs : Process.(s 0).1;
◮ curr : Process → nat

send = λn : nat.λs : Process.(s n).2;
◮ send : nat→ Process → Process

(10.15)

Pǒsljemo procesup števila 5, 3 in 20 ter dobimo kot rezultat zadnje interakcijes pro-
cesomštevilo 28.

curr (send 20 (send 3 (send 5 p)));
◮ 28 : nat

(10.16)

10.2 Iso-rekurzivni in equi-rekurzivni tipi

Ločimo med dvemi osnovnimi pristopi k prestavitvi rekurzivnih tipov: equi-rekurzivni
in iso-rekurzivni tipi.
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Klju čna razlika med pristopama se izraža v odgovoru na enostavno vporašanje: kaǩsno
je razmerje med tipomµX.T in njegovim razvitjem v enem koraku?

Na primer, kaǩsno je razmerje med NatList in〈nil : Unit, cons: {nat, NatList}〉?

Equi-rekurziven pristop obravnava dva zapisa rekurzivnega tipa kot enakost po definiciji–
tipa, ki sta zamenljiva v vsakem kontekstu.

Ražclenjevalnik zamenja tipe na vseh mestih, kjer se pričakuje razvitje tipa ali njegova
zložena verzija. V obeh primerih rekurzivni tip določa pravzaprav neskončno drevo.

Iso-rekurziven pristop obravnava rekurzivni tip in njegovo razvitje kot razlǐcna vendar
izomorfna tipa.

Definiramo operaciji fold in unfold, ki sta del jezika. Operacija unfold nad rekurziv-
nim tipomµX.T razvije vse pojavitve tipaX v njegovi definiciji zµX.T t.j. lastno
definicijo [X/µX.T ] T .

Primer 10.2.1 Tip NatList je definiran z

µX.〈nil : Unit, cons: {nat,X}〉.

Razvitje tipa NatList z operacijo unfold da tip

〈nil : Unit, cons: {nat, µX.〈nil : Unit, cons: {nat,X}〉}〉.

2

Iso-rekurzivni pristop torej zahteva definicijo operacij fold in unfold s katerima pre-
slikujemo rekurzivni tip v njegovo razvitje in iz razvitegarekurzivnega tipa nazaj v
“zloženo” verzijo.

unfold[µX.T ] : µX.T → [X/µX.T ] T
fold[µX.T ] : [X/µX.T ] T → µX.T

Operaciji fold in unfold sta definirani znotraj jezika, ki uporablja rekurzivne tipe. Ope-
raciji fold in unfold imata naslednjo sintakso.
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t ::= izrazi
fold[T ] t zloži
unfold[T ] t razvitje

v ::= vrednosti
fold[T ] v zloži

T ::= tipi
X spremenljivka tipa
µX.T rekurzivni tip

(10.17)

Evaluacija operacij fold in unfold je predstavljena z naslednjimi pravili.

Izomorfizem operacij je razviden iz pravila 10.18, ki izniči sekvenco unfold(fold(. . .)).
Kot vidimo tipi v tem pravilu niso pomembni, ker bi sicer bilopotrebno preverjati tipa
unfold in fold v času izvajanja.

unfold[S](fold[T ] v1) → v1

(10.18)

t1 → t′1
fold[T ] t1 → fold[T ] t′1

(10.19)

t1 → t′1
unfold[T ] t1 → unfold[T ] t′1

(10.20)

Prirejanje tipov izrazom, ki vsebujejo operaciji fold in unfold je definirano z nasle-
dnjimi pravili.

U = µX.T1 Γ ⊢ t1 : [X/U ]T1

Γ ⊢ fold[U ]t1 : U
(10.21)

U = µX.T1 Γ ⊢ t1 : U

Γ ⊢ unfold[U ]t1 : [X/U ]T1

(10.22)
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V praksi se uporabljata oba pristopa. Equi-rekurziven pristop je bolj intuitiven vendar
zahteva od ražclenjevalnika, da ugotovi mesta kjer je potrebno uporabitioperaciji fold
in unfold.

Povezovanje equi-rekurzivnih tipov z drugimi jezikovnimigradniki se je izkazalo kot
kompleksno.

Notacija za iso-rekuzivne tipe je težja, ker je potrebno uporabljati operaciji fold in
unfold v jeziku.

Konkretni programski jeziki velikokrat združijo razvijanje oz. zlaganje tipa med ostalo
anotacijo tipov.

Na primer, v ML drǔzini jezikov je obǐcajno, da vsaka definicija datatype implicitno
definiran rekurzivni tip. Vsaka uporaba konstruktorjev implicitno uporabi operacijo
fold in vsaka uporaba ujemanja prepostavlja uporabo unfold.

Podobno tudi Java pri vsaki definiciji razreda implicitno uporabi rekurzivni tip. Klic
metode implicitno povzrǒci tudi operacijo unfold.

Primer 10.2.2

10.3 Indukcija in ko-indukcija

Naj boU univerzalna mnǒzica, ki bo uporabljena kot domena. ElementeU si lahko
predstavljamo kot izraze nekega jezika.

Definicija 10.3.1 ( Monotona funkcija ) FunkcijaF ∈ P(U) → P(U) je monotona,
če za vseX,Y ∈ P(U) veljaX ⊆ Y ⇒ F (X) ⊆ F (Y ). 2
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V nadaljevanju bomo predpostavljali, da jeF monotona. Imenovali jo bomogenera-
tivna funcija.

FunkcijoF si lahko predstavljamo kot izpeljavo stavkov, evaluacijo ali računanje tipov
izrazov izU . Za dano mnǒzico stavkovX jezika z uporabo funkcijeF poiščemo vse
tiste stavke, ki so izpeljani iz premis vX s pravili, ki jih dolǒcaF .

Definicija 10.3.2 Naj boX ⊆ U .

1. X je F -zaprtačeF (X) ⊆ X

2. X je F -konsistentǎceX ⊆ F (X)

3. X je fiksna tǒckaF čeF (X) = X 2

F -zaprta mnǒzica je tista, ki je ne moremo več ražsiriti z uporaboF—vsebuježe vse
posledice premis izX glede naF .

F -konsistentna mnǒzica je tista, katere stavki so “izraženi sami s sabo”—vse premise
X so vsebovane v množici F (X), ki je izpeljana izX.

In na koncuše poglejmo fiksno tǒcko F , ki je oboje zaprta in konsistentna—vsebuje
vse premise, ki jih potrebujejo elementi množice, ter posledice, ki sledijo iz elementov
in nič věc.

Primer 10.3.1 Dana je naslednja generativna funkcijaE1 nad mnǒzicoU = {a, b, c}.

E1(∅) = {c} E1({a, b}) = {c}
E1({a}) = {c} E1({a, c}) = {b, c}
E1({b}) = {c} E1({b, c}) = {a, b, c}
E1({c}) = {b, c} E1({a, b, c}) = {a, b, c}

Obstaja samo enaE1-zaprta mnǒzica{a, b, c} in štiri E1-konsistentne množice:∅, {c}, {b, c}
in {a, b, c}.

E1 lahko zapǐsemo v kraǰsi obliki z uporabo naslednjih pravil.
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c

c

b

b c

a
2

Naslednji izrek definira najmanjšo in najvěcjo fiksno tǒcko funkcijeF z uporabo prav-
kar definiranih konceptovF -zaprtja inF -konsistentnosti.

Izrek 10.3.1 ( Knaster-Tarski, 1955 ) :

1. Presek vsehF -zaprtih mnǒzic jenajmanǰsa fiksna tǒckaF .

2. Unija vsehF -konsistentnih mnǒzic jenajvěcja fiksna tǒckaF . 2

Dokaz. ... 2

Definicija 10.3.3 Najmanǰso fiksno tǒcko F zapǐsemoµF . Najvěcjo fiksno tǒcko F
zapǐsemoνF .

Primer 10.3.2 FunkcijaE1 predstavljena v primeru zgoraj imaµF = νF = {a, b, c}.

Primer 10.3.3 Naj bo dana generativna funkcijaE2 na univerzumuU = {a, b, c}
definirana z naslednjimi pravili.

a

c

b

a b

c

Funkcijo lahko spet zapišemo v dalǰsi obliki tako, da eksplicitno definiramo preslikavo.

E2(∅) = {a} E2({a, b}) = {a, c}
E2({a}) = {a} E2({a, c}) = {a, b}
E2({b}) = {a} E2({b, c}) = {a, b}
E2({c}) = {a, b} E2({a, b, c}) = {a, b, c}
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E2-zaprte mnǒzice so{a} in {a, b, c} ter E2-konsistentne množice:∅, {a} in {a, b, c}.
2

Opazka 10.3.1MnǒzicaµF je F -zaprta in je torej najmanjšaF -zaprta mnǒzica.

Podobno je mnǒzicaνF F -konsistentna in je torej največja F -konsistentna množica.

Ta dva razmisleka vodita do para konceptualnih orodij za sklepanje. 2

Posledica 10.3.1 (Izreka 10.3.1):

1. Princip indukcije:X je F -zaprta−→ µF ⊆ X.

2. Princip ko-indukcije:X je F -konsistentna−→ X ⊆ νF .

Poglejmo si osnovne ideje definiranih principov. Množico X si predstavljamo kot
lastnost elementov oz.predikatdefiniran nad elementi univerzalne množiceU .

X je karakteristǐcna mnǒzica predikata predstavljenega zX—podmnǒzicaU za katero
velja predikatX.

Da bi pokazali da velja predikatX za elementx ∈ U je zadosti, da pokǎzemox ∈ X.

Princip indukcijepravi, da vsaka lastnost katere karakteristična mnǒzicaX je zaprta
za relacijoF , velja za vse elemente induktivno definirane množiceµF .

Princip ko-indukcijepravi, da lahko ugotovimo ali je elementx v induktivno definirani
mnǒzici νF , tako da poǐsčemo karakteristično mnǒzicoX za katero veljax ∈ X, ki je
F -konsistentna.
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10.4 Koňcni in neskoňcni tipi

10.4.1 Podtipi

Definicija 10.4.1 (Koňcni podtipi) Končna tipaT in S sta v relacijipodtip, če(S, T ) ∈
µSf , kjer je monotona funkcijaSf ∈ P(Tf × Tf ) → P(Tf × Tf ) definirana kot:

Sf (R) = {(T, Top) | T ∈ Tf}
∪ {(S1 × S2, T1 × T2) | (S1, T1), (S2, T2) ∈ R}
∪ {(S1 → S2, T1 → T2) | (S1, T1), (S2, T2) ∈ R}

Definicija 10.4.2 (Neskoňcni podtipi) Končna ali neskoňcna drevesna tipaT in S sta
v relaciji podtip, če (S, T ) ∈ νSf , kjer je monotona funkcijaSi ∈ P(Ti × Ti) →
P(Ti × Ti) definirana kot:

Si(R) = {(T, Top) | T ∈ Ti}
∪ {(S1 × S2, T1 × T2) | (S1, T1), (S2, T2) ∈ R}
∪ {(S1 → S2, T1 → T2) | (S1, T1), (S2, T2) ∈ R}

Vaja 10.4.1

Definicija 10.4.3 (Tranzitivnost) RelacijaR ⊆ U × U je tranzitivna,če jeR zaprta
za monotono funkcijoTR(R) = {(x, y) | ∃z ∈ .(x, z), (z, y) ∈ R}: TR(R) ⊆ R.

Lema 10.4.1 Naj boF ∈ P(U×U) → P(U×U) monotona funkcija.̌Ce jeTR(T (R)) ⊆
F (TR(R)) za vsakoR ⊆ U × U , potem jeνF tranzitivna.

Izrek 10.4.1 νS je tranzitivna.
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10.5 Preverjanječlanstva

Naj boF konstrukcijska funkcija nad univerzumomU in naj box ∈ U . Ogledali si
bomo algoritme s katerimi lahko pogledamo ali veljax ∈ νF oz. x ∈ µF .

...

Definicija 10.5.1 Na boF obrnljiva konstrukcijska funkcija in naj bo gfpF boolova
funkcija definirana z naslednjim postopkom.

gfp(X) = if support(x) ↑ then false
else ifsupport(X) ⊆ X then true
else gfp(support(X) ∪ X).

...

Izrek 10.5.1 • Če gfpF (X) = true, potemX ⊆ νF .

• Če gfpF (X) = false, potemX 6⊆ νF .

...

10.6 µ-Tipi
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Poglavje 11

λ-RAČUN 2. REDA

11.1 Rekonstrukcija tipov

Algoritmi za preverjanje tipov, ki smo si jih ogledali do sedaj so odvisni od eksplicitne
anotacije tipov v programih. V tej sekciji bo predstavljen algoritem za preverjanje
tipov, ki zna izrǎcunati principalen* tip izraza, ki vsebuje samo nekatere anotacije tipov.

V izrazih bomo uporabljali spremenljivke, katerih zaloga vrednosti so tipi. Iz stališča
oznǎcevanja izrazov jezika s tipi dobimo torejjezik 2. reda: izrazi lahko manipulirajo
objekte, ki predstavljajo tipe–objekte 2. reda.

Pri preǔcevanju jezikov 2. reda se bomo lahko spraševali glede lastnosti kot je npr.
naslednja: “̌ce instanciramo vrzel X v izrazu t s konkretnim tipom Bool, ali dobimo
izraz z enolǐcnim tipom?”

11.2 Spremenljivke tipov

Pri predstavitvi nekaterih jezikih opisanih v prejšnjih poglavjih smo predpostavili ob-
stoj neskoňcne mnǒziceneiterpretiranih osnovnih tipov.

Te tipi nimajo definiranih operacij kot jih imajo npr. konkretni osnovni tipi Bool in Nat.

199
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Najvěckrat slǔzijo samo kot vrzeli, ki jih nadomestijo konkretni tipi, katerih identiteta
nas ne zanima.

Neinterpretirane tipe bomo imenovalspremenljivke tipa—spremenljivke, ki v izrazih
služijo namesto tipov.

Spremenljivke tipa je mogǒce instancirati tako, da jih zamenjamo s konkretnimi tipi.

Instanciranje bo sestavljeno iz dveh delov: definicije substitucije σ in apliciranje sub-
stitucije na izrazu.

Na primer, substitucija je definirana z izrazomσ = [X/Bool] in aplikacijaσ na tipu
X → X da izrazσ(X → X) = Bool → Bool.

Opazka 11.2.1Substitucija tipov je koňcna preslikava iz mnǒzice izrazov tipov v iz-
raze tipov.

Substitucija spremenljivk tipov, ki se nahajajo v sestavljenih objektih se realizira tako,
da se funkcijaσ aplicira na vseh komponentah izraza tipa.

σ(x1 : T1, . . . , xn : Tn) = (x1 : σT1, . . . , xn : σTn)

Substitucija lahko tvori kompozicijo dveh substitucij. Recimo, da staσ in γ substituciji,
potem je substitucija tudiσ ◦ γ.

(σ ◦ γ)S = σ(γS)

2

Najbolj pomembna lastnost substitucije je ohranjanje dobro definiranih tipov:če ima
izraz dobro definirane tipe, potem so dobro definirani tudi posubstituciji.
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Izrek 11.2.1 ( Ohranitev tipov po substituciji ) Naj bo σ substitucijska funkcija in
naj Γ ⊢ t : T , potem velja tudiΓ ⊢ σt : σT .

Dokaz. Indukcija direktno po izpjeljavi tipov oz. po pravilih, ki definirajo tipe izrazov.
2

11.2.1 Izpeljava tipov

Naj bo t izraz, ki vsebuje spremenljivke tipa inΓ kontekst, ki tudi vsebuje spremen-
ljivke tipa. Dve vprǎsanji sta pomembni pri delu z izrazi, ki vsebujejo spremenljivke
tipa:

• Imajo vsi mǒzni primerki substitucije dobro definirane tipe? Drugače zapisano:
ali velja za vsakσ daσΓ ⊢ σt : T za nekT?

• Obstaja substitucija tako, da imat dobro definirane tipe? Drugače zapisano: ali
lahko najdemoσ tako daσΓ ⊢ σt : T za nekT?

V primeru, da imamo taǩsne izraze, da je vsaka substitucija dobro definirana potem
lahko sklepamo s tipi ter obdržimo abstraktno predstavitev tipov med preverjanjem
tipov programa.

Primer 11.2.1 Izraz

λf : X → X.λa : X.f(f a)

ima tip (X → X) → X → X. Vedno koX zamenjamo s konkretno instanco dobimo
izraz

λf : T → T.λa : T.f(f a)

z dobro definiranimi tipi. 2
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Obravnavanje abstraktnih spremenljivk tipa vodi doparametrǐcnega polimorfizma, kjer
uporabimo spremenljivke tipa zato, da lahko definiramo parametrǐcne programe upo-
rabne v razlǐcnih kontekstih in z razlǐcnimi konkretnimi tipi.

Če pogledamo iz vidika drugega vprašanja potemt sploh ni nujno, da imat dobro
definirane tipe. Kařzelimo vedeti je ali obstaja takšna substitucijaσ, da imaσt dobro
definirane tipe.

Primer 11.2.2 Izraz

λf : Y.λa : X.f(f a)

nima konsistentnih tipov.̌Ce paY zamenjamo z Nat→ Nat inX z Nat dobimo izraz

λf : Nat→ Nat.λa : Nat.f(f a)

z dobro definiranim tipom(Nat→ Nat) → Nat→ Nat. Druga mǒznost za zamenjavo
tipa Y je tip X → X.

λf : X → X.λa : X.f(f a)

Dobili smo najbolj splǒsen izraz z dobro definiranimi tipi za izrazλf : Y.λa : X.f(f a)
z omejitvamiX in Y . 2

Iskanje veljavnih instanc spremenljivk tipov za dan izraz imenujemorekonstrukcija
tipovali tudi izpeljava tipov.

Prevajalniki vsebujejo kodo za izpeljavo tipov izrazov, kijih ni določil programer. V
limiti, prevajalnik lahko izpelje tipe vsakega izraza programa in tako razbremeni pro-
gramerja.

Med ražclenjevanjem programa prevajalnik izračuna najbolj splǒsen tip za vsak izraz
v ražclenjevalnem devesu.
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Najprej vsem spremenljivkamλ-abstrakcije doda spremenljivko tipa tako, da so unika-
tne za razlǐcne abstrakcije.

Potem se izvede rekonstrukcija tipov tako, da poiščemo najbolj splǒsne tipe spremen-
ljivk.

Za bolj nataňcno formalizacijo rakonstrukcije tipov bomo potrebovali bolj nataňcen
opis mǒznih zamenjav spremenljivk tipa s tipi za to, da bi dobili veljaven izraz tipov.

Definicija 11.2.1 Naj boΓ kontekst in naj bot izraz. Rǎsitev(Γ, t) je par (σ, T ), tako
da veljaσΓ ⊢ σt : T .

Primer 11.2.3 Naj boΓ = f : X, a : Y in t = f a. Rěsitve(Γ, t) so pari:

([X/Y → Nat], Nat) ([X/Y → Z], Z)
([X/Y → Z,Z/Nat], Z) ([X/Y → Nat→ Nat], Nat→ Nat])
([X/Nat→ Nat, Y/Nat], Nat])

2

11.3 Univerzalni tipi

Recimo, da bǐzeleli napisati funkcijo, ki podvoji klic argumenta funkcije nad danim
parametrom, za različne tipe parametra.

doubleNat = λf : nat→ nat.λx : Nat.f(f(x))
doubleRcd = λf : {l : Bool} → {l : Bool}.λx : {l : Bool}.f(f(x))
doubleFun = λf : (Nat→ Nat) → (Nat→ Nat).λx : (Nat→ Nat).f(f(x))

(11.1)

Vsaka od funkcij je definirana nad različnim parametrom, sicer pa vse izvedejo po-
dobno kodo. Edina razlika med kodo različnih funkcij je v tipu parametrov.
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Taǩsno pisanje programov krši osnovno pravilo programiranja: koda za določeno funk-
cijo se implementira samo enkrat.

Sprejemljivi del programa v prejšnjem primeru je tip parametrov. To kar potrebujemo
je mehanizem za abstrakcijo tipov iz izrazov in nato instanciranje izraza s konkretnimi
tipi.

11.3.1 Sistem F

Sistem, ki ga bomo uporabljali v tem poglavju jesistem F. Sistem je odkril Jean-Yves
Girard leta 1972 v okviru avtomatskega dokazovanja v logiki. Malce kasneje, leta
1974, je John Reynold definiralpolimorfični lambda rǎcun, ki ima zelo podobno izra-
zno mǒc.

Sistem F je bil uporabljan kot raziskovalna platforma za delo na polimorfizmu in za
osnovoštevilnih novih programskih jezikov.

Sistem F velikokrat imenujemoλ-račun 2. reda. Eden izmed razlogov za to je Curry-
Howardov izomorfizem, ki povezuje Sistem F z logiko 2. reda, ki dovoljuje kvantifika-
cijo ne samo individualnih spremenljivk ampak tudi spremenljivk tipov.

Sistem F je ražsiritev jezikaλ→, lambda rǎcuna s tipi. Keřzelimo abstrahirati tipe iz
izrazov in jih postaviti kasneje, sta uvedeni nova abstrakcija in nova aplikacija.

UporabimoabstrakcijoλX.t, kjer jeX spremenljivka tipa int tip. Definirati moramo
tudi novoaplikacijo t [T ] s katero apliciramo tipT na izrazut.

Novo abstrakcijo imenujemoabstrakcija tipovin novo aplikacijo imenujemoaplikacijo
tipovali instanciranje.

Evaluacija aplikacije abstrakcije tipa na konkretnem tipuje definirana z naslednjim
pravilom.
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(λX.t) [T ] → [X/T ]t

Pravilo je analogno pravilu za lambda abstrakcijo, ki aplicira abstrakcijo na vrednost.

(λx.t) v → [x/v]t

Primer 11.3.1 Poglejmo si primer polimorfǐcne funkcije idetitete.

id = λX.λx : X.x

Če zdaj apliciramo tip Nat na izrazuid, kar zapǐsemoid [Nat], dobimo[Nat/X]λx : X.x,
ki se ovrednoti vλx : Nat.x, funkcijo identitete nad naravnimištevili. 2

Poleg nove abstrakcije in aplikacije potrebujemo zdaj tudinov tip s katerim bomo za
klasifikacijo polimorfǐcnih funkcij kot so prej predstavljena funkcijaid.

V primeru funkcijeid lahko podamo kot parameter tipT in dobimo izraz tipaT → T .
Tako dobljen tip je torej odvisen od tipaT , ki ga podamo kot parameter.

V splǒsnem lahko v primeru funkcijeid uporabimo tip∀X.X → X. Kvantifikator∀
zdaj dolǒca tipX: za vsak tipX veljaX → X.

Dobimo torej izraze, kjer je spremenljivka tipaX kvantificiranauniverzalno: izraz za
kvantificirano spremenljivko dolǒcaparametrǐcni tip, tip katerega vrednost je odvisna
od parametra—spremenljivke tipa.

Univerzalni (parametrični) tip bomo v splǒsnem oznǎcevali∀X.T , kjer je T izraz, ki
vsebuje spremenljivko tipaX.

Zdaj lahko definiramo tip abstrakcije in aplikacije tipov v obliki pravil, ki so podobna
pravilom za abstrakcijo in aplikacijo v običajnemλ-računu.
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Γ,X ⊢ t : T

Γ ⊢ λX.t : ∀X.T
(11.2)

Γ ⊢ t : ∀X.T

Γ ⊢ t [T1] : [X/T1]T
(11.3)

Kompletna sintaksa Sistema F je definirana z naslednjo slovnico.

t ::= izrazi
x spremenljivka
λx : T.t abstrakcija
t t aplikacija
λX : T.t abstrakcija tipa
t [T ] aplikacija tipa

v ::= vrednosti
λX : T.t vrednost abstrakcije
λX.T vrednost abstrakcije tipa

T ::= tipi
X spremenljivka tipa
T → T tip funkcije
∀X.T univerzalni tip
µX.T rekurzivni tip

Γ ::= konteksti
∅ prazen kontekst tipa
Γ, x : T vezava spremenljivke
Γ,X vezava spremenljivke tipa

(11.4)

Pravila s katerimi definiramo evaluacijo izrazov Sistema F so podobna pravilom za
evaluacijo jezikaλ→.

t1 → t′1
t1 t2 → t′1 t2

(11.5)

t2 → t′2
v1 t2 → v1 t′2

(11.6)

(λx : T.t) v → [x/v]t
(11.7)

t → t′

t [T ] → t′ [T ]
(11.8)

(λX.t) [T ] → [X/T ]t
(11.9)
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Naslednja pravila definira prirejanje tipov izrazov Sistema F.

x : T ∈ Γ

Γ ⊢ x : T
(11.10)

Γ, x : T1 ⊢ t2 : T2

Γ ⊢ λx : T1.t2 : T1 → T2

(11.11)

Γ ⊢ t1 : T1 → T2 Γ ⊢ t2 : T1

Γ ⊢ t1 t2 : T2

(11.12)

Γ,X ⊢ t : T

Γ ⊢ λX.t : ∀X.T
(11.13)

Γ ⊢ t1 : ∀X.T1

Γ ⊢ t1 [T2] : [X/T2] T1

(11.14)

11.3.2 Primeri

V tej sekciji bo predstavljeno nekaj primerov programov zapisanih s Sistemom F.

Primer 11.3.2 Poglejmoše enkrat definicijo polimorfǐcne verzije funkcijeid.

id = λX.λx : X.x
◮ id : ∀X.X → X

(11.15)

Funkcijo je potrebno instancirati, da bi dobili konkretno funkcijoid.

id [Nat];
◮ 〈fun〉 : Nat→ Nat

(11.16)

2
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Primer 11.3.3 Nasledji primer realizira polimorfǐcno funkcijo, ki podvoji klic para-
metra.

double = λX.λf : X → X.λa : X.f(fa)
◮ double : ∀X.(X → X) → X → X

(11.17)

Zdaj lahko dobimo specifičen tip za razlǐcne vrednosti spremeljivke tipaX.

doubleNat = double [Nat];
◮ doubleNat : (Nat→ Nat) → Nat→ Nat

doubleNtoN = double [Nat→ Nat];
◮ doubleNtoN : ((Nat→ Nat) → Nat→ Nat) → (Nat→ Nat) → (Nat→ Nat)

(11.18)

Ko je funkcija instancirana s tipom ji lahko podamoše dva parametra: funkcijo, ki jo
double podvoji in zǎcetno vrednost te funkcije.

double [Nat] (λx : Nat.succ(succ(x))) 3;
◮ 7 : Nat

(11.19)

2

Primer 11.3.4 Poglejmo zdaj bolj zvit primer polimorafične aplikacije funkcije same
nase.Če se spomnimo primera, ki smo ga obdelali pri lambda računu s tipi: ni nǎcina
za prireditev tipa izrazuλx.x x v okviruλ→. V Sistemu F postane izraz obvladljiv,če
spremenljivkix priredimo polimorfǐcen tip.

selfApp = λx : ∀X.X → X.x [∀X.X → X] x;
◮ selfApp : ∀X.(X → X) → (∀X.X → X)

(11.20)

2

Večina programov, ki uporablja polimorfizem je veliko bolj “običajnih” kot preǰsnji
primeri. Kot primer precej naravne uporabe polimorfizma si bomo ogledali implemen-
tacijo seznamov.
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Primer 11.3.5 Recimo, da je nǎs programski jezik opremljen z običajnim konstruktor-
jem tipov List in z obǐcajnimi primitivi za delo s seznami.

◮ nil : ∀X.List X
cons: ∀X.X → List X → List X
isnil : ∀X.List X → Bool
head: ∀X.List X → X
tail : ∀X.List X → List X

(11.21)

map = λX.λY.
λf : X → Y.
(fix (λm : (List X) → (List Y ).

λl : List X.
if isnil [X] l
then nil [Y ]
else cons[Y ] (f head[X] l))

(m tail [X] l))));
◮ map : ∀X.∀Y.(X → Y ) → List X → List Y

l = cons[Nat] 4 (cons[Nat] 3 (cons[Nat] 2 (nil [Nat])));
◮ l : List Nat

head[Nat] (map [Nat] [Nat] (λx : Nat, succx) l);
◮ 5 : Nat

(11.22)

2

11.3.3 Osnovne lastnosti jezika F

11.4 Eksisteňcni tipi

11.4.1 Osnovne definicije
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11.4.2 Podatkovne abstrakcije z eksisteňcnimi tipi
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