Vaje 15: Invariantni podprostori in Jordanova kanoni¢na forma

Naloge na vajah:

1.

Poiséi vse invariantne podprostore pravokotne projekcije P prostora R? na ravnino
z=0.

Dokazi, da sta vsota in presek invariantnih podprostorov endomorfizma A invari-
antna podprostora.

Poisci vse invariantne podprostore odvajanja v prostoru realnih polinomov R [X].

Naj bo A endomorfizem vektorskega prostora V nad F. Dokazi, da so naslednji
prostori invariantni za A:

(a) V,, = ker A", kjer je n € N,
(b) W, =ker (A— AI)", kjer sta A € Finn € N,

ter, da pri tem velja: Vi CVo C--- in W) C Wy C - .

Poisci korenske podprostore operatorja

2 -1 1 -1 -1

1 0 0 1 -1
A=]10 0 -1 4 1
o 0 -1 3 1
o 0 0 0 1

in s pomocjo njih poiséi Jordanovo kanoni¢no obliko matrike A, matriko prehoda P
ter dolo¢i minimalni polinom.

Doloéi Jordanovo kanoni¢no obliko matrike

1 -3 0 3
-2 —6 0 13
0 -3 1 3 |’
-1 —4 0 8

matriko prehoda ter dolo¢i minimalni polinom.

Doloci vse a € C, pri katerih ima kompleksna matrika

1 0 a
A=]1a—-1 1 -1
1 1 0

vsaj eno lastno vrednost enako 0. Za dobljene a € C pois¢i minimalni polinom
matrike A, Jordanovo matriko J4 in matriko prehoda P.

Napisi Jordanovo kanoni¢no formo, minimalni in karakteristi¢ni polinom za endo-
morfizem 7, ki premore lastni vrednosti 1 in —1 ter zadosca: dimker (7 +Z) = 3,
dimker (T 4+ Z)* = 5, dimker (7 +Z)* = dimker (T + )" = 6, dimker (7 — ) =
3 in dimker (7 — 7)* = dimker (7 — 7)" = 4.
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9. Karakteristiéni polinom endomorfizma A je p4 (A) = (A — 3)* (A +2)° (A + 1), nje-
gov minimalni polinom pa je m4 (A) = (A — 3)*> (A +2)* (A + 1) . Napisi vse mozne
jordanske matrike endomorfizma A do podobnosti natanc¢no.

10. Karakteristiéni polinom endomorfizma A je p4 (A\) = (A — 1) (A +2)* (A — 3)%, nje-
gov minimalni polinom pa m4 (A) = (A — 1) (A +2)* (A — 3). Geometrijska vec-
kratnost lastne vrednosti 1 je 3. Doloé¢i vse mozne Jordanove kanoni¢ne forme endo-
morfizma A.

11. Naj ima matrika A Jordanovo obliko J4. Kaksno Jordanovo obliko ima matrika
A+ M, kjer je A € R?

12. Naj ima matrika A Jordanovo obliko J4 in predpostavimo, da so vse njene lastne
vrednosti razlicne od 0. Doloéi J4-1 in J 42!

13. Poisci Jordanovo kanonicéno obliko matrike

1 3 2

A=10 2 1
0 -1 0

in s pomo¢jo nje izracunaj A", e/ in sin A.
14. Poisci vse resitve matri¢ne enacbe
3 1
2 _
X2 = { 3l ] .

Samostojno resi: [1, Naloge: 603, 606 (5), 609], [2, Naloge: 258, 412, 423] in [3,
Naloge: 292, 299, 321].

Primeri izpitnih nalog:
1. Naj bo A endomorfizem in P projektor vektorskega prostora V. Dokazi:

(a) Podprostor im P je invarianten za operator A natanko tedaj, ko je PAP = AP.

(b) Podprostora im P in ker P sta oba invariantna za operator A natanko tedaj,
ko velja PA = AP.

2. Naj bo
3 -1 0 0 0
0 2 -1 0 0
A=|-1 1 1 0 0

2 2 -4 =2 -1
3 -4 2 1 0

(a) Izracunaj karakteristicni polinom, doloci lastne vrednosti in lastne vektorje
matrike A.



(b) Zapisi Jordanovo kanoni¢no obliko matrike A in dolo¢i minimalni polinom ma-
trike A.

3. Endomorfizmu A : C*' — C!!' v standardni bazi pripada matrika A. Doloci vse
mozne Jordanove forme J, matrike A, ¢e velja

det A =1, dimker (A —Z)*> =5, dimker (A +7)* = 5.
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